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1 Ââåäåíèå

Ïóñòü Ω-îãðàíè÷åííàÿ îòêðûòàÿ îáëàñòü â R3 ñ ãðàíèöåé êëàññà C2, îáî-
çíà÷èì QT = Ω× (0, T ). Ñèñòåìà Íàâüå-Ñòîêñà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂tu−∆u+ (u · ∇)u+∇p = f

div u = 0

u(x, 0) = u0(x) u(x, t)
∣∣∣
{x∈∂Ω}

= 0

â QT . (1.1)

Ôóíêöèÿ u : QT → R3 îáîçíà÷àåò ñêîðîñòü ïîòîêà, à p : QT → R - äàâ-
ëåíèå. Îäíà èç "ïðîáëåì òûñÿ÷åëåòèÿ" âûäâèíóòàÿ èíñòèòóòîì Êëýÿ-
ýòî äîêàçàòåëüñòâî ãëîáàëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ãëàäêèõ ðåøåíèé ñèñòå-
ìû 1.1. Äàëåå ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

J2(Ω) = {u ∈ L2(Ω), div u = 0 â D′(Ω)},
◦
J2(Ω) = ClosureL2(Ω){u ∈ C∞

0 (Ω) : div u = 0},
J1
2 (Ω) = {u ∈ W 1

2 (Ω), div u = 0 ï.â. Ω},
◦
J1
2 (Ω) = {u ∈

◦
W 1

2 (Ω), div u = 0 ï.â. Ω}.

Äî ñèõ ïîð èçâåñòíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ãëàäêèõ ðåøåíèé òîëüêî
ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ. Íàïðèìåð, ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãàðàíòè-
ðóåò ñóùåñòâîâàíèå ãëàäêèõ ðåøåíèé, íî òîëüêî äî îïðåäåëåííîãî ìî-
ìåíòà âðåìåíè.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî äàííîãî u0 ∈
◦

W 1
2 (Ω) è äëÿ ïðà-

âîé ÷àñòè f ∈ L∞(0,∞; L2(Ω)), ñóùåñòâóåò èíòåðâàë âðåìåíè T =
T (Ω, f, u0) íà êîòîðîì ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ðåøåíèå (1.1) òàêîå,
÷òî

u ∈ L∞(0, T ;
◦
J1
2 (Ω)) ∩ L2(0, T ; W 2

2 (Ω)), ∂tu ∈ L2(0, T ;
◦
J2(Ω)). (1.2)

Âòîðàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ãëàäêîå ðåøåíèå, íî òîëü-
êî ïðè ìàëûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ.(ñì. [19])

Òåîðåìà 1.2. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C(Ω) > 0, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþ-

áûõ u0 ∈
◦
J1
2 (Ω), f ∈ L2(QT ), òàêèõ ÷òî

arctan ∥∇u0∥22,Ω + C(Ω)
(
∥u0∥22,Ω + ∥f∥22,QT

)
<

π

2
, (1.3)
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cóùåñòâóåò ïàðà ôóíêöèé

u ∈ L∞(0, T ;
◦
J1
2 (Ω)) ∩ L2(0, T ; W 2

2 (Ω)), ∂tu ∈ L2(0, T ; J2(Ω)),

p ∈ L2(0, T ;
◦

W 1
2 (Ω)),

∫
Ω

p(x, t) dx = 0 ï.â. t ∈ (0, T )
(1.4)

ÿâëÿþùèõñÿ ñèëüíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà (1.1).

Äàëåå ìû îïðåäåëèì ñëàáûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) , îíè òàêæå èç-
âåñòíû êàê ðåøåíèÿ Ëåðå-Õîïôà. Îíè íå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, íî çàòî
èçâåñòíî èõ ñóùåñòâîâàíèå íà âñåì ïðîìåæóòêå âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïðåäïîëîæèì ÷òî u0 ∈
◦
J1
2 (Ω), f ∈ L2(QT ). Ôóíê-

öèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì Ëåðå-Õîïôà ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà â QT ,

åñëè:

• u ∈ L∞(0, T ; J2(Ω)) ∩ L2(0, T ;
◦
J1
2 (Ω))

• u ∈ Cw([0, T ]; L2(Ω)) ò.å. äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ], u(·, t) ∈ L2(Ω)

∀w ∈ L2(Ω) ôóíêöèÿ t →
∫
Ω

u(x, t)w(x) dx íåïðåðûâíà íà [0, T ]

• u óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫
Qt

(
− u · ∂tη +∇η : ∇u− u⊗ u : ∇η

)
dxdt =

T∫
0

⟨f(t), η(t)⟩dt,

∀η ∈ C∞
0 (QT ;Rn) : div η = 0 â QT

(1.5)

• äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ), ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò ãëîáàëüíîìó

ýíåðãåòè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó â Q

1

2

∫
Ω

|u(x, t)|2 dx+

t∫
0

∫
Ω

|∇u(x, τ)|2 dxdτ ≤

≤ 1

2

∫
Ω

|u0(x)|2 dx+

t∫
0

⟨f(τ), u(τ)⟩dτ

(1.6)
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• Íà÷àëüíîå óñëîâèå ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

∥u(t)− u0∥2,Ω → 0 ïðè t → +0 (1.7)

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé Ëåðå-Õîïôà ïðåäñòàâëåíî â
ñòàòüå [26]:

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü Ω ⊂ Rn, (n = 2, 3)- îãðàíè÷åííàÿ, ñ ãðàíèöåé êëàññà
C2. Òîãäà äëÿ ëþáûõ u0 ∈ L2(Ω) div u0 = 0, f ∈ L2(QT ) ñóùåñòâóåò

õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå Ëåðå-Õîïôà ñèñòåìû (1.1).

Çàìåòèì ÷òî â îïðåäåëåíèè ðåøåíèé Ëåðå-Õîïôà íèêàê íå ôèãóðè-
ðóåò äàâëåíèå, ïîýòîìó äàäèì îïðåäåëåíèå ïîäõîäÿùèõ ñëàáûõ ðåøåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïðåäïîëîæèì ÷òî u0 ∈
◦
J1
2 (Ω), f ∈ L2(QT ). Ïàðà

ôóíêöèé (u, p) ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì ñëàáûì ðåøåíèåì ñèñòåìû Íàâüå-

Ñòîêñà â QT , åñëè u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì Ëåðå-Õîïôà, à äàâëåíèå p ∈
L 3

2
(QT ) è ïàðà (u, p) óäîâëåòâîðÿþò èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

∫
Qt

(
− u · ∂tη +∇η : ∇u− u⊗ u : ∇η − p div η

)
dxdt =

T∫
0

⟨f(t), η(t)⟩dt,

∀η ∈ C∞
0 (QT ;Rn).

(1.8)

Äëÿ ïîäõîäÿùèõ ñëàáûõ ðåøåíèé òàêæå âåðíà òåîðåìà ñóùåñòâîâà-
íèÿ.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü Ω ⊂ Rn, (n = 2, 3)- îãðàíè÷åííàÿ, ñ ãðàíèöåé êëàñ-

ñà C2, è T > 0-ëþáîå. Òîãäà äëÿ ëþáûõ u0 ∈ L2(Ω) div u0 = 0, f ∈ L2(QT )
ñóùåñòâóåò ïîäõîäÿùåå ñëàáîå ðåøåíèå (u, p) ñèñòåìû (1.1). Áîëåå òî-
ãî p ∈ L 5

3
(QT ).

Èòîãî äëÿ ñëàáûõ ðåøåíèå â îòëè÷èå îò ñèëüíûõ ðåøåíèé èçâåñò-
íî ñóùåñòâîâàíèå íà âñåì ïðîìåæóòêå âðåìåíè, íî íåò åäèíñòâåííî-
ñòè èëè ãëàäêîñòè. Åñòü íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ ñâÿçûâàþùèõ ñèëüíûå
è ñëàáûå ðåøåíèÿ, ïåðâûé èç íèõ-ýòî èçâåñòíûé êðèòåðèé ðåãóëÿðíîñòè
Ëàäûæåíñêîé-Ïðîäè-Ñåððèíà(ñì. [20]) :
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Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü T > 0-ëþáîå, à u0 ∈ J1
2 (Ω), f = 0. Ôóíêöèÿ u

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì Ëåðå-Õîïôà ñèñòåìû (1.1), ïðè÷åì äîïîëíèòåëüíî

èçâåñòíî, ÷òî u ∈ Ls(0, T ; Ll(Ω)),
3
l
+ 2

s
≤ 1, l, s ∈ [2,+∞]. Òîãäà u ∈

W 1
2 (0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; W 2

2 (Ω)) è ñóùåñòâóåò p ∈ L2(0, T ; W 1
2 (Ω)),∫

Ω

p(x, t) dx = 0 ïðè ï.â. t ∈ (0, T ), òàêèå ÷òî (u, p)-ñèëüíîå ðåøåíèå â

QT .

Ñëó÷àé s = 3, l = ∞ áûë äîêàçàí çíà÷èòåëüíî ïîçæå â ñòàòüå [22].
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü ñèëüíûõ ðåøåíèé:

Òåîðåìà 1.6. Åñëè äëÿ íà÷àëüíîãî äàííîãî u0 ∈
◦
J2(Ω) è ïðàâîé ÷àñòè

f ∈ L2(QT ) ñóùåñòâóåò äâà ðåøåíèÿ Ëåðå-Õîïôà u, v; òàêèå ÷òî u ∈
Ls(0, T ; Ll(Ω)),

3
l
+ 2

s
= 1, l, s ∈ [2,+∞), òî u = v

Ñèñòåìà Íàâüå-Ñòîêñà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùåãî ìàñ-
øòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îáîçíà÷èì Q(R) = B(R)×[−R2, 0], òîãäà åñëè
(u, p) ïàðà ðåøåíèé â öèëèíäðåQ(R) òî ôóíêöèè uR = Ru(Rx,R2t), pR =
R2p(Rx,R2t) áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ Íàâüå-Ñòîêñà â öèëèíäðå
Q(1). Âìåñòå ñ ýòîé çàìåíîé âîçíèêàåò ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëîâ, èíâà-
ðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ìàñøòàáèðîâàíèÿ. Äàëåå ìû ââåäåì îáî-
çíà÷åíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ èç íèõ:

A(u, r) = esssup
t∈(−r2,0)

( 1

r

∫
B(r)

|u(x, t)|2 dx
)1/2

,

C(u, r) =
( 1

r2

∫
Q(r)

|u(x, t)|3 dxdt
)1/3

,

E(u, r) =
( 1

r

∫
Q(r)

|∇u(x, t)|2 dxdt
)1/2

,

D(p, r) =
( 1

r2

∫
Q(r)

|p(x, t)− [p]B(r)(t)|3/2 dxdt
)2/3

.

(1.9)

Ãäå [p]B(r)(t) := 1
|B(r)|

∫
B(r)

p(x, t) dx. Ïóñòü F (u, r) ëþáîé èç ýòèõ ôóíêöè-

îíàëîâ, òîãäà âåðíî ñëåóþùåå: F (u, r) = F (ur, 1). Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôóíê-
öèîíàëîâ ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ñèíãóëÿðíîñòè ó ðåøåíèÿ. Ïåðâîíà-
÷àëüíî òî÷êà íàçûâàëàñü ñèíãóëÿðíîñòüþ òèïà îäèí åñëè u(x, t) → ∞

7



ïðè (x, t) → (x0, t0) è â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿëî
îöåíêå u(x, t) ≤ C√

t0−t+|x−x0|
(äàëåå äëÿ áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî (x0, t0) = (0, 0)).

Îñòàëüíûå ñèíãóëÿðíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíîñòÿìè âòîðîãî òèïà.
Äëÿ ñèíãóëÿðíîñòåé òèïà îäèí âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [23]).

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü (u, p)-ïîäõîäÿùåå ñëàáîå ðåøåíèå â QT è ïðåäïî-

ëîæèì ñïðàâåäëèâà ëþáàÿ èç ñëåäóþùèõ îöåíîê

u(x, t) ≤ C√
t
; u(x, t) ≤ C

|x|

Òîãäà

max{sup
r<1

A(u, r), sup
r<1

E(u, r), sup
r<1

C(u, r), sup
r<1

D(p, r)} < +∞ (1.10)

Áëàãîäàðÿ ýòîé òåîðåìå îïðåäåëåíèå ñèíãóëÿðíîñòè òèïà îäèí áûëî
çàìåíåíî áîëåå îáùèì îïðåäåëåíèåì (äàííàÿ èíòåðïðèòàöèÿ ñèíãóëÿð-
íîñòåé òèïà îäèí áûëà ââåäåíà Ã.À.Ñåðåãèíîì è Â.Øâåðàêîì)

Îïðåäåëåíèå 1.3. Òî÷êà (0, 0) íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíîñòüþ òèïà îäèí

åñëè u ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé â ëþáîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè è

âûïîëíÿåòñÿ 1.10.

Òàêæå âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [21]):

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü (u, p) ïîäõîäÿùåå ñëàáîå ðåøåíèå â QT òàêîå, ÷òî

min{sup
r<1

A(u, r), sup
r<1

E(u, r), sup
r<1

C(u, r)} < +∞

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ (1.10).

Èòîãî, äîñòàòî÷íî ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè âñåãî îäíîãî ôóíê-
öèîíàëà äëÿ òîãî ÷òîáû âñå îñòàëüíûå áûëè òîæå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷å-
íû.

Òàêæå ñ ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíûìè ôóíêöèîíàëàìè ñâÿçàíû êðèòå-
ðèè ðåãóëÿðíîñòè ñëàáûõ ðåøåíèé. Èçâåñòíî ìíîæåñòâî êðèòåðèåâ ε-
ðåãóëÿðíîñòè, íî âî âñåõ êðèòåðèÿõ äëÿ ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ íåîáõîäèìà
ìàëîñòü îäíîãî èç ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèîíàëîâ.
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Òåîðåìà 1.9. Ïóñòü M > 0 òîãäà ∃ ε(M) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîä-

õîäÿùåãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ (u, p) â QT :

sup
r<1

(A(u, r) + C(u, r) + E(u, r) +D(p, r)) < M,

lim inf
r→0

F (u, r) < ε(M),

ãäå F -ëþáîé èç ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèîíàëîâ èç (1.9). Òîãäà

∃µ > 0 òàêîå, ÷òî u ∈ C
µ,µ

2
loc (QT )

Âñå ïåðå÷èñëåííûé ðåçóëüòàòû áûëè äîêàçàíû âíóòðè îáëàñòè, â äàí-
íîé ðàáîòå áóäåò ðàçîáðàí ñëó÷àé ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà ó ãðàíèöû. Ââå-
äåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: C := { x ∈ R3 : x2

1 + x2
2 < 1, |x3| < 1 }, è

Q := C× (−1, 0). Íàïîìèíàåì ÷òî ñèñòåìà Íàâüå-Ñòîêñà â Q áóäåò èìåòü
ñëåäóþùèé âèä:{

∂tu−∆u+ (u · ∇)u+∇p = 0

div u = 0
â Q. (1.11)

Â ñëó÷àå ïîëóöèëèíäà ê ñèñòåìå (1.11) ìû äîáàâëÿåì óñëîâèå Äèðèõëå
íà îñíîâàíèè:

∂tu−∆u+ (u · ∇)u+∇p = 0

div u = 0

u|x3=0 = 0

â Q+. (1.12)

Çà C+ ìû îáîçíà÷àåì C ∩ {x3 > 0} , è Q+ := C+ × (−1, 0). Äëÿ çàäà÷è
(1.12) ìû òàêæå äàäèì îïðåäåëåíèå ïîäõîäÿùèõ ñëàáûõ ðåøåíèé, ïåð-
âîíà÷àëüíî îíî áûëî ââåäåíî â ñòàòüå [2]. Äëÿ ñëó÷àÿ âáèëçè ãðàíèöû
áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íîå äàííîìó â [18].

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïàðà ôóíêöèé (u, p) ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì ñëàáûì

ðåøåíèåì ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà â Q+ , åñëè:

• u ∈ L2,∞(Q+) ∩W 1,0
2 (Q+), p ∈ L 3

2
(Q+)

• u|x3=0 = 0 â ñìûñëå ñëåäîâ

• u è p óäâëåòâîðÿþò ñèñòåìå Íàâüå-Ñòîêñà â Q+ â ñìûñëå ðàñïðå-

äåëíèé
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• äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (−1, 0), ïàðà u, p óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó

ýíåðãåòè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó â Q+

∫
C+

ζ(x, t)|u(x, t)|2 dx + 2

t∫
−1

∫
C+

ζ|∇u|2 dxdt ≤

≤
t∫

−1

∫
C+

|u|2 (∂tζ +∆ζ) dxdt +

t∫
−1

∫
C+

u · ∇ζ
(
|u|2 + 2p

)
dxdt ,

(1.13)
ãäå ζ ∈ C∞(R3 ×R) ïîëîæèòåëüíà è ðàâíà 0 â îêðåñòíîñòè ïàðà-

áîëè÷åñêîé ãðàíèöû ∂′Q = (∂C+ × [−1, 0]) ∪ (C̄ × {t = −1}).

Òàêæå ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíûõ
ôóíêöèîíàëîâ, àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ âíóòðè îáëàñòè:

A(u, r) = esssup
t∈(−r2,0)

( 1

r

∫
C+(r)

|u(x, t)|2 dx
)1/2

,

C(u, r) =
( 1

r2

∫
Q+(r)

|u(x, t)|3 dxdt
)1/3

,

E(u, r) =
( 1

r

∫
Q+(r)

|∇u(x, t)|2 dxdt
)1/2

,

D(p, r) =
( 1

r2

∫
Q+(r)

|p(x, t)− [p]C+(r)(t)|3/2 dxdt
)2/3

.

(1.14)

Ãäå [p]C+(r)(t) := 1
|C+(r)|

∫
C+(r)

p(x, t) dx.

Ìíîãèå èç òåîðåì äëÿ âíóòðåííåãî ñëó÷àÿ îñòàþòñÿ âåðíûìè è äëÿ
ãðàíè÷íîãî. Èçâåñòíî ñóùåñòâîâàíèå ïîäõîäÿùèõ ñëàáûõ ðåøåíèé. È
òàêæå âåðåí êðèòåðèé Ëàäûæåíñêîé-Ïðîäè-Ñåððèíà (Òåîðåìà 1.5), ñëó-
÷àé L3,∞ ðàçîáðàí â ñòàòüå Ã.À.Ñåðåãèíà (ñì. [11]). Â ðàáîòàõ À.Ñ.Ìèõàéëîâà
([15], [16]) Òåîðåìà 1.8 òàêæå îáîùåíà íà ãðàíè÷íûé ñëó÷àé (ò.å. èçâåñòíî
÷òî åñëè îäèí èç ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèîíàëîâ îãðàíè÷åí, òî
è îñòàëüíûå îãðàíè÷åíû), è òàêæå äîêàçàíû êðèòåðèè ε ðåãóëÿðíîñòè
äëÿ çàäà÷è 1.12.
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Öåëü äàííîé ðàáîòû-ýòî èçó÷åíèå ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ ñëàáûõ ðåøå-
íèé ñèñòåìû (1.12), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé îöåíêå:

|u(x, t)| ≤ C√
x2
1 + x2

2

(1.15)

äëÿ ïî÷òè âñåõ (x, t) ∈ Q è ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû C.
Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ìîòèâèðîâàíà èçó÷åíèåì îñåñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé

ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà. Íàïîìèíàåì, ÷òî u è p-îñåñèìåòðè÷íûå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (1.11) èëè (1.12), åñëè â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

u(x, t) = ur(r, z, t)er + uφ(r, z, t)eφ + uz(r, z, t)ez, p(x, t) = p(r, z, t),

ãäå er, eφ, ez-öèëèíäðè÷åñêèé áàçèñ â R3, r =
√

x2
1 + x2

2, z = x3. Ðåøåíèå
íàçûâàåòñÿ îñåñèììåòðè÷íûì áåç óãëîâîé êîìïîíåíòû, åñëè uφ = 0

Äëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé óñëîâèå (1.15) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ìàñøòàáíî-
èíâàðèàíòíûõ óñëîâèé, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ñèíãóëÿðíîñòè òèïà îäèí,
ýòî òàêæå îïèñàíî â ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ: [25], [24].

Ðåãóëÿðíîñòü ðåøåíèÿ îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è áåç óãëîâîé êîìïî-
íåíòû â îáëàñòè áûëà äîêàçàíà åùå â 1968 Î.À.Ëàäûæåíñêîé (ñì. [7]), è
ïîçæå àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí äðóãèìè ìåòîäàìè (ñì. [9] è
[6]). Îäíàêî ýòîò âîïðîñ äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì âáëèçè ãðàíèöû.
È òåîðåòè÷åñêè ó îñåñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ áåç óãëîâîé êîìïîíåíòû
âîçìîæíà ñèíãóëÿðíîñòü â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ îñè ñèììåòðèè ñ ãðàíè-
öåé îáëàñòè.(Ñì. [5]).

Îáùèé îñåñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé åùå ìåíåå èññëåäîâàí. Â ðàáîòàõ
[6] è [25] áûëà äîêàçàíà ðåãóëÿðíîñòü îñåñèììåòðè÷íûõ ñëàáûõ ðåøåíèé
(1.11) â îáëàñòè, íî òîëüêî ïðè óñëîâèè (1.15). Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò
âáëèçè ãðàíèöû îñòàåòñÿ äî ñèõ ïîð îòêðûòûì.

Â ýòîé ðàáîòå óñëîâèå (1.15) áóäåò çàìåíåíî áîëåå îáùèì:

sup
r<1

Aw(u, r) ≤ C0, (1.16)

Ãäå

Aw(u, r) :=
1√
r

sup
t∈(−r2,0)

∥u(·, t)∥L2,w(C+(r)).

Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïîëóöèëèíäðà

C+(r) := { x ∈ R3 :
√
x2
1 + x2

2 < r, 0 < x3 < r }
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À äëÿ Ω ⊂ R3 çà L2,w(Ω) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ñëàáûõ L2 ôóíêöèé
ñî ñëåäóþùåé êâàçèíîðìîé:

∥f∥L2,w(Ω) := sup
α>0

α |{x ∈ Ω : |f(x)| > α}|1/2

Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ u óäâëåòâîðÿþùàÿ (1.15) òàê-
æå óäîâëåòâîðÿåò (1.16) . Öåëü äàííîé ðàáîòû äîêàçàòü ÷òî óñëîâèå
(1.16) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî ÷òîáû âñå îñòàëüíûå ìàñøòàáíî-
èíâàðèàíòíûå ôóíêöèîíàëû áûëè îãðàíè÷åíû.

Òàêæå èíòåðåñíî êàê ýòî óñëîâèå ñîîòíîñèòñÿ ñ äðóãèìè, óæå èçâåñò-
íûìè óñëîâèÿìè ñèíãóëÿðíîñòè òèïà îäèí. Óñëîâèå (1.16) ìîæíî èíòåð-
ïðèòèðîâàòü êàê:

sup
t∈(−1,0)

∥u(·, t)∥X < +∞ (1.17)

Ãäå X ïðîñòðàíñòâî Ìîððè ñî ñëåäóþùåé íîðìîé:

∥w∥X = sup
r<1

1√
r
∥w∥L2,w(C+(r)) (1.18)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó âëîæåíèé ïðîñòðàíñòâ:

L3(C) ⊂ L3,w(C) ⊂ BMO−1(C) ⊂ Ḃ−1
∞,∞(C). (1.19)

Òîãäà èçâåñòíî ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäõîäÿùåãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ u è p ñè-
ñòåìû (1.11) èç óñëîâèÿ (1.17) ñëåäóåò (1.10), ãäå X-îäíî èç ïðîñòðàíñòâ
â öåïî÷êå (1.19). Áîëåå òîãî â ñëó÷àå X = L3 óñëîâèå (1.17) ãàðàíòèðó-
åò íåïðåðûâíîñòü ïî Ã¼ëüäåðó ðåøåíèÿ u è âíóòðè îáëàñòè è âïëîòü äî
ãðàíèöû(Ñì. [3] è [11]). Â ñëó÷àå X = L3,w ãëàäêîñòü u åùå íå äîêàçíà,
íî óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî (1.10). Ýòî ñëåäóåò èç îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà
ðàáîòû (Òåîðåìà 2.1) è èíòåðïîëÿöèè. Åñëè æå X = BMO−1 ðåçóëüòàò
(2.2) áûë äîêàçàí â ðàáîòå [8] è [12]. È ñîâñåì íåäàâíî áûë òàêæå ðàñ-
ñìîòðåí ñëó÷àé X = Ḃ−1

∞,∞ , ãäå óñòàíîâèëè (1.10) (ñì. [17]). Íî âñå ýòè
ðåçóëüòàòû ñäåëàíû òîëüêî âíóòðè îáëàñòè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí ñëó÷àé ó ãðàíèöû è äëÿ ïðîñòàðíñòâà
Ìîððè ñ íîðìîé (1.18), äàííîå ïðîñòðàíñòâî øèðå ÷åì L3,w(C) íî åùå íå
èññëåäîâàíî êàê îíî ñîîòíîñèòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì Áåñîâà Ḃ−1

∞,∞(C).

Â ðàáîòå áóäóò èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

• R3
+ := { x ∈ R3 : x3 > 0 }
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• C(r) := { x ∈ R3 :
√
x2
1 + x2

2 < r, |x3| < r }, C := C(1)

• C+(r) := C+(r) ∩ R3
+, C+ := C ∩ R3

+

• Ls(Ω), W
k
s (Ω),

◦
W k

s(Ω) -ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà è Ñîáîëåâà

• for s ∈ [1,+∞] Ls,w(Ω) -ñëàáîå ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà ñî ñëåäóþùåé
êâàçèíîðìîé:

∥f∥Ls,w(Ω) := sup
α>0

α |{x ∈ Ω : |f(x)| > α}|1/s

Â ñëó÷àå s = +∞ ñëàáîå ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà ñîâïàäàåò ñ îáû÷-
íûì: L∞,w(Ω) := L∞(Ω)

• Ïóñòü s ∈ [1,∞) è r ∈ (0,+∞) çà Ls,r(Ω) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî
Ëîðåíöà ñî ñëåäóþùåé êâàçèíîðìîé:

∥f∥Ls,r(Ω) :=

 +∞∫
0

(
λ

1
s f ∗(λ)

)r

dλ

1/r

(1.20)

ãäå f ∗(λ) := inf{ α ≥ 0 : df (α) < λ } ýòî óáûâàþùàÿ ïåðåñòàíîâêà
ôóíêöèè f è df (α) := meas{x ∈ Ω : |f(x)| ≥ α } .

• Q(r) := C(r)× (−r2, 0), Q := Q(1)

• Çà [p]C è (p)Q îáîçíà÷àåòñÿ èíòåãðàë îò ôóíêöèè p(x, t) äåëåííûé
íà ìåðó ìíîæåñòâà:

[p]C(t) :=
1

|C|

∫
C

p(x, t) dx, (p)Q :=
1

|Q|

∫
Q

p(x, t) dxdt

• Q+(r) := C+(r)× (−r2, 0), Q+ := Q+(1)

• Lp,w;∞(Q+(R)) = L∞(−R2, 0;Lp,w(C
+(R)))
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Íàâëüå-Ñòîêñà â Q+ (1.12):
∂tu−∆u+ (u · ∇)u+∇p = 0

div u = 0

u|x3=0 = 0

â Q+. (2.1)

Äàëåå ñôîðìóëèðîâàí ãëàâíûé ðåçóëüòàò ðàáîòû:

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü u è p ïîäõîäÿùåå ñëàáîå ðåøåíèå (1.12). È ïóñòü

ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C0 > 0 äëÿ êîòîðîé óñëîâèå (1.16) âûïîëíåíî:

sup
r<1

Aw(u, r) ≤ C0,

Ãäå

Aw(u, r) :=
1√
r

sup
t∈(−r2,0)

∥u(·, t)∥L2,w(C+(r)).

Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå:

sup
r<1

(
A(u, r) + C(u, r) + E(u, r) +D(p, r)

)
< +∞. (2.2)

Òåîðåìà 2.1 ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî îñëàáèòü óñëîâèå ñèíãóëÿðíîñòè
òèïà îäèí, óòâåðæäàÿ, ÷òî åñëè ó ðåøåíèÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí ôóíê-
öèîíàë Aw(u, r) ïî r, òî âñå îñòàëüíûå ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíûå ôóíêöè-
îíàëû îãðàíè÷åíû. Ýòîò ðåçóëüòàòà áûë äîêàçàí âî âíóòðåííåì ñëó÷àå
(ñì. [25, Ëåììà 3.6]). Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ó ãðàíè-
öû.

Òàêæå èç Òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò êðèòåðèé ε-ðåãóëÿðíîñòè. Ïîõîæèå
óñëîâèÿ äëÿ ðåãóëÿðíîñòè ìîæíî íàéòè â [13, Óòâåðæäåíèå 5.1]:

Òåîðåìà 2.2. Ñóùåñòâóåò ε > 0, òàêîå ÷òî åñëè ïîäõîäÿùåå ñëàáîå

ðåøåíèå u, p ñèñòåìû (1.12), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.16), ãäå C0 < ε
òî u íåïðåðûâíî ïî Ãåëüäåðó âïëîòü äî ãðàíèöû.

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2.1:
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• Íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Ëîðåöà (ñì.
Ðàçäåë 3).

• Îöåíêà ôóíêöèîíàëà C(u, r) (ñì. Ðàçäåë 4 Òåîðåìà 4.1).

• Îöåíêà ôóíêöèîíàëà D(p, r) (ñì. Ðàçäåë 4 Òåîðåìà 4.2). Äàííàÿ
îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íîâîé è öåíòðàëüíîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû
2.1.
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3 Íåðàâåíñòâà äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ

Ëîðåíöà

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà-ýòî ñòàíäàðòíàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ òåîðåìà äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâ Ëîðåíöà, ñì. [1, Òåîðåìà 5.3.1]:

Ëåììà 3.1. Ïóñòü äàíû 1 ≤ p1 < p < p2 ≤ ∞ è θ ∈ (0, 1), óäîâëåòâîðÿ-
þùèå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

1

p
=

θ

p1
+

1− θ

p2
.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî 0 < r ≤ ∞ ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c = c(p1, p2, p, r) >
0 òàêàÿ, ÷òî â ëþáîé îáëàñòè Ω ⊂ R3 åñëè ôóíêöèÿ u ∈ Lp1,w(Ω) ∩
Lp2,w(Ω), òî u ∈ Lp,r(Ω) è âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

∥u∥Lp,r(Ω) ≤ c ∥u∥θLp1,w(Ω)∥u∥1−θ
Lp2,w(Ω) (3.1)

Äàëåå ñ ïîìîùüþ Ëåììû 4.2 è òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà ìîæíî
ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå:

Ëåììà 3.2. Ïóñòü 1 ≤ q ≤ p ≤ 6 è θ ∈ [0, 1] òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî

óñëîâèå:
1

p
=

θ

q
+

(1− θ)

6
.

Òîãäà ëþáàÿ f ∈ Lq,w(C+(r))∩W 1
2 (C+(r)) áóäåò ïðèíàäëåæàòü Lp(C+(r))

è ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c = c(p, q) > 0 íå çàâèñÿùàÿ îò r òàêàÿ, ÷òî
åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî ÷òî f |x3=0 = 0 òî:

∥f∥Lp(C+(r)) ≤ c ∥f∥θLq,w(C+(r))∥∇f∥1−θ
L2(C+(r)). (3.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì Ëåììó 4.2 äëÿ ôóíêöèè f è ïîêàçàòåëåé
p1 = q, p2 = 6, r = p :

∥f∥Lp,p(C+(r)) ≤ c ∥f∥θLq,w(C+(r))∥f∥1−θ
L6,w(C+(r)) ≤ c ∥f∥θLq,w(C+(r))∥f∥1−θ

L6(C+(r))

(3.3)
Äàëåå ïî òåîðåìå âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà ∥f∥L6(C+(r)) ≤ C∥f∥W 1

2 (C+(r)). Èç
äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ f |x3=0 = 0 íîðìà ∥f∥W 1

2 (C+(r)) ýêâèâàëåíòíà
∥∇f∥L2(C+(r)), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ îáîùåíèåì íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà
íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà (è íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Î'Íåéëà [4,
Óïðàæíåíèå 1.4.19]):

Ëåììà 3.3. Ïóñòü q1, q2, q ∈ (1,+∞] è s1, s2, s ∈ (0,+∞] âûáðàíû òàê,

÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

1

q1
+

1

q2
=

1

q
è

1

s1
+

1

s2
=

1

s

Òîãäà

∥fg∥Lq,s(C+(r)) ≤ c(q1, q2, s1, s2) ∥f∥Lq1,s1 (C+(r))∥g∥Lq2,s2 (C+(r))

Â ðàáîòå ïîòðåáóåòñÿ íåðàâåíñòâî Î'Íåéëà ïðèìåíåííîå äëÿ òðåõ
ôóíêöèé

Ëåììà 3.4. Ïóñòü q1, q2, q3, q ∈ (1,+∞] è s1, s2, s3, s ∈ (0,+∞] òàêèå,
÷òî:

1

q1
+

1

q2
+

1

q3
=

1

q
è

1

s1
+

1

s2
+

1

s3
=

1

s

Òîãäà

∥fgh∥Lq,s(C+(r)) ≤ c(qi, si) ∥f∥Lq1,s1 (C+(r))∥g∥Lq2,s2 (C+(r))∥h∥Lq3,s3 (C+(r)) (3.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ñíà÷àëà íåðàâåíñòâî Î'Íåéëà äëÿ ôóíêöèé
f, gh è ïîêàçàòåëåé q1,

q2q3
q2+q3

, s1,
s2s3
s2+s3

∥fgh∥Lq,s(C+(r)) ≤ c(qi, si) ∥f∥Lq1,s1 (C+(r))∥gh∥
L

q2q3
q2+q3

,
s2s3
s2+s3 (C+(r))

(3.5)

Äàëåå åùå ðàç ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Î'Íåéëà äëÿ ïîñëåäíåãî ìíîæèòå-
ëÿ

∥gh∥
L

q2q3
q2+q3

,
s2s3
s2+s3 (C+(r))

≤ C(qi, si)∥g∥Lq2,s2 (C+(r))∥h∥Lq3,s3 (C+(r)) (3.6)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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4 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Ñíà÷àëà èç èíòåðïîëÿöèîííîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì îöåíêó ôóíêöèî-
íàëà C(u, r). Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì Aw(r) := Aw(u, r), C(r) :=
C(u, r) è àíàëîãè÷íî äëÿ âñåõ ôóíêöèîíàëîâ â (1.14).

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü u è p ïîäõîäÿùåå ñëàáîå ðåøåíèå â Q+. Òîãäà äëÿ

íåãî âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

C(r) ≤ c A
1
2
w(r) E

1
2 (r) (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ (3.2) äëÿ ïîêàçàòåëåé p = 3, q = 2, è θ = 1
2
,

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà íà ôóíêöèîíàë äàâëåíèÿ, îíà ÿâëÿåòñÿ
îñíîâîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2.1. Ýòà òåîðåìà îòëè÷íà îò åå àíà-
ëîãà âî âíóòðåííåì ñëó÷àå è òðåáóåò áîëåå òî÷íûõ âû÷èñëåíèé. Äëÿ åå
äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà, ðàçðàáîòàíàÿ â ñòàòüå [10], êîòî-
ðàÿ ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ðåøåíèå âïëîòü äî ãðàíèöû.

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, 1) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîí-

ñòàíòû c1, c2, òàêèå ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäõîäÿùåãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ (u, p)
ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà â Q+ âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

D(θr) ≤ c1θ
4
3

(
C(r) +D(r)

)
+ c2θ

− 4
3E1+δ(r)A1−δ

w (r), (4.2)

äëÿ ëþáûõ r ∈ (0, 1) è θ ∈ (0, 1
2
).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì îöåíêó (4.2) ïðè r = 1. Ïðåäñòàâèì
äàâëåíèå è ñêîðîñòü p = p1 + p2; u = u1 + u2 , ãäå u1 è p1 ðåøåíèÿ
ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è:

∂tu1 −∆u1 +∇p1 = (u · ∇)u

div u1 = 0

u1|∂Q+ = 0

â Q+. (4.3)

Òîãäà ôóíêöèè u2 = u− u1 è p2 = p− p1 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå:
∂tu2 −∆u2 +∇p2 = 0

div u2 = 0

u2|x3=0 = 0

â Q+.
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Áîëåå òîãî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè t ∈ (−1, 0)
[p]C+ = [p1]C+ = [p2]C+ = 0. Ïðàâàÿ ÷àñòü (u ·∇)u ñèñòåìû (4.3) ïðèíàäëå-
æèò L 9

8
, 3
2
(Q). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ êîýðöåòèâíóþ îöåíêó ðåøåíèÿ

ñèñòåìû Ñòîêñà â àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñîáîëåâà (ñì. [27]) ïîëó-
÷àåì ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 1

8
] :

∥u1∥W 2,1

1+ε, 32

(Q+) + ∥∇p1∥L
1+ε, 32

(Q+) ≤ c ∥(u · ∇)u∥L
1+ε, 32

(Q+).

Äàëåå îöåíèâàåì ïðàâóþ ÷àñòü,ðàçáèâàÿ åå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|(u · ∇)u| ≤ |u|
1
3 |u|

2
3 |∇u|.

Ïðèìåíÿÿ (3.4) ñ ïîêàçàòåëÿìè q1 = 2, q2 = 3, q3 = 6(1+ε)
1−5ε

è r1 = 2, r2 =

∞, r3 =
2(1+ε)
1−ε

òàêèìè,÷òî :

1

1 + ε
=

1

2
+

1

3
+

1− 5ε

6(1 + ε)
,

1

1 + ε
=

1

2
+

1

∞
+

1− ε

2(1 + ε)
.

Ìû ïîëó÷àåì,÷òî äëÿ ï.â. t ∈ (−1, 0) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

∥(u · ∇)u∥L1+ε(C+) ≤ c ∥∇u∥L2(C+)∥|u|
2
3∥L3,w(C+)∥|u|

1
3∥

L
6(1+ε)
1−5ε ,

2(1+ε)
1−ε (C+)

Ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî óïðîñòèòü ïî ñâîéñòâó íîðìû ïðîñòðàíñòâà Ëîðåí-
öà :

∥∥|u|θ∥∥
Lq,s(C+)

= ∥u∥θ
Lθq,θs(C+)

, ãäå q, θ ∈ (0,+∞) è s ∈ (0,+∞], è â
èòîãå ïîëó÷èòü:

∥(u · ∇)u∥L1+ε(C+) ≤ c ∥∇u∥L2(C+)∥u∥
2
3

L2,w(C+)∥u∥
1
3

L
2(1+ε)
1−5ε ,

2(1+ε)
3(1−ε) (C+)

.

Äàëåå ìû ïðîèíòåãðèðóåì ïî âðåìåíè è ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà
ñ ïîêàçàòåëÿìè l1 = 2, l2 = ∞, l3 = 6,

2

3
=

1

2
+

1

∞
+

1

6
,

Â èòîãå ìû îöåíèëè êîíâåêòèâíûé ÷ëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥(u · ∇)u∥L
1+ε, 32

(Q+) ≤

≤ c ∥∇u∥L2(Q+) ∥u∥
2
3

L2,w;∞(Q+)

∥∥u∥∥ 1
3

L2

(
−r2,0; L

2(1+ε)
1−5ε ,

2(1+ε)
3(1−ε) (C+)

)
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Ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííîãî íåðàâåíñòâà (3.1) ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî
îöåíèòü:

∥u∥
L

2(1+ε)
1−5ε ,

2(1+ε)
3(1−ε) (C+)

≤ c ∥u∥1−δ′

L2,w(C+(r))∥u∥
δ′

L6(C+).

Ãäå 1−5ε
2(1+ε)

= 1−δ′

2
+ δ′

6
è δ′ = 3ε

1−5ε
. È ïðèìåíèâ òåîðåìó âëîæåíèÿ

Ñîáîëåâà ïîëó÷àåì:

∥u∥
L

2(1+ε)
1−5ε ,

2(1+ε)
3(1−ε) (C+)

≤ c ∥u∥1−δ′

L2,w(C+)∥∇u∥δ′L2(C+),

À ñëåäîâàòåëüíî:

∥u·∇u∥L
1+ε, 32

(Q+) ≤ c ∥∇u∥1+
δ′
3

L2(Q+)∥u∥
2
3
+ 1−δ′

3

L2,w;∞(Q+) = c ∥∇u∥1+δ
L2(Q+)∥u∥

1−δ
L2,w;∞(Q+),

ãäå δ := δ′

3
= ε

1−5ε
. È â èòîãå ïîëó÷àåì ôèíàëüíóþ îöåíêó äëÿ u1, p1 :

∥u1∥W 2,1

1+ε, 32

(Q+) + ∥∇p1∥L
1+ε, 32

(Q+) ≤ c ∥∇u∥1+δ
L2(Q+)∥u∥

1−δ
L2,w;∞(Q+).

Äàëåå íóæíî îöåíèòü íîðìó∇p2. Èç ëîêàëüíîé òåîðèè ðåãóëÿðíîñòè äëÿ
ëèíåéíîé ñèñòåìû Ñòîêñà âáëèçè ãðàíèöû, (ñì. [18, Òåîðåìà 2.3]), ñëå-
äóåò ÷òî äëÿ ëþáîãî m ∈ (1,+∞) äàâëåíèå ëåæèò â ñëåäóþùåì êëàññå:
p2 ∈ W 1,0

m, 3
2

(Q+(1
2
)) è âåðíà îöåíêà:

∥∇p2∥L
m, 32

(Q+( 1
2
)) ≤ c

(
∥u2∥L

1+ε, 32
(Q+) + ∥p2∥L

1+ε, 32
(Q+)

)
≤

≤ c
(
∥u1∥L

1+ε, 32
(Q+) + ∥u∥L

1+ε, 32
(Q+) + ∥p∥L

1+ε, 32
(Q+) + ∥p1∥L

1+ε, 32
(Q+)

)
≤

≤ c
(
∥u∥L

1+ε, 32
(Q+) + ∥p∥L

1+ε, 32
(Q+) + ∥∇u∥1+δ

L2(Q+)∥u∥
1−δ
L2,w;∞(Q+)

)
.

(4.4)
Âûáåðåì ëþáîå θ < 1

2
è ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðý

∥p2 − [p2]C+(θ)∥L 3
2
(Q+(θ)) ≤ c θβ∥∇p2∥L

m, 32
(Q+( 1

2
)),

ãäå β > 0 çàâèñèò îò m ∈ (1,+∞). Ïðè m = 9 ïîëó÷àåì ÷òî β = 8
3
.

Òåïåðü ìîæíî îöåíèòü p = p1 + p2:

∥p− [p]C+(θ)∥L 3
2
(Q+(θ)) ≤ 2∥p1∥L 3

2
(Q+(θ)) + ∥p2 − [p2]C+(θ)∥L 3

2
(Q+(θ)) ≤

≤ c
(
∥∇u∥1+δ

L2(Q+)∥u∥
1−δ
L2,w;∞(Q+) + θ

8
3∥∇p2∥L

9, 32
(Q+( 1

2
))

)
.
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Ñ ó÷åòîì (4.4), ãäå m = 9 ïîëó÷àåì ñëåäóùåå:

∥p− [p]C+(θ)∥L 3
2
(Q+(θ)) ≤ c ∥∇u∥1+δ

L2(Q+)∥u∥
1−δ
L2,w;∞(Q+)+

+c θ
8
3

(
∥u∥L

1+ε, 32
(Q+) + ∥p∥L 3

2
(Q+)

)
.

(4.5)

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè íà ìåðó îáëàñòè â ñîîòâåòñâóþùåé ñòåïåíè ìû ìîæåì
ïåðåïèñàòü (4.5) â òåðìèíàõ ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèîíàëîâ:

D(θ) ≤ c1 θ
4
3 (C(1) +D(1)) + c2θ

− 4
3E1+δ(1)A1−δ

w (1).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàäî ñäåëàòü ìàñøòàáèðîâàíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå

u(x, t) = rv(rx, r2t); p(x, t) = r2q(rx, r2t);

È ïîëó÷àåì (4.2) äëÿ ëþáûõ r ∈ (0, 1) è θ ∈ (0, 1
2
).

Òåïåðü èç ýòîé îöåíêè ìîæíî âûâåñòè Òåîðåìó 2.1:

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîãî ÷òî (u, p)-ïîäõîäÿùåå ñëàáîå ðåøåíèå è âû-
ïîëíåíî (1.16),(1.13) ñëåäóåò ÷òî:

sup
r<1

Aw(r) ≤ C0, A
(3
4

)
+ E

(3
4

)
≤ C1 < ∞

Ïðèìåíÿÿ (4.1) ïîëó÷àåì:

C(r) ≤ c(C0) E
1
2 (r). (4.6)

Îáîçíà÷èì E(r) = E(r)+A(r)+D(r). Äàëåå èñïîëüçóåì ëîêàëüíî-ýíåðãåòè÷åñêîå
íåðàâåíñòâî (1.13) è ïîëó÷àåì ÷òî äëÿ ëþáîãî θ ∈ (0, 1

16
) :

E(θr) ≤ C(2θr) + C
3
2 (2θr) + C

1
2 (2θr)D

1
2 (2θr) +D(θr).

Ïðàâàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ ïî íåðàâåíñòâó Þíãà:

E(θr) ≤ c (C(2θr) + C
3
2 (2θr) +D(2θr)). (4.7)

Âûáèðàÿ â (4.2) δ = 1
7
è ïðèìåíèâ (4.6) ìû ïîëó÷àåì:

D(θr) +D(2θr) ≤ c θ
4
3

[
C
(r
4

)
+D

(r
4

)]
+ c(C0)θ

− 4
3E

8
7

(r
4

)
. (4.8)
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Ñîáèðàÿ âìåñòå (4.6), (4.7) è (4.8) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

E(θr) ≤ c(C0)
[
E

1
2 (2θr) + E

3
4 (2θr) + θ−

4
3E

8
7

(r
4

)]
+ cθ

4
3

(
C
(r
4

)
+D

(r
4

))
≤

≤ c(C0)
[
θ−

1
4E

1
2 (r) + θ−

3
8E

3
4 (r) + θ−

4
3E

8
7

(r
4

)]
+ cθ

4
3E

(r
4

)
(4.9)

Â ïðàâîé ÷àñòè (4.9) ôóíêöèîíàë E â ñòåïåíè 8
7
> 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû

åãî îöåíèòü, âîñïîëüçóåìñÿ åùå ðàç (4.6) è (4.7) :

E
8
7 (
r

4
) ≤

(
C
(r
2

)
+ C

3
2

(r
2

)
+D

(r
2

)) 8
7 ≤

≤ c(C0)
(
E

1
2 (r) + E

3
4 (r)

) 8
7 ≤ c(C0)

(
E

4
7 (r) + E

6
7 (r)

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó â (4.9), ìû ïîëó÷àåì:

E(θr) ≤ c(C0)
[
θ−

1
4E

1
2 (r) + θ−

3
8E

3
4 (r) + θ−

4
3

(
E

4
7 (r) + E

6
7 (r)

) ]
+ cθ

4
3E(r)

Âûáåðåì ε > 0 è âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîìÞíãà: θβEα(r) ≤ εE(r)+
c(ε, θ, α, β) äëÿ ëþáûõ α < 1, β ∈ R, ìû âûâîäèì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

E(θr) ≤ E(r)(ε+ cθ
4
3 ) + F (ε, C0, θ),

ãäå F (ε, C, θ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, íåóáûâàþùåé ïî C è
óäâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó:

äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàíîãî ε, θ ∈ (0, 1) F (ε, C, θ) → 0 ïðè C → +0.

Òåïåðü ìû ôèêñèðóåì θ ∈ (0, 1
16
) è âûáåðåì ε ∈ (0, 1) òàê, ÷òîáû ε+cθ

4
3 ≤

1
2
. Èç ýòîãî ñëåäóåò îöåíêà:

E(θr) ≤ 1

2
E(r) + F (C0), ∀ r ∈ (0, 1). (4.10)

Äàëåå íóæíî ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíóþ èòåðàöèîííóþ òåõíèêó. Ïóñòü r ≤
1
16
òîãäà ñóùåñòâóåò íîìåð n òàêîé ÷òî 1

2n
≥ r > 1

2n+1 , èç (4.10) âûòåêàåò:

E(r) ≤ cE( 1
2n

) ≤ c
(1
2
E( 1

2n−1
) + F (C0)

)
≤

≤ ... ≤ c

2n
E(1) + F (c0)(1 +

1

2
+ ...

1

2n−1
) ≤ C(r + F (C0)).

(4.11)
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Äëÿ r > 1
16
ìîæíî ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà:

E(r) ≤ CE(1) (4.12)

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî

sup
r<1

E(r) ≤ C(C0, E(1)) < +∞. (4.13)

Òåîðåìà 2.1 äîêàçàíà.

Òåïåðü, èç îñíîâíîãî ðåçóëüàòàòà ìîæíî ïîëó÷èòü Òåîðåìó 2.2 êàê
ñëåäñòâèå:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C0 ≤ ε. Òàê êàê ôóíêöèÿ F (C) â (4.11) íåïðå-
ðûâíà, ìîíîòîííà è ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè C → +0 âûáîð òàêîãî ε > 0
âîçìîæåí. Äàëåå âûáåðåì äîñòàòî÷íî ìàëûé ðàäèóñ r0 è èç (4.11) ñëåäó-
åò:

sup
r<r0

E(r) ≤ ε∗

ãäå ε∗ > 0-àáîñëþòíàÿ êîíñòàíòà èç ãðàíè÷íîãî àíàëîãà òåîðåìû Êàôàðåëëè-
Êîíà-Íèðåíáåðãà, ñì. [10]. Ïîýòîìó Òåîðåìà 2.2 ñëåäóåò èç óæå èçâåòñ-
íûõ ðåçóëüòàòîâ: [10], ñì òàêæå [14] è [18].
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