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В работе предлагаются математические модели злокачественных новообразований яич-
ников, которые основываются на математической модели интерференционной конку-
ренции. В конкуренции за функциональное пространство участвуют два типа клеток:
нормальные и опухолевые. Математическая трактовка моделей — задача Коши для
системы обыкновенных дифференциальных уравнений. На основе модели определяет-
ся динамика роста опухоли. Предлагаются модель распределения условных больных по
четырем стадиям заболевания, модель оценки времен дожития по группам условных
больных и модель химиотерапии.
Ключевые слова: дифференциальные уравнения, математическое моделирование, ново-
образования, рак яичников, заболеваемость, лечение, статистика.

1. Введение. Яичник — парный орган, который выполняет внешнесекреторную
(образование яйцеклеток) и внутрисекреторную (выработка женских половых гормо-
нов) функции. Он имеет овальную форму, покрыт эпителием. Одна из основных ги-
потез патогенеза рака яичника предполагает, что рак развивается из поверхностного
эпителия, который состоит из единственного слоя модифицированных мезотелиаль-
ных клеток, покрывающих поверхность яичника. Малигнизации подвержен не сам
яичник, не его строма, а лишь покрывающий его мезотелий. В большинстве наблю-
дений установить начало инвазивного роста не представляется возможным [1].

Рак яичников занимает третье место среди злокачественных новообразований ре-
продуктивной системы и имеет самый низкий уровень выживаемости среди всех гине-
кологических заболеваний. Соотношение числа заболевших к числу умерших в 2018 г.
составило 1.6 как для России, так и для большинства стран Европы. Рак яичников
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является наиболее трудной для диагностики опухолью. Около 70% женщин первич-
но обращаются к специалистам на III и IV стадиях заболевания, когда появляются
клинические проявления. Запущенность заболевания связана с тем, что на ранних
стадиях оно протекает бессимптомно. Ультразвуковая диагностика используется при
подозрении на злокачественное новообразование. Диагностику рака яичников прово-
дят с помощью компьютерной томографии (КТ) органов грудной и брюшной полос-
ти и магнитно-резонансной томографии (МРТ) органов малого таза с внутривенным
контрастированием с целью оценки возможности выполнения оптимальной циторе-
дуктивной операции. Определяется уровень онкомаркеров (СА-125). Для исключе-
ния метастатического характера поражения яичников и наличия первичного очага
выполняются маммография, ЭГДС, колоноскопия.

В математическом моделировании опухолей основное внимание уделяется оценке
скорости роста опухоли [2–4]. Теоретические проработки статистики заболеваемости
и методов лечения с применением математических методов анализа и моделирова-
ния, а также модели прогноза о времени развития рецидива заболевания и общей
выживаемости отсутствуют в открытых источниках. В настоящее время в клиниче-
ской практике широко используются лишь статистические методы обработки данных
конкретных практик [5, 6]. В оценке различных программ лечения, методов лечения
и спектра применяемых препаратов у специалистов нет единого подхода и единого
мнения [7–9].

Рост всех злокачественных опухолей характеризуется большим количеством ми-
тозов, хромосомных нарушений, сопровождается чередованием зон доброкачествен-
ных и злокачественных образований и некрозов, возникновением камер и узлов, ин-
вазией в окружающие ткани. Этот тип опухоли очень агрессивен, присущ стадиям
заболевания III и IV. После первичного лечения рак яичников чаще всего рецидиви-
рует в течение 3 лет [10–13]. Для роста опухоли необходимо питание, которое потреб-
ляют и нормальные клетки эпителия. Увеличение потребления питания в зоне роста
опухоли обеспечивается неоангиогенезом, что является обязательным условием для
опухолевого роста и метастазирования. Для увеличения размеров опухоли ее клетки
начинают активно вырабатывать различные вещества, которые запускают процес-
сы роста числа кровеносных сосудов и способствуют насыщению опухоли питанием,
т. е. клетки злокачественной опухоли начинают потреблять большее количество пи-
тания, уменьшая тем самым потребление питания нормальными клетками эпите-
лия [8, 14].

2. Лечение. Лечение всех стадий рака яичников целесообразно начинать с вы-
полнения оптимальной циторедуктивной операции, которая включает в себя экстир-
пацию матки с придатками, удаление большого сальника и видимых проявлений
опухолевого процесса. При невозможности первичной оптимальной циторедуктив-
ной операции выполняется диагностическая лапароскопия с целью оценки индекса
перитонеального канцероматоза (Peritoneal Cancer Index — PCI), мультифокальной
биопсии опухоли для верификации заболевания. Затем проводятся несколько кур-
сов полихимиотерапии препаратами паклитаксел и карбоплатин, далее выполняет-
ся интервальная оптимальная циторедуктивная операция. Химиотерапия в качестве
адъювантной терапии применяется в зависимости от стадии заболевания и гистоло-
гического типа опухоли. Лучевая терапия практически не используется ввиду нечув-
ствительности опухоли к данному методу лечения. Основным методом лечения реци-
дивов является химиотерапевтическое лечение. Несмотря на успехи в лечении рака
яичников, вопросы оптимального лечения остаются не решенными [15–18].
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3. Математическая модель злокачественной опухоли. Возникшие на по-
верхности эпителия клетки опухоли (делящиеся клетки) получают питание из крове-
носных сосудов так же, как нормальные клетки эпителия. На самых ранних стадиях
опухолевой прогрессии клетки опухоли постепенно запускают процессы, способствую-
щие большему потреблению питания, чем нормальные клетки. Тем самым заполне-
ние функционального пространства опухолевыми клетками происходит быстрее, чем
нормальными. Поэтому процесс совместного роста двух типов клеток можно рас-
сматривать как интерференционную конкуренцию в функциональном пространстве.
С учетом этих предположений модель роста нормальных и делящихся клеток можно
представить как систему трех дифференциальных уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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= μuu
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dz

dt
= −μzuz,

(1)

в которой u — количество делящихся клеток, а v — нормальных, μu и μv — удельные
скорости размножения делящихся и нормальных клеток соответственно, K — объем
«функционального пространства» (максимальное количество клеток, которое может
разместиться на поверхности яичника). Функция z(t) в (1) характеризует факторы
роста опухолевых клеток, влияющих на их скорость «ухода» от конкуренции за счет
«оттеснения» нормальных клеток от источников питания. Параметр μz характери-
зует влияние делящихся клеток на факторы роста. При z = 1 модель (1) представляет
собой модель конкуренции, а при z = 0 на делящиеся клетки нормальные клетки не
влияют, а делящиеся клетки часть функционального пространства у нормальных
клеток «забирают».

Поскольку в момент возникновения делящихся клеток возникает и конкуренция,
то в качестве начальных принимаются следующие условия:

u = ε, v = K − ε, z = 1,

где ε = K.
Такие условия подразумевают, что в начальный момент времени в функциональ-

ном пространстве нормальных клеток появляется небольшое количество делящихся
клеток и сразу начинается стимулирование питания делящимися клетками.

Система уравнений (1) имеет единственную нетривиальную стационарную точку

u = K, v = 0, z = 0,

т. е. в этом стационарном состоянии нормальные клетки отсутствуют, и соответствен-
но модель (1) рассматривается как модель злокачественной опухоли.

Параметры μu и μv выбираются исходя из данных по времени удвоения кле-
точных популяций. Например, из приведенных в [15, 19] данных оно зависит от кон-
кретного организма и может изменяться от нескольких месяцев до нескольких лет.
В данной работе принимается, что этот период составляет около 180 дней, т. е. μu =
μv=0.0038 1/день. Стадии заболевания определяются исходя из доли функционально-
го пространства, занимаемого делящимися клетками: стадия I — если 0 < u � 0.25K,
стадия II — если 0.25K < u � 0.5K, стадия III — если 0.5K < u � 0.75K, стадия IV —
если 0.75K < u.
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На рис. 1 показана зависимость функций u(t) и v(t) от времени при μu = μv =
0.0038, μz = 0.05 и K = 1. Горизонтальными пунктирными линиями отмечены гра-
ницы между стадиями «заболеваний», символами «о» — «точки» начала стадий II,
III и IV заболевания. При выбранной активности потребления питания (параметр
μz) в границах модели (1) стадия заболевания II будет достигнута за два года рос-
та опухоли, III — за три, IV стадия, практически неизлечимая, — за четыре [19],
т. е. интервал между II и III, III и IV стадиями заболевания составляет немногим
более года.

Рис. 1. Зависимость функций u (1) и v (2) от времени t

4. Модель лечения — химиотерапия.Лечение рака яичников осуществляется
с применением различных химических препаратов (паклитаксел, карбоплатин, цис-
платин, гемцитабин и др. [20]). Оно состоит в среднем из 6 курсов продолжительно-
стью каждого в 21–28 дней [21, 22]. При такой периодичности курсов лечения с уче-
том длительности роста опухоли в модели можно принять, что препараты поступают
в функциональное пространство непрерывно в течение всего курса. Цикл лечения
заканчивается прекращением поступления препаратов, действующих на делящиеся
клетки. Побочными эффектами влияния лекарственных препаратов на организм бу-
дем пренебрегать.

В математической модели лечения опухоли надо прекратить действие фактора z,
сделать делящиеся и нормальные клетки по нему равноправными, ввести лекарство,
которое уничтожит делящиеся клетки.

Пусть в момент времени t = t0 был поставлен диагноз и начата процедура ле-
чения. Количество делящихся клеток в этот момент равно u = u0, а нормальных —
v = v0. До момента времени t = t0 рост опухоли описывается системой уравнений (1),
а после начала лечения и на весь его период — уравнениями⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

du

dt
= μuu
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,
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= βz(1 − z)Drug(t).

(2)
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Здесь Drug(t) — количество лекарственного препарата в функциональном простран-
стве. Его зависимость от времени определяется программой лечения. Множитель
z(1 − z) в третьем уравнении характеризует скорость подавления активности де-
лящихся клеток лекарственными препаратами. В этой модели предполагается, что
все поступающие в функциональное пространство препараты расходуются на унич-
тожение делящихся клеток, не распадаются. Погибшие клетки из функционального
пространства выносятся мгновенно.

Начальные условия (при t = t0) для системы уравнений (2)

u = u0, v = v0, z = z0, Drug = Drug(t0).

Для случая постоянного действия препаратов (Drug(t) = Drug0 = const), как
следует из третьего уравнения в (2), функция z(t) будет расти до значения z = 1.
Тем самым будет подавлено стимулирующее влияние делящихся клеток на дополни-
тельное питание. Стационарной точкой системы уравнений (2) в этом случае будет

u = 0, v = K, z = 1.

Эта точка будет устойчивой, поскольку в ней три собственных значения матри-
цы Якоби правой части уравнений (2) будут отрицательными: λ1 = −αDrug, λ2 =
−βDrug, λ3 = −μv. Если же начиная с некоторого момента времени t = t∗ «лече-
ние» прекратится (Drug(t) = 0 при t � t∗), то рост популяции делящихся клеток
возобновится согласно уравнениям (1).

По данным [23] за медицинской помощью впервые обращаются около 40% лиц
сo стадией заболевания III и около 20% — сo стадией заболевания IV. С учетом этих
статистических данных в моделях лечения принимается, что лечение начинается на
стадии заболевания III. Химические препараты применяются до тех пор, пока деля-
щиеся клетки диагностически определимы. После лечение прекращается. На рис. 2
представлен модельный вариант «лечения»: численность популяции делящихся кле-
ток растет, на третьем году роста занимает половину функционального простран-
ства (наступает стадия «заболевания» III). В этот момент начинается процедура их
уничтожения, которая длится в течение года. На четвертом году опухоль перестает
быть различимой — лечение прекращается. К сожалению, оставшаяся диагностиче-
ски неразличимой часть опухоли начинает снова расти и в течение 3.5 лет происходит
рецидив заболевания.

5. Модель стадий заболевания. Система уравнений (1) содержит четыре па-
раметра: μu, μv, μz и K. При различных их значениях величины функции u(t) как
решения системы уравнений (1) будут различными. Наборы этих параметров мож-
но отождествлять с физическими характеристиками условных «больных». Значения
функций, которые они принимают в заданный момент времени, находятся в одном из
диапазонов стадий заболевания. Они сопоставляются со стадиями заболевания кон-
кретного больного. При выборе параметров случайным образом N раз при распреде-
лении величины функций u(t) на N решениях уравнений (1) по стадиям будет полу-
чено распределение «больных» по стадиям заболевания. На рис. 3 для N = 110 000
(число стоящих на учете в Популяционном раковом регистре в РФ на 2019 г.) при-
ведено распределение значений функций по стадиям заболеваний. Параметры и на-
чальные условия выбирались случайным образом, отличающимися от u(t) не более
чем в 3 раза. Полученный результат по стадиям заболеваний (рис. 3) согласуется
со статистическими данными за 2019 г. — в РФ 40% больных отнесены к стадиям
заболевания I и II, 38% — к III и 20% — к IV [24, 25].
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Рис. 2. Зависимость функций u (1) и v (2) от времени t для лечения заболевания,
длившегося с третьего по четвертый год

Рис. 3. Изменение количества «больных» в зависимости от времени

Как следует из анализа результатов (рис. 2 и 3), показатель общей выживаемости
после прохождения годового курса лечения может изменяться в диапазоне от 1 года
до 8 лет. Рецидивы заболевания практически не реагируют на повторную химиотера-
пию. Поэтому промежуток времени от окончания лечения до возникновения рецидива
заболевания можно рассматривать как безрецидивную выживаемость. С принятыми
значениями периода удвоения делящихся клеток (180 дней) и началом лечения забо-
левания на стадии III у 50% пациентов рецидив должен происходить через 2–3 года
после окончания лечения, а показатель общей выживаемости: 4 года — 80% «боль-
ных», 5 лет — 40%, 6 лет — 20%. Эти результаты, полученные в рамках моделей (1),
(2), согласуются с данными популяционных раковых регистров РФ и популяционных
раковых регистров стран Европы [26]: однолетняя выживаемость составляет около
60%, трехлетняя — 40%, пятилетняя — 35%.
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6. Заключение. Математические модели онкологических заболеваний и мате-
матические модели их лечения можно успешно применять не только для описания
динамики роста опухолей, но и для оценки распределения больных по стадиям за-
болеваемости, по времени наступления возможного рецидива после окончания ле-
чения и общей выживаемости. При хорошем согласовании расчетных и реальных
распределений можно на основе разработанных моделей определить и меры, которые
позволили бы уменьшить заболеваемость различных групп граждан или увеличить
продолжительность их жизни.
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Mathematical modeling of cancer treatment
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modeling of cancer treatment. Vestnik of Saint Petersburg University. Applied Mathematics.
Computer Science. Control Processes, 2020, vol. 16, iss. 4, pp. 437–446.
https://doi.org/10.21638/11701/spbu10.2020.408 (In Russian)

The paper proposes mathematical models of ovarian neoplasms. The models are based on
a mathematical model of interference competition. Two types of cells are involved in the
competition for functional space: normal and tumor cells. The mathematical interpretation
of the models is the Cauchy problem for a system of ordinary differential equations. The
dynamics of tumor growth is determined on the basis of the model. A model for the
distribution of conditional patients according to four stages of the disease, a model for
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assessing survival times for groups of conditional patients, and a chemotherapy model are
also proposed.
Keywords: differential equations, mathematical modeling, neoplasms, ovarian cancer,
morbidity, treatment, statistics.
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