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В работе исследуется вопрос компактности решений операторных неравенств, возника-
ющих в связи с частотной теоремой Лихтарникова—Якубовича для C0-полугрупп. В
работе получено описание операторного решения через решение некоторой сопряжен-
ной задачи, ранее известное в рамках предположений некоторой регулярности исход-
ной задачи. Таким образом, получается связать компактность операторного решения
с некоторой регулярностью полугруппы в общем случае. Мы также получаем тео-
ремы, удобные для доказательства некомпактности операторных решений уравнений
или неравенств Ляпунова, в которые вырождается операторное уравнение Риккати
в некоторых случаях, возникающих в приложениях. На примере C0-полугруппы, по-
рожденной скалярным уравнением с запаздывающим аргументом, которое рассматри-
вается в некотором гильбертовом пространстве, показано, что решение операторного
неравенства не может быть компактным. Полученные результаты связаны с развитием
автором одного метода нелокальной редукции для коциклов в гильбертовом простран-
стве и его приложениями.
Ключевые слова: частотная теорема, неравенство Ляпунова, компактный оператор,
уравнения с запаздыванием.
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1. Введение. Пусть H и Ξ суть гильбертовы пространства над C. Скалярные
произведения и нормы в этих пространствах будем обозначать одинаково через (·, ·)
и | · | соответственно (это не приведет к недопониманию). Рассмотрим в H неогра-
ниченный линейный оператор A : D(A) ⊂ H → H с областью определения D(A) и
предположим, что A является генератором C0-полугруппы G(t), t ≥ 0, в H (см. [1]).
Рассмотрим некоторый ограниченный оператор B ∈ L(Ξ,H). Уравнение

v̇ = Av +Bξ (1.1)

будем называть системой управления. Хорошо известно, что для всякого T > 0,
всякой функции управления ξ ∈ L2(0, T ; Ξ) и v0 ∈ H уравнение (1.1) имеет един-
ственное решение (в обобщенном смысле1) v(t) = v(t, v0, ξ), t ∈ [0, T ], удовлетворяю-
щее v(0) = v0. Это решение является, вообще говоря, лишь непрерывной H-значной
функцией и дается формулой

v(t) = G(t)v0 +

∫ t

0

G(t− s)Bξ(s)ds. (1.2)

Для всякого оператора C ∈ L(H,Ξ) оператор A + BC будет генератором неко-
торой C0-полугруппы GC(t), t ≥ 0 (см. теорему 7.5 в [1]). Пару операторов (A,B)
будем называть

1) L2-стабилизируемой, если найдется оператор C ∈ L(H,Ξ) такой, чтоGC(t)v0 ∈
L2(0,+∞;H) для всех v0 ∈ H;

2) экспоненциально стабилизируемой, если найдется C ∈ L(H,Ξ) такой, что для
некоторых константM > 0 и ε > 0 выполнено ‖GC(t)‖ ≤Me−εt для всех t ≥ 0;

3) L2-управляемой, если для всякого v0 ∈ H найдется функция ξ ∈ L2(0,+∞; Ξ)
такая, что v(·, v0, ξ) ∈ L2(0,+∞;H).

Рассмотрим непрерывную эрмитову форму на H × Ξ:

F (v, ξ) := (F1v, v) + 2Re(F2v, ξ) + (F3ξ, ξ), (1.3)

где F ∗
1 = F1 ∈ L(H,H), F2 ∈ L(H,Ξ) и F ∗

3 = F3 ∈ L(Ξ,Ξ). Введем в рассмотрение
величину

α2 := inf
F (v, ξ)

|v|2 + |ξ|2 , (1.4)

где инфимум берется по всем тройкам (ω, v, ξ) ∈ R × H × Ξ таким, что iω(v, w) =
(v,A∗w) + (Bξ,w) выполняется для всех w ∈ D(A∗). Если оператор A не имеет
спектра на мнимой оси и операторы (A− iωI)−1B равномерно по ω ∈ R ограничены
по норме пространства L(Ξ;H), то мы также рассмотрим величину

α3 := inf
ω∈R

inf
ξ∈Ξ

F ((iωI −A)−1Bξ, ξ)

|ξ|2 . (1.5)

1От англ. mild solution.
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Следующая теорема изначально была доказана А. Л. Лихтарниковым и
В. А. Якубовичем в [2] (см. теорему 3) и спустя несколько лет была переоткрыта2
Ж.К.Луисом и Д. Векслером в [3] (см. теорему 2).

Теорема 1. Пусть пара (A,B) L2-управляема. Тогда следующие утверждения
эквивалентны.

1. Найдется самосопряженный ограниченный оператор P ∗ = P ∈ L(H,H) такой,
что для некоторого δ > 0 неравенство

2Re(Av +Bξ, Pv) + F (v, ξ) ≥ δ
(
|v|2 + |ξ|2

)
(1.6)

выполняется для всех v ∈ D(A) и ξ ∈ Ξ.

2. α2 > 0.

Кроме того, если α3 корректно определено (в указанном выше смысле), то
условие 2 эквивалентно α3 > 0.

В данной работе исследуется вопрос компактности оператора P , возникающего
в условиях теоремы 1. Такой вопрос возник в ходе развития автором одного мето-
да нелокальной редукции для коциклов в гильбертовом пространстве [5], который
приводит к абстрактному обобщению [6] теории Пуанкаре—Бендиксона, развитой
Р. А. Смитом для некоторых параболических задач [7] и задач с запаздыванием. В
работах [5] и [6] оператор P используется для построения так называемых квад-
ратичных конусов высшего ранга, которые в совокупности с неравенством типа
(1.6) позволяют строить инвариантные топологические многообразия при некото-
рых предположениях компактности3. В приложениях к нелинейным эволюционным
уравнениям компактность оператора P влечет компактность разрешающих опера-
торов за любое положительное время, что характерно для параболических задач и
случая, когда оператор A ограничен (ввиду сглаживающих свойств соответствую-
щих полугрупп). В то же время для уравнений с запаздыванием, рассматриваемых
в подходящем гильбертовом пространстве, полугруппа обладает запаздывающим
сглаживанием. Ниже мы покажем, что для таких уравнений оператор P , вообще
говоря, не компактен. Полученные здесь результаты также можно рассматривать с
точки зрения изучения взаимосвязей между свойствами полугруппы и свойствами
решений операторных неравенств с участием генератора полугруппы (см., напри-
мер, [8–10]).

Для нас существенным является то обстоятельство, что оператор P (или, бо-
лее точно, одно из таких операторных решений) в теореме 1 можно получить как
решение операторного уравнения Риккати:

(Av +Bξ, Pv) + F(v, ξ) = |F1/2
3 (ξ − hv)|2, v ∈ D(A), ξ ∈ Ξ. (1.7)

2Тем не менее работа [3] содержит ряд полезных замечаний, как, например, утверждение лем-
мы 10, из которого следует, что в частотной теореме для вырожденного случая частотное условие
содержится в условии полуограниченности соответствующего функционала и его не надо требо-
вать отдельно, как это сделано в [2]. Хотя к тому времени это обстоятельство, по всей видимости,
было уже широко известно в связи с, например, работой [4].

3В конечномерной.
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Здесь F(v, ξ) := (F1v, v) + 2Re(F2v, ξ) + (F3ξ, ξ), где F∗
1 = F1 ∈ L(H), F2 ∈ L(H,Ξ) и

F∗
3 = F3 ∈ L(Ξ), есть некоторая другая эрмитова форма4 . Рассмотрим квадратич-

ный функционал

J [v(·), ξ(·)] =
∫ +∞

0

F(v(t), ξ(t))dt, (1.8)

который непрерывен на L2(0,+∞;H)×L2(0,+∞; Ξ). Пара (v(·), ξ(·)) ∈ L2(0,+∞;H)×
L2(0,+∞; Ξ), где v(t) = v(t, v0, ξ) для некоторого v0 ∈ H, называется процес-
сом [2, 11]. Через Mv0 мы обозначим множество всех процессов (v(·), ξ(·)), где
v(t) = v(t, v0, ξ) (процесс, проходящий через v0). ТогдаMv0 в силу (1.2) есть замкну-
тое аффинное подпространство в L2(0,+∞;H)×L2(0,+∞; Ξ). Заметим, что условие
L2-управляемости в теореме 1 в точности означает, что множествоMv0 не пусто при
любом v0 ∈ H. Как показано в [2], при α2 > 0 (для формы F) для всех v0 существует
единственный минимум (v0(·, v0), ξ0(·, v0)) (оптимальный процесс) функционала J
на Mv0 , этот минимум является квадратичной формой на H и оператор этой квад-
ратичной формы есть решение P уравнения (1.7):

J [v0(·, v0), ξ0(·, v0)] = (Pv0, v0). (1.9)

Одним из результатов данной работы является описание оператора P через
решение сопряженной задачи5 .

Теорема 2. При вышеуказанных условиях для всякого T > 0 и v0 ∈ H выпол-
нено Pv0 = −η0(0), где η0(t) = η0(t, v0) для t ∈ [0, T ] есть решение сопряженной
задачи

η̇(t) = −A∗η(t) + F1v
0(t, v0) + F∗

2 ξ
0(t, v0),

η(T ) = −Pv0(T, v0).
(1.10)

В работе [11] подобное описание дано в рамках предположений некоторой регуляр-
ности билинейной формы расширения оператора A. Здесь мы будем следовать ос-
новной идее из [11], но без использования регулярности. Соответствующая теорема
из [11] позволяет установить компактность в некоторых параболических задачах с
управлением на границе (см. [12, 10]). Как известно для таких задач, решение (1.10)
сглаживается и потому η0(0) = −Pv0 лежит в некотором более узком пространстве
H1, компактно вложенном в H. Отсюда сразу же вытекает компактность оператора
P (см. предложение 1 ниже). Наша теорема 2 позволяет это сделать для некоторых
параболических задач, не прибегая к постановке из [11], которая к тому же не всегда
возможна.

При ξ = 0 в (1.7) мы получаем операторное уравнение Ляпунова:

2Re(Av, Pv) = (Qv, v), v ∈ D(A), (1.11)

где Q∗ = Q := h∗F3h − F1 ∈ L(H) удовлетворяет условию (Qv, v) + (F1v, v) ≥ δ|v|2.
В приложениях (в частности, в [5, 6, 9]) часто оказывается, что P есть решение
уравнения Ляпунова с коэрцитивным6 оператором Q (например, если F1 = 0, то

4Оператор P из теоремы 1 можно, например, получить как решение уравнения Рикатти (1.7)
с формой F(v, ξ) = F (v, ξ)− α2

2
(|v|2 + |ξ|2).

5По всей видимости, впервые использование сопряженных задач в исследовании вопросов оп-
тимального управления было начато Ж. Л. Лионсом [12].

6То есть таким Q, что (Qv, v) ≥ δ0|v|2 для некоторого δ0 > 0.
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можно положить ξ = 0 в (1.7) для получения такого уравнения). В этом направлении
мы докажем следующую теорему.

Теорема 3. Пусть полугруппа G(t) экспоненциально устойчива. Следующие
условия эквивалентны.

1. Для некоторой последовательности vk ∈ H, где k = 1, 2, . . ., слабо сходящейся
к нулю, найдется C > 0 такое, что выполнено∫ +∞

0

|G(t)vk|2dt ≥ C > 0 при всех k = 1, 2, . . . . (1.12)

2. При любом коэрцитивном операторе Q = Q∗ решение P = P ∗ уравнения
Ляпунова (1.11) не компактно.

В случае, если полугруппа не обязательно экспоненциально устойчивая, можно
проделать следующее. Пусть Hs ⊂ H есть G(t)-инвариантное подпространство такое,
что G(t)v0 → 0 при t→ +∞ для всех v0 ∈ Hs.

Теорема 4. Пусть выполнено условие 1 теоремы 3, где соответствующая
последовательность vk лежит в Hs. Тогда при любом δ > 0 решение P = P ∗

неравенства Ляпунова
2Re(Av, Pv) ≥ δ|v|2 (1.13)

не компактно.

Теоремы 3 и 4 доказываются в разделе 3, а в разделе 4 мы приводим пример их
приложения для уравнений с запаздывающим аргументом.

Следует отметить, что для параболических задач удается показать, что опе-
ратор P не только компактен, но и имеет след7 [10]. Это также имеет место для
случая ограниченного оператора A (см. [13]). При исследовании уравнений с за-
паздыванием общего вида теорема 1 неприменима, так как в форму F могут вхо-
дить δ-функционалы, которые неограничены в L2 и потому форма F не являет-
ся непрерывной в соответствующем гильбертовом пространстве H. Обобщение ча-
стотной теоремы, полностью охватывающей случай уравнений с запаздыванием,
недавно получено автором в [14]. Условие L2-управляемости во многих приложе-
ниях частотной теоремы является труднопроверяемым (упомянутые обобщения ре-
зультатов Р. А. Смита, который не использовал подобное условие, но использовал
частотное неравенство, подсказывают, что от этого условия следует избавиться). В
этом направлении результаты получены в недавней работе А. В. Проскурникова [15]
для частотной теоремы Лихтарникова—Якубовича, а их обобщение представлено в
[14]. Использование квадратичных конусов (полученных с использованием частот-
ной теоремы) для изучения почти периодических ОДУ (в частности, размерностных
характеристик почти периодических решений) представлено в [16–19].

2. Доказательство теоремы 2. Далее мы везде предполагаем, что пара (A,B)
L2-управляема (т. е. множество процессов Mv0 не пусто при любом v0 ∈ H) и для
формы F из (1.7) и α2 из (1.4) (с F , замененным на F) выполнено условие α2 > 0.

Запишем функционал J из (1.8) как J [w] = (Hw,w) для подходящего оператора
H∗ = H ∈ L(W,W), где w ∈ W = L2(0,+∞,H)× L2(0,+∞,Ξ). В силу леммы 1 из [2]

7От. англ. trace-class operator.
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при заданном v0 ∈ H оптимальный процесс w0 = (v0(·, v0), ξ0(·, v0)) удовлетворяет
условию ортогональности

(Hw0, w) = 0 для всех w ∈ M0. (2.1)

В расширенном виде равенство (2.1) выглядит как∫ +∞

0

[
(F1v

0(t, v0), v(t)) + (F2v
0(t, v0), ξ(t))+

+ (F∗
2 ξ

0(t, v0), v(t)) + (F3ξ
0(t, v0), ξ(t))

]
dt = 0 (2.2)

для всех (v(·), ξ(·)) ∈ M0. Из (2.2) сложно получить какую-либо информацию об
оптимальном процессе, так как неизвестна свобода в выборе ξ: в случае экспонен-
циально устойчивой полугруппы всякой функции управления ξ ∈ L2(0,+∞; Ξ) со-
ответствует v(·, v0, ξ) ∈ L2(0,+∞;H), но в общем случае это не так. Обойти это
обстоятельство можно следующим образом. Для данного T > 0 рассмотрим множе-
ство MT

v0 всех пар (v, ξ) ∈ L2(0, T ;H)× L2(0, T ; Ξ), где v(t) = v(t, v0, ξ) при t ∈ [0, T ].
Заметим, что решение v : [0, T ] → H непрерывно и MT

v0 есть замкнутое аффинное
подпространство в L2(0, T ;H)× L2(0, T ; Ξ), заданное подходящим сдвигом MT

0 .

Лемма 1. Для всякого v0 ∈ H оптимальный процесс (v0, ξ0), где ξ0(·) = ξ0(·, v0)
и v0(·) = v0(·, v0), при всех (v(·), ξ(·)) ∈ MT

0 удовлетворяет условию∫ T

0

[(
F1v

0(t) + F∗
2 ξ

0(t), v(t)
)
+
(
F2v

0(t) + F3ξ
0(t), ξ(t)

)]
dt+ (Pv0(T ), v(T )) = 0.

(2.3)

Доказательство. Рассмотрим квадратичный функционал, определенный8 на
(v, ξ) ∈ MT

v0 :

JT (v, ξ) =

∫ T

0

F(v(t), ξ(t))dt + (Pv(T ), v(T )). (2.4)

Так как оптимальный процесс удовлетворяет свойству полугруппы9 (см. лемму 3 в
[2] или лемму 4 в [3]), то в силу (1.9) мы имеем равенство J(v0, ξ0) = JT (v

0, ξ0).
Покажем, что оптимальный процесс (т. е. минимум функционала J из (1.8))

(v0, ξ0) ∈ Mv0 , рассматриваемый на промежутке [0, T ], является единственным ми-
нимумом функционала JT на MT

v0 . Предположим, что для некоторого процесса
(ṽ, ξ̃) ∈ MT

v0 выполнено JT (ṽ, ξ̃) ≤ JT (v
0, ξ0). Рассмотрим функцию управления ξ̂,

определенную как

ξ̂(t) =

{
ξ̃(t), 0 ≤ t ≤ T,

ξ0(t− T, x̃(T )), t ≥ T.
(2.5)

Ясно, что ξ̂ ∈ L2(0,+∞; Ξ) и v̂(·) = v(·, v0, ξ̂) ∈ L2(0,+∞;H), т. е. (v̂, ξ̂) ∈ Mv0 .
Отсюда мы имеем

J(v̂, ξ̂) = JT (ṽ, ξ̃) ≤ JT (v
0, ξ0) = J(v0, ξ0). (2.6)

8Заметим, что этот функционал не определен на всем пространстве L2(0, T ;H)×L2(0, T ; Ξ), но
это не существенно для дальнейшего.

9То есть v0(t+ s, v0) = v0(t, v0(s, v0)) и ξ0(t + s, v0) = ξ0(t, v0(s, v0)) для всех t, s ≥ 0.
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В силу того, что (v0, ξ0) есть единственный минимум J наMv0 , мы получаем (v̂, ξ̂) =

(v0, ξ0) и, как следствие, (ṽ, ξ̃) = (v0, ξ0) в смысле L2(0, T ;H)× L2(0, T ; Ξ).
Теперь пусть (v, ξ) ∈ MT

0 . Ясно, что (v0 + v, ξ0 + ξ) ∈ MT
v0 и

JT (v
0 + v, ξ0 + ξ) = JT (v

0, ξ0) + L1(v
0, ξ0, v) + L2(v

0, ξ0, ξ) +Q(v, ξ), (2.7)

где

L1(v
0, ξ0, v) = 2Re

[∫ T

0

(
F1v

0(t) + F∗
2 ξ

0(t), v(t)
)
dt+ (Pv0(T ), v(T ))

]
,

L2(v
0, ξ0, ξ) = 2Re

[∫ T

0

(
F2v

0(t) + F3ξ
0(t), ξ(t)

)
dt

]
,

Q(v, ξ) =

∫ T

0

(F1v(t), v(t)) dt+

∫ T

0

(F3ξ(t), ξ(t)) dt+ (Pv(T ), v(T )).

(2.8)

Из свойства минимума должно выполняться L1(v
0, ξ0, v) +L2(v

0, ξ0, ξ) +Q(v, ξ) ≥ 0
при всех (v, ξ) ∈ MT

0 . Последнее возможно только в случае, когда линейная часть
равна нулю, т. е.

L1(v
0, ξ0, v) + L2(v

0, ξ0, ξ) = 0 при всех (v, ξ) ∈ MT
0 . (2.9)

Но это в точности означает (с учетом комплексной структуры на MT
0 ), что выпол-

нено (2.3).

С учетом (1.10), интегрируя по частям10 в (2.3), мы получаем∫ T

0

(
−B∗η(t) + F2v

0(t) + F3ξ
0, ξ(t)

)
dt = 0 (2.11)

для всех ξ ∈ L2(0, T ; Ξ) и, как следствие,

−B∗η + F2v
0 + F3ξ

0 = 0. (2.12)

10Здесь имеется в виду следующее. В силу теоремы 2 в [2] оптимальное управление ξ0 удо-
влетворяет условию ξ0(t, v0) = Cv0(t, v0, ξ0) для некоторого оператора C ∈ L(H; Ξ). Поэтому для
v0 ∈ D(A) обе функции v0(·) и ξ0(·) будут непрерывно дифференцируемыми. Отсюда следует, что
если v0 ∈ D(A) и η(T ) = η0 ∈ D(A∗), то решение η(·) сопряженной задачи также непрерывно диф-
ференцируемо, η(t) ∈ D(A∗) для t ∈ [0, T ] и удовлетворяет дифференциальному уравнению в (1.10)
в классическом смысле (теорема 6.5 на стр. 135 в [1]). Выберем, воспользовавшись всюду плотно-
стью в H областей определения D(A) и D(A∗), некоторые последовательности D(A) � v

(k)
0 → v0,

D(A∗) � η
(k)
0 → −Pv0(T ), k = 1, 2, . . ., и соответствующие им оптимальные процессы (v0k(·), ξ0k(·))

и решения ηk(·) сопряженной задачи. Для них мы рассмотрим тождество (2.3) при непрерывно
дифференцируемой ξ(·) (и, как следствие, такой же v(·)). Таким образом, в (2.3) все участвую-
щие функции непрерывно дифференцируемы и мы (после соответствующего интегрирования по
частям) получаем

∫ T

0
(F2v

0
k(t) + F3ξ

0
k(t) −B∗ηk(t), ξ(t))dt + (Pv0k(T ), v(T )) + (ηk(T ), v(T )) = 0. (2.10)

Так как оптимальный процесс непрерывно зависит от v0 как отображение H → L2(0,+∞;H) ×
L2(0,+∞; Ξ) (лемма 1 в [2]), мы получаем, что ηk(t) → η(t) равномерно по t ∈ [0, T ]. Переходя к
пределу в (2.10) при k → ∞, мы получаем (2.11).
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Из (2.12) и коэрцитивности F3 следует, что функция ξ0(·, v0) непрерывна при любых
v0 ∈ H.

Доказательство теоремы 2. Отображение v0 �→ (v0(·, v0), ξ0(·, v0)) есть ли-
нейное непрерывное отображение из H в L2(0,+∞;H) × L2(0,+∞; Ξ) (лемма 1 в
[2]). С учетом того, что A есть генератор C0-полугруппы, это отображение также
непрерывно как отображение H → C([0, T ];H) × L2(0, T ; Ξ). Так как A∗ также яв-
ляется генератором C0-полугруппы, то отображение (v0, ξ0) → η0(0), где η0(0) есть
решение задачи (1.10) с η0(T ) = −Pv0(T ), линейно и непрерывно как отображение
C([0, T ];H) × L2(0, T ; Ξ) → H. Таким образом, η0(0, v0) = Mv0, где M : H → H есть
ограниченный линейный оператор. Наша цель — показать, что M = −P . Так как
мы находимся в комплексном гильбертовом пространстве H, то достаточно показать
совпадение квадратичных форм M и −P . Из (1.10) и (2.12) мы получаем, что

−(η0(0, v0), v0) = −(η0(T, v0), v
0(T, v0)) + JT (v

0, ξ0) = J(v0, ξ0) = (Pv0, v0) (2.13)

и, как следствие, (Mv0, v0) = (−Pv0, v0) для всех v0 ∈ H. Теорема доказана.

Пусть H1 есть некоторое банахово пространство, непрерывно и компактно вло-
женное в H. Мы будем использовать обозначение H1 ⊂ H и отождествлять элементы
H1 и H при таком вложении.

Условие (REG). Предположим, что найдется T > 0 такой, что для всех g ∈
C([0, T ];H) и η0 ∈ H для решения η сопряженной задачи

η̇(t) = −A∗η(t) + g(t),

η(T ) = η0
(2.14)

мы имеем η(0) ∈ H1.

Замечание 1. Можно показать, что решение η(t), где t ∈ [0, T ], задачи (2.14)
дается формулой

η(t) = G∗(T − t)η(T ) +

∫ T

t

G∗(s− t)g(s)ds, (2.15)

где G∗(t) есть сопряженная к G(t) полугруппа (или C0-полугруппа, порожденная
A∗).

Предложение 1. Пусть выполнено условие (REG). Тогда оператор P в усло-
виях теоремы 1 компактен.

Доказательство. Действительно, оператор P : H → H ограничен в силу тео-
ремы 1, и в силу теоремы 2 и условия (REG) мы имеем Pv ∈ H1 при всех v ∈ H.
По теореме о замкнутом графике и в силу непрерывности вложения H1 ⊂ H опе-
ратор P : H → H1 ограничен. Так как вложение H1 ⊂ H компактно, то P : H → H
компактный.

Условие (REG) выполнено для некоторых параболических задач (см. [13, 14]).

Замечание 2. На практике системы управления, как правило, рассматрива-
ются в вещественных гильбертовых пространствах и теорема 1 применяется к ком-
плексификациям этих пространств и соответствующих операторов. Для получения
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решения операторных неравенств в исходных вещественных пространствах нужно
проделать следующее. В данном случае оператор P = P ∗ из теоремы 1 действует
в комплексификации11 HC некоторого вещественного гильбертова пространства H.
Заметим, что всякий оператор P : HC → HC может быть представлен через (2 × 2)-
матрицу [

P̃ L

−L P̃

]
, (2.16)

где P̃ , L ∈ L(H). Можно показать, что равенство P = P ∗ эквивалентно следующим
двум условиям: P̃ ∗ = P̃ и (Lv, v) = 0 при всех v ∈ H. Если операторы A и B из
(1.1) действуют в вещественных гильбертовых пространствах H и Ξ с вещественной
формой F , то теорема 1, примененная к AC, BC и эрмитовому расширению FC фор-
мы F , дает оператор P = P ∗ : HC → HC. Легко проверить, что самосопряженный
оператор P̃ : H → H, определенный в (2.16), удовлетворяет для всех v ∈ D(A) и ξ ∈ Ξ
неравенству

2(Av +Bξ, P̃ v) + F (v, ξ) ≥ δ(|v|2 + |ξ|2). (2.17)

Также ясно, что P̃ наследует компактность оператора P , если она имеет место.
Легко видеть, что уравнение Ляпунова (1.11) в HC переходит в уравнение

2(Av, P̃ v) = (Q̃v, v) для v ∈ D(A) (2.18)

в вещественном пространствеH. Здесь Q̃ есть диагональный элемент оператораQ∗ =
Q ∈ L(HC), аналогичный P̃ из (2.16).

3. Доказательство теорем 3 и 4. Результаты этой части применимы как в
случае комплексного, так и вещественного гильбертова пространства H. Для опре-
деленности будем считать, что H, как и раньше, рассматривается над полем C.

Будем говорить, что квадратичная форма V (v) := (Pv, v) оператора P слабо
непрерывна, если из того, что vk сходится к v слабо в H, следует, что V (vk) → V (v)
при k → ∞. В силу равенства V (vk − v) = V (vk) − V (v) + o(1) (при условии, что
имеется слабая сходимость vk к v), слабую непрерывность достаточно проверять в
нуле. Как известно, квадратичная форма компактного оператора слабо непрерывна.
С использованием непрерывного функционального исчисления для самосопряжен-
ных операторов (см., например, [20]) нетрудно показать справедливость следующей
леммы.

Лемма 2. Пусть P = P ∗, причем P ≥ 0 (т. е. V (v) ≥ 0 при всех v ∈ H).
Тогда P компактен тогда и только тогда, когда его квадратичная форма слабо
непрерывна.

Нам также потребуется следующая лемма.

11Напомним, что комплексификацией вещественного гильбертова пространства H со скаляр-
ным произведением (·, ·)H называется внешняя прямая сумма HC := H⊕H, снабженная умножением
(a + ib)(u, v) := (au − bv, av + bu) для a, b ∈ R и u, v ∈ H и скалярным произведением

〈(u1, v1), (u2, v2)〉 := (u1, u2)H − i(u1, v2)H + i(v1, u2)H + (v1, v2)H.

Для линейного оператора A : H → H его комплексификация определяется как оператор AC : HC →
HC, действующий по правилу AC(u, v) := (Au,Av).
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Лемма 3. Пусть полугруппа G(t) экспоненциально устойчива. Тогда для вся-
кого Q = Q∗ уравнение Ляпунова (1.11) имеет единственное решение P = P ∗,
задаваемое формулой

Pv = −
∫ +∞

0

G∗(t)QG(t)vdt. (3.1)

Для вещественного случая лемма доказана в [21] (см. лемму 1 там). Доказа-
тельство для комплексного случая проводится аналогично. Кроме того, ее доказа-
тельство частично содержится в наших дальнейших рассуждениях.

Доказательство теоремы 3.Из леммы 3 и коэрцитивности формы оператора
Q следует, что для некоторых констант C1, C2 > 0 имеет место

C1

∫ +∞

0

|G(t)v|2dt ≤ −(Pv, v) ≤ C2

∫ +∞

0

|G(t)v|2dt. (3.2)

Пусть vk есть последовательность из условия 1 теоремы 3. Если P компактен, то
(Pvk, vk) → 0, что противоречит первому неравенству в (3.2) (для v = vk) в силу
(1.12).

Пусть теперь P = P ∗ не компактен. Тогда по лемме 2 квадратичная форма
оператора −P ≥ 0 не слабо непрерывна и потому найдется последовательность vk,
сходящаяся слабо в H к нулю, и такая, что −(Pvk, vk) ≥ δ > 0 для некоторого δ
и всех k = 1, 2, . . .. Но тогда отсюда и из второго неравенства в (3.2) следует, что
последовательность vk обладает нужным в пункте 1 теоремы свойством.

Доказательство теоремы 4. Рассмотрим V (v) := (Pv, v). Тогда для v0 ∈
D(A) имеем

d

dt
[V (G(t)v0)] = 2Re(AG(t)v0, PG(t)v0) ≥ δ|G(t)v0|2. (3.3)

Проинтегрировав (3.3) на [0, t], получаем

V (G(t)v0)− V (v0) ≥ δ

∫ t

0

|G(s)v0|2ds. (3.4)

По непрерывности неравенство (3.4) распространяется для всех v0 ∈ H. Для v0 ∈ Hs

в (3.4) можно перейти к пределу при t→ +∞ так, что

−(Pv0, v0) ≥ δ

∫ +∞

0

|G(t)v0|2dt. (3.5)

Дальнейшие рассуждения аналогичны доказательству теоремы 3.

4. Пример. Рассмотрим скалярное уравнение с запаздывающим аргументом:

ẋ = −λx+ bf(σ(t)),

σ(t) =

∫ 0

−τ

ρ(s)x(t + s)ds,
(4.1)

где λ, τ > 0 суть некоторые параметры, b = 1, функция ρ непрерывна на [−τ, 0], а
функция f непрерывно дифференцируема и удовлетворяет условию 0 ≤ f ′(σ) ≤ μ0
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при некотором μ0 > 0 и всех σ ∈ R. Запишем уравнение (4.1) как эволюционное
уравнение в гильбертовом пространстве H = R × L2(−τ, 0;R). Рассмотрим оператор
A : D(A) ⊂ H → H, действующий по правилу

(x, ϕ) �→
(
−λx, d

ds
ϕ

)
для (x, ϕ) ∈ D(A), (4.2)

где D(A) = {(x, ϕ) ∈ H | ϕ ∈W 1,2(−τ, 0;R) и ϕ(0) = x}. Положим Ξ = R и определим
оператор B : Ξ → H как Bξ := (bξ, 0) ∈ H. Рассмотрим также оператор C ∈ L(H),
действующий как C(x, ϕ) :=

∫ 0

−τ ρ(s)ϕ(s)ds. Тогда уравнение (4.1) можно записать
как эволюционное уравнение в H:

v̇ = Av +Bf(Cv). (4.3)

Для изучения этого уравнения можно применить (см. [5, 6]) частотную теорему к
паре (A,B) (или паре (A+ νI,B), где ν > λ) и квадратичной форме

F (v, ξ) = F (x, ϕ, ξ) = ξ

(
μ0

∫ 0

−τ

ρ(s)ϕ(s)ds − ξ

)
. (4.4)

Как видно в этом случае F1 = 0 (в терминологии (1.3)) и потому оператор P (в слу-
чае, когда выполнено условие 2 теоремы 1) является решением уравнения Ляпунова
(вещественного) с некоторым коэрцитивным операторомQ (см. замечание 2). Чтобы
показать некомпактность P , мы воспользуемся теоремами 3 и 4. Легко видеть, что
полугруппа G(t), порожденная оператором A, дается следующей формулой:

(x0, ϕ0)
G(t)�→ (x0e

−λt, ϕ(t, ·)), (4.5)

где

ϕ(t, s) :=

{
x0e

−λ(t+s) при t+ s ≥ 0,

ϕ0(t+ s) при t+ s < 0.
(4.6)

Рассмотрим последовательность vk = (0, ϕk), где ϕk(s) = sin(2πkτ s) при k =
1, 2, . . .. Ясно, что эта последовательность слабо сходится к нулю в H. Как легко
видеть, ∫ +∞

0

|G(t)vk|2dt =
∫ τ

0

∫ −t

−τ

sin2
(
2πk

τ
(s+ t)

)
dsdt =

τ

4
> 0. (4.7)

Таким образом, выполнено условие 1 теоремы 3 и, как следствие, оператор P не
может быть компактным. Теперь заметим, что оператор A+ νI, где ν > λ, является
генератором C0-полугруппы eνtG(t), для которой имеется устойчивое подпростран-
ство Hs = {(x, ϕ) ∈ H | x = 0}. Тогда для той же последовательности vk имеем
vk ∈ Hs и∫ +∞

0

e2νt|G(t)vk|2dt =
∫ τ

0

e2νt
∫ −t

−τ

sin2
(
2πk

τ
(s+ t)

)
dsdt ≥ τ

4
> 0. (4.8)

Поэтому теорема 4 применима в этом случае, т. е. частотная теорема, примененная
к паре (A + νI,B) и форме F , дает некомпактный оператор P . В данном случае
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некомпактность оператора P — проявление нерегулярности полугруппы G(t), по-
рожденной оператором A. В параболических задачах компактность оператора P
тесно связана со «сглаживающим характером» полугруппы. В задачах с запазды-
ванием сглаживание хоть и присутствует, но имеет запаздывающий характер.
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