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0. Аксиоматический подход к нестандартному анализу предложен А. Г. Драгалиным. Второй из авторов начал разрабатывать этот вопрос под влиянием Н. К. Косовского. В настоящее время автором и Е. В. Праздниковой развита теория непрерывности, начатая И. Ф. Сегаль, дифференциальное и интегральное исчисление, предложены различные подходы к первоначальным понятиям, в частности арифметика А. Тарского, слабая арифметика. Подробное с изложением формализованного  языка и соответствующего списка аксиом имеется в [1 – 10]. Там же изложены основы дифференциального и интегрального исчисления. Настоящая заметка практически завершает изложение аналога  элементарного вещественного анализа на основе аксиоматического нестандартного анализа. Аналогу комплексного анализа посвящены работы [5,6].

1. Опишем неформально элементарную теорию гиперрациональных чисел, в рамках которой моделируются как вещественные числа, так и их свойства. Рассматривается класс всех гиперрациональных чисел, являющийся моделью консервативного расширения теории рациональных чисел. При этом понятие гиперрациональной функции заменяет понятие вещественной функции. Рациональные числа мыслятся как тройки натуральных чисел вида 
[image: image1.emf], где 
[image: image2.emf] – натуральные числа. Каждая тройка 
[image: image3.emf]описывает число 
[image: image4.emf]. Ясно, как определяется равенство, порядок и операции в классе всех рациональных чисел, на основе соответсвтующих понятий для натуральных чисел.
Натуральные числа представляют из себя термы в формализованном языке элементарной теории чисел вида 
[image: image5.emf], где 
[image: image6.emf] – константный символ для нуля, 
[image: image7.emf] – функциональный символ следования (прибавления единицы). Операции сложения и умножения на классе всех натуральных чисел определены рекурсивно: 
[image: image8.emf].
Гипернатуральные числа получаются добавлением к элементарногй теории чисел константного символа 
[image: image9.emf], неформально являющегося бесконечно большим числом: для любого натурального числа имеет место 
[image: image10.emf]. Соответствующая теория является консервативным расширением элементарной теории чисел, а тройки вида 
[image: image11.emf], где 
[image: image12.emf] – гипернатуральные числа с соответствующими операциями и отношениями образуют класс гиперрациональных чисел. При этом имеет место принцип переноса: любое утверждение о рациональных числах, функциях и отношениях, доказуемое в классе рациональных чисел, доказуемо и в классе гиперрациональных чисел. Иными словами, гиперрациональные числа, как и рациональные, образуют упорядоченное поле, содержащее некоторое подкольцо гиперцелых чисел, которое содержит гипернатуральные числа. Однако наличие бесконечно большого гиперанатурального числа привносит возможность рассматривать свойства гиперрациональных чисел аналогичные свойствам сходимости, а некоторые классы гиперрациональных чисел «ведут себя» аналогично вещественным числам.

2. Опишем коротко строение класса гиперрациональных чисел.

2.1. Гиперрациональные числа образуют кпорядоченное поле, содержащее подполе рациональных чисел, подкольцо гиперцелых чисел.

2.2. С теоретико-модельной точки зрения поле гиперрациональных чисел является элементарным рсаширением поля рациноальных чисел.

2.3.  Натуральные числа, являющиеся основой для всей теории гиперрациональных чисел, имеют расширение в виде гипернатуральных чисел.

2.4. Гиперрациональное число вида 
[image: image13.emf] будем называть гипернатуральным, а если 
[image: image14.emf] число натуральное, то натуральным.

2.5. Гиперрациональное число 
[image: image15.emf] называется бесконечно большим, если для любого натурального числа 
[image: image16.emf].

2.6. Гиперрациональное число 
[image: image17.emf] называется бесконечно малым, если для любого натурального 
[image: image18.emf].

2.7. Теорема. Класс всех конечных чисел образует подкольцо поля гиперрациональных чисел. Класс бесконечно малых чисел является идеалом в кольце всех конечных чисел.

2.8. Отношение 
[image: image19.emf]тогда и только тогда, когда 
[image: image20.emf]бесконечно мало называется отношением бесконечной близости. Класс всех гиперрациональных чисел бесконечно близких к некоторому гиперрациональному числу 
[image: image21.emf] называется монадой этого числа и обозначается 
[image: image22.emf]. Если 
[image: image23.emf]для некоторого гиперрационального 
[image: image24.emf], то 
[image: image25.emf]будем называть монадой.

2.9. Теорема. Если неверно, что
[image: image26.emf], то классы
[image: image27.emf]и 
[image: image28.emf]не имеют общих элементов.

2.10. Пусть 
[image: image29.emf]– конечное гиперрациональное число. Будем говорить, что 
[image: image30.emf]– малая порядка 
[image: image31.emf], если 
[image: image32.emf], где
[image: image33.emf]– конечное гиперрациональное число . Пишем 
[image: image34.emf]. Если 
[image: image35.emf], то пишем 
[image: image36.emf] и говорим, что 
[image: image37.emf]имеет больший порядок 
[image: image38.emf]-малости, чем
[image: image39.emf]. 

2.11.  Пусть 
[image: image40.emf]– конечное гиперрациональное число. В случае если 
[image: image41.emf], где 
[image: image42.emf]– конечное гиперрациональное число, то мы пишем 
[image: image43.emf].

Исследованию вопрососв, связанных с порядками малости и градуированной непрерывности гиперрациональных функций посвящены работы [владикавказ, что-то].

3. Элементарные функции.

3.1. Пусть 
[image: image44.emf]--- формула теории рациональных чисел, описывающая некоторую функцию. Точнее в теории рациональных чисел выводима формула
[image: image45.emf]; при этом выводима формула 
[image: image46.emf].  Иными словами для некоторых значений
[image: image47.emf] однозначно определён некоторый элемент
[image: image48.emf], являющийся по определению значением функции, определённой формулой
[image: image49.emf]. Так определённую функцию будем называть определимой.

Перенося с помощью принципа переноса рассмотренную конструкцию на теорию гиперрациональных чисел, получаем понятие определимой функции гиперрационального аргумента. 

3.2. Будем рассматривать класс функций, называемых элементарными.

Обозначим класс элементарных функций через 
[image: image50.emf].

3.2.1. Класс 
[image: image51.emf]содержит все определимые функции.

3.2.2. Если 
[image: image52.emf]и 
[image: image53.emf] – функции класса 
[image: image54.emf] и определена функция 
[image: image55.emf], то она принадлежит классу 
[image: image56.emf].

3.2.3. Пусть 
[image: image57.emf], где 
[image: image58.emf]– конечное гиперрациональное (или рациональное) число, 
[image: image59.emf]– гипернатурально (натурально). Если функции
[image: image60.emf] и
[image: image61.emf] являются функциями класса 
[image: image62.emf], то и функция 
[image: image63.emf]принадлежит классу
[image: image64.emf].

3.3. Пусть имеется последовательность конечных гиперррациональных чисел (в частности рациональных), рассматриваемая как элементарная функция, заданная на классе гипернатуральных (натуральных) чисел. Члены этой последовательности будем обозначать
[image: image65.emf]. Пусть, далее, 
[image: image66.emf]– конечное гиперрациональное (или рациональное) число. В силу 3.2.3. корректно определена сумма 
[image: image67.emf]. Если для всех бесконечно больших гипернатуральных
[image: image68.emf] и
[image: image69.emf]имеет место
[image: image70.emf], то говорим, что при данном
[image: image71.emf]определена монада суммы
[image: image72.emf] . Здесь мы фактически следуем работам [5,6].

Ясно, что на классе всех конечных
[image: image73.emf], для которых определена монада 
[image: image74.emf]определена элементарная функция
[image: image75.emf]такая, что при каждом конечном гиперрациональном
[image: image76.emf] 
[image: image77.emf]при каждом бесконечно большом
[image: image78.emf]. В работах [5,6] применён несколько иной подход к аналогу степенных рядов в поле комплексных гиперрациональных чисел.

3.3.1. Теорема.  Монада 
[image: image79.emf]определена тогда и только тогда, когда для любых бесконечно больших
[image: image80.emf] и
[image: image81.emf]имеет место 
[image: image82.emf].

Доказательство этого утверждения почти очевидно. Фактически речь идёт об аналоге критерия Коши сходимости рядов.

3.3.2.  Теорема. Всякая элементарная функция вида
[image: image83.emf]дифференцируема в  монаде  любого конечного гиперрационального числа, в котором она определена.

Доказательство. Пусть 
[image: image84.emf]. Тогда 
[image: image85.emf].  Число
[image: image86.emf]является конечным в силу существования функции
[image: image87.emf]в монаде числа
[image: image88.emf], следовательно
[image: image89.emf], что и означает дифференцируемость функции
[image: image90.emf]в точке
[image: image91.emf]. При этом
[image: image92.emf].

3.3.2.1. Следствие. Всякая функция из теоремы имеет производные любого конечного порядка, причём для любого натурального числа
[image: image93.emf].

3.3.3. Далее практически параллельно теории степенных рядов строится теория функций вида
[image: image94.emf]. Такие функции уместно назвать аналитическими. Введём в рассмотрение следующие аналитические функции:

3.3.3.1. Экспонента 
[image: image95.emf]. Эта функция определена для всех конечных гиперрациональных
[image: image96.emf].

3.3.3.2. Синус
[image: image97.emf]. Функция эта тоже является определённой для каждого конечного гиперрационального числа.

3.3.3.3. Логарифм
[image: image98.emf]. Эта функция определена для всех гиперрациональных
[image: image99.emf], удовлетворяющих неравенству
[image: image100.emf].

3.3.4. В дальнейшем можно ввести в рассмотрение функции косинус, тангенс, гиперболические функции, для которых требуется ввести число
[image: image101.emf], а также степенную функцию
[image: image102.emf]с соответствующей областью определения. Могут быть введены и другие функции.

Фактически введение аналитических функций степенными рядами проводится в теории аналитических функций комплексной переменной. Известные свойства функций доказываются как операции над рядами.

3.5. Степенная функция. Для каждого гипернатурального
[image: image103.emf]определим степень гиперрационального числа 
[image: image104.emf] показателем
[image: image105.emf]рекурсией:
[image: image106.emf]. Введём в рассмотрение корень степени
[image: image107.emf]из числа
[image: image108.emf]как такое число
[image: image109.emf], что
[image: image110.emf]и
[image: image111.emf].

Точно также, ка и в элементарной математике доказывается существование так называемого арифметического корня чётной степени из положительного числа и корня нечётной степени из числа любого знака.

Определим, далее,
[image: image112.emf]. Ясно, что для положительного гиперрационального числа таким образом определено понятие степени с произвольным положительным гиперрациональным показателем. Степень с отрицательным показателем определяется правилом
[image: image113.emf].

Элементарными методами доказывается

3.5.1.  Теорема. При условии существования одной из частей любого из  нижеприведённых  равенств существует и другая и равенство имеет место:

[image: image114.emf], кроме того
[image: image115.emf].

3.5.2. Теорема. Степенная функция дифференцируема в каждой конечной точке своей определения и имеет место равенство
[image: image116.emf], в частности, она имеет производные любого конечного порядка. При этом
[image: image117.emf].

Доказательство.  Рассмотрим сначала функцию
[image: image118.emf]. Ясно, что при
[image: image119.emf]

 EMBED Microsoft Equation 3.0
 [image: image120.emf]            

[image: image121.emf], что гарантирует дифференцируемость функции
[image: image122.emf].

Пусть теперь
[image: image123.emf]. Положив
[image: image124.emf] и применяя правило дифференцирования композиции, так как
[image: image125.emf],
[image: image126.emf], то есть
[image: image127.emf], что прямым вычислением даёт
[image: image128.emf].

В общем случае функция вида
[image: image129.emf]рассматривается как композиция извлечения корня из натуральной степени.   

4. Теоретико-модельный подход. Будем рассматривать модели теории гиперрациональных чисел в рамках теории множеств Цермело-Френкеля.

Пусть
[image: image130.emf]– множество рациональных чисел, являющееся моделью теории рациональных чисел, иными словами упорядоченное поле, элементы которого можно рассматривать ка тройки натуральных чисел. Пусть, далее,
[image: image131.emf]– полк гиперрациональных чисел – модель теории гиперрациональных чисел, являющаяся элементарным расширением поля
[image: image132.emf]. Тогда гиперрациональные функции являются функциями в модели
[image: image133.emf], определимыми посредством формул соответствующего языка. 

4.1. Теорема. Пусть
[image: image134.emf]– функция, сопоставляющая положительным гиперациональным числам положительные гиперрациональные числа и обладающая свойствами:

[image: image135.emf] Тогда для каждого гипернатурального
[image: image136.emf]. 

Доказательство. Очевидно, что
[image: image137.emf]. Остальные свойства почти очевидны.

4.3. Теорема. Функция
[image: image138.emf], определённая правилом
[image: image139.emf]удовлетворяет условиям теоремы 4.1 при
[image: image140.emf].

Доказательство. По определению 3.3.3.1.
[image: image141.emf] для каждого бесконечно большого гипернатурального
[image: image142.emf](
[image: image143.emf]– число, определённое в 3.3.3.3.). Тогда, очевидно, что
[image: image144.emf], так как в силу конечности
[image: image145.emf]и бесконечности
[image: image146.emf]выражением в квадратных скобках конечно. Отсюда легко получается строгое возрастание функции. Другие свойства очевидны.

4.3.1. Следствие. Для конечных гиперрациональных
[image: image147.emf]

 EMBED Microsoft Equation 3.0
 [image: image148.emf] для некоторого бесконечно большого гипернатурального
[image: image149.emf].

4.4.. Рассмотрим класс задач распознавания, решаемых на недетерминированной машине Тьюринга за полиномиальное время. Этот класс известен как класс
[image: image150.emf]. Известно, что
[image: image151.emf], где
[image: image152.emf]– класс экспоненциальных задач, то есть задач, решаемых на детерминированной машине Тьюринга за время
[image: image153.emf].  Учитывая 4.3.1., получаем, что класс экспоненциальных задач содержится в классе полиномиальных задач – задач, решаемых на детерминированной машине Тьюринга за время
[image: image154.emf]с бесконечно большим
[image: image155.emf]. Отсюда, используя для класса полиномиальных задач стандартное обозначение
[image: image156.emf], получаем,  что при добавлении к теории множеств Цермело-Френкеля бесконечно большого числа
[image: image157.emf], в частности
[image: image158.emf]. Отрицание последнего равенства иногда называют основной гипотезой теории алгорифмов. Наши рассуждения показывают, что существует расширение теории множеств Цермело-Френкеля, в котором основная гипотеза неверна. С другой стороны, нет оснований к тому, что существуют теории множеств, в кторых гипотеза справедлива.
Литература.
1. Ловягин Ю.Н. Гиперрациональные числа как основа математического анализа // Вестник сыктывкарского университета. Сер. 1, Вып. 7. – 2007. – С. 17 – 34.

2. Праздникова Е.В. Моделирование вещественного анализа в рамках аксиоматики для гипернатуральных чисел // Вестник сыктывкарского университета. Сер.1, Вып. 7. – 2007. – С. 41 – 66.

3. Сегаль И.Ф. Доказательство равномерной непрерывности функций на гипер-рациональных числах в аксиоматике арифметики // Косовский Н.К., Тишков А.В. Логики конечнозначных предикатов на основе неравенств: Учебное пособие. – СПб.: Издательство С.-Петерб. университета, 2000. – 268 с. – С.232 – 241.

4. Драгалин А.Г. Конструктивная теория доказательств и нестандартный анализ. – М.: Едиториал УРСС, 2003. – 544 с.

5. Праздникова Е.В. Моделирование голоморфных аксиоматическом нестандартном анализе // Некоторые актуальные проблемы современной математики и математического образования: LXII Герценовские чтения, Санкт-Петербург. – 2008. – С. 114 – 150.

6. Ловягин Ю.Н., Праздникова Е.В.Элементарные функции на множестве комплексных гиперрациональных чисел // Вестник Сыктывкарского университета. Сер. 1, Вып. 9. – С. 30 – 42.

7. Ловягин Ю.Н., Праздникова Е.В. Формализованный язык для описание теории комплексных гиперрациональных чисел // Поэт, учёный, педагог: Материалы Всероссийской конференции, посвящённой Н.А.Фролову. Сыктывкар. – 2009. – С. 106 – 115.

8. Ловягин Ю.Н. Арифметика А.Тарского как методологическая основа преподавания элементарного анализа. // Некоторые актуальные проблемы современной математики и математического образования: LXV Герценовские чтения, Санкт-Петербург. – 2012. – С. 182 – 194.

9. Ловягин Ю.Н. О понятии градуированнной непрерывности  в рамках теории гиперрациональных чисел // Перспективы развития современных математических и естественных наук: Сб. Научных трудов по итогам международной научно-практической конференции. Воронеж. – 2014. С. 9 – 12.

10. Ловягин Ю.Н. Теоретико-множественная арифметика, основанная на понятии прачисла. // Актуальные проблемы естественных и математических наук в России и за рубежом: Сб. Научных трудов по итогам конференции. Новосибирск. – 2015. – С. 14 – 20.
_2147483647.unknown

_2147483646.unknown

_2147483645.unknown

_2147483644.unknown

_2147483643.unknown

_2147483642.unknown

_2147483641.unknown

_2147483640.unknown

_2147483639.unknown

_2147483638.unknown

_2147483637.unknown

_2147483636.unknown

_2147483635.unknown

_2147483634.unknown

_2147483633.unknown

_2147483632.unknown

_2147483631.unknown

_2147483630.unknown

_2147483629.unknown

_2147483628.unknown

_2147483627.unknown

_2147483626.unknown

_2147483625.unknown

_2147483624.unknown

_2147483623.unknown

_2147483622.unknown

_2147483621.unknown

_2147483620.unknown

_2147483619.unknown

_2147483618.unknown

_2147483617.unknown

_2147483616.unknown

_2147483615.unknown

_2147483614.unknown

_2147483613.unknown

_2147483612.unknown

_2147483611.unknown

_2147483610.unknown

_2147483609.unknown

_2147483608.unknown

_2147483607.unknown

_2147483606.unknown

_2147483605.unknown

_2147483604.unknown

_2147483603.unknown

_2147483602.unknown

_2147483601.unknown

_2147483600.unknown

_2147483599.unknown

_2147483598.unknown

_2147483597.unknown

_2147483596.unknown

_2147483595.unknown

_2147483594.unknown

_2147483593.unknown

_2147483592.unknown

_2147483591.unknown

_2147483590.unknown

_2147483589.unknown

_2147483588.unknown

_2147483587.unknown

_2147483586.unknown

_2147483585.unknown

_2147483584.unknown

_2147483583.unknown

_2147483582.unknown

_2147483581.unknown

_2147483580.unknown

_2147483579.unknown

_2147483578.unknown

_2147483577.unknown

_2147483576.unknown

_2147483575.unknown

_2147483574.unknown

_2147483573.unknown

_2147483572.unknown

_2147483571.unknown

_2147483570.unknown

_2147483569.unknown

_2147483568.unknown

_2147483567.unknown

_2147483566.unknown

_2147483565.unknown

_2147483564.unknown

_2147483563.unknown

_2147483562.unknown

_2147483561.unknown

_2147483560.unknown

_2147483559.unknown

_2147483558.unknown

_2147483557.unknown

_2147483556.unknown

_2147483555.unknown

_2147483554.unknown

_2147483553.unknown

_2147483552.unknown

_2147483551.unknown

_2147483550.unknown

_2147483549.unknown

_2147483548.unknown

_2147483547.unknown

_2147483546.unknown

_2147483545.unknown

_2147483544.unknown

_2147483543.unknown

_2147483542.unknown

_2147483541.unknown

_2147483540.unknown

_2147483539.unknown

_2147483538.unknown

_2147483537.unknown

_2147483536.unknown

_2147483535.unknown

_2147483534.unknown

_2147483533.unknown

_2147483532.unknown

_2147483531.unknown

_2147483530.unknown

_2147483529.unknown

_2147483528.unknown

_2147483527.unknown

_2147483526.unknown

_2147483525.unknown

_2147483524.unknown

_2147483523.unknown

_2147483522.unknown

_2147483521.unknown

_2147483520.unknown

_2147483519.unknown

_2147483518.unknown

_2147483517.unknown

_2147483516.unknown

_2147483515.unknown

_2147483514.unknown

_2147483513.unknown

_2147483512.unknown

_2147483511.unknown

_2147483510.unknown

_2147483509.unknown

_2147483508.unknown

_2147483507.unknown

_2147483506.unknown

_2147483505.unknown

_2147483504.unknown

_2147483503.unknown

_2147483502.unknown

_2147483501.unknown

_2147483500.unknown

_2147483499.unknown

_2147483498.unknown

_2147483497.unknown

_2147483496.unknown

_2147483495.unknown

_2147483494.unknown

_2147483493.unknown

_2147483492.unknown

_2147483491.unknown

_2147483490.unknown

