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Отмечается, что модель Кельвина—Фойхта непригодна для описания некоторых поли-
меров и биологических тканей. В этих случаях пользуются трехкомпонентной комби-
нацией элементов, которая состоит из параллельно соединенной пружины и демпфера
с последовательно прикрепленной к ним пружиной. Силовая характеристика данной
комбинации включает не только деформацию, скорость деформации и силу, но и ско-
рость изменения силы. Примерами подобных систем могут служить стенка кровеносно-
го сосуда и межпозвонковый диск, которому было уделено особое внимание. Поскольку
движение таких систем описывается обыкновенным дифференциальным уравнением
третьего порядка, то их относят к классу систем с нецелым числом степеней свободы.
Для одномассовой колебательной системы с полутора степенями свободы с помощью
преобразования Лапласа была построена передаточная функция, а затем амплитудно-
частотная характеристика. Анализ последней показал, что увеличение коэффициента
демпфирования от нуля до бесконечности сначала приводит к уменьшению ее максиму-
ма до некоторого ненулевого значения, а затем к возрастанию и достижению бесконеч-
ности при бесконечном значении коэффициента демпфирования. Эта же особенность
продемонстрирована и на двухмассовой системе цепной структуры, каждое звено ко-
торой имеет полторы степени свободы. Последовательная комбинация из семи таких
звеньев была применена для моделирования поясничного отдела позвоночника в струк-
туре общей модели тела сидящего человека, подверженного вертикальной вибрации.
Для моделирования многосуставных мышц поясничного отдела использовались много-
звенные упруговязкие соединения. Для определения параметров предложенной модели
необходимы дополнительные экспериментальные исследования.
Ключевые слова: механическая система, амплитудно-частотная характеристика, неце-
лое число степеней свободы, резонансная частота.

1. Введение. При моделировании биомеханических систем широко применяются
механические системы с сосредоточенными параметрами. Эти модели состоят обыч-
но из абсолютно твердых тел, соединенных последовательно пружинами и демпфе-
рами. Такую комбинацию принято называть моделью Кельвина—Фойхта. В качестве
примеров можно привести механическую модель поясничного отдела позвоночника,
предназначенную для исследования его поведения при импульсном воздействии во
время катапультирования [1] (рис. 1), и механическую модель тела человека, под-
верженного действию вертикальной вибрации [2] (рис. 2).

Oднако известно, что модель Кельвина—Фойхта непригодна для описания
свойств целого ряда полимеров и биологических тканей. В этих случаях применяют
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Рис. 1. Модель поясничного
отдела при импульсном

воздействии [1]

Рис. 2. Механическая модель
тела человека, подверженного

вибрации [2]

трехкомпонентную комбинацию элементов, которая состоит из параллельно соеди-
ненных пружины и демпфера, с последовательно прикрепленной к ним пружиной

Рис. 3. Стандартное линейное тело

(рис. 3). Эту комбинацию называют стан-
дартным линейным телом или моделью Зи-
нера. В качестве примера можно привести
статьи [3, 4], в которых такая модель исполь-
зовалась для определения входного механи-
ческого импеданса локтевой кости, окружен-
ной мягкой тканью, а также работу [5], в ко-
торой моделировался материал стенки крове-
носного сосуда.

2. Историческая справка. Термин «нецелое число степеней свободы» появился
в первой половине ХХ в. В [6] были описаны линейные системы с 1/2 степени свобо-
ды. Одна из них рассматривалась как вырождение линейного осциллятора с малой
массой, другая — как электрический контур с пренебрежимо малой индуктивностью.
В обоих случаях поведение системы описывалось обыкновенным дифференциальным
уравнением первого порядка. В связи с этим понятие нецелого числа степеней сво-
боды связывалось с порядком уравнения (или системы уравнений), описывающего
поведение системы. К сожалению, и в указанном первом издании, и в последующих
изданиях [7] обсуждение таких систем ограничилось особенностями задания началь-
ных данных. В работе [8] при изложении теории колебаний линейных систем были
рассмотрены и системы с нецелым числом степеней свободы, в том числе системы
с полутора степенями свободы, движение которых описывается дифференциальным
уравнением третьего порядка. Эти системы по-прежнему описывались как вырожде-
ние систем с конечным числом степеней свободы при пренебрежимо малом значении
одной из двух масс.

3. Системы с полутора степенями свободы. Известно, что свойства мате-
риалов, которые можно рассматривать как стандартное линейное тело, подчинены
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соотношению
αḞ + βF = −γẋ − δx , (1)

в котором x –– деформация, F — сила.

Рис. 4. Механическая модель позвонка
с межпозвонковым диском

В частности, соотношение (1) выполняет-
ся для межпозвонкового диска [9], несмотря
на его сложную внутреннюю структуру [10].
В связи с этим межпозвонковый диск был вы-
бран в качестве характерного примера биоме-
ханической системы. Поскольку стандартное
линейное тело является невесомой конструк-
цией, то для учета инерциальных свойств
реального тела в простейшем случае исполь-
зуется система, изображенная на рис. 4, где
m — масса твердого деформируемого тела, c1 и c2 — жесткости пружин, b — коэф-
фициент демпфирования. Эта система может служить моделью позвонка с межпо-
звонковым диском. Уравнения его движения относительно неподвижного основания
имеют следующий вид:

mẍ = −bẋ1 − c1x1,

bẋ1 + c1x1 = c2x2,
(2)

где x — перемещение массы m в абсолютной системе координат; x1 и x2 — деформа-
ции пружин. Система уравнений (2) сводится к одному дифференциальному уравне-
нию третьего порядка

ma
...
x + mdẍ + bẋ + c1x = 0, (3)

здесь

a =
b

c2
, d =

(c1 + c2)
c2

.

Если к основанию системы, изображенной на рис. 4, приложить кинематическое
возбуждение по закону y(t) = Y sin (ωt), то уравнение (3) дополнится правой частью,
а именно

ma
...
x + mdẍ + bẋ + c1x = bẏ + c1y. (4)

Уравнение (4) можно рассматривать как математическую модель позвонка,
скрепленного межпозвонковым диском с вибрирующим основанием, хотя может слу-
жить моделью и других биомеханических систем. Применив к нему преобразование
Лапласа и разделив все члены уравнения на Y (p), где p — комплексная переменная,
получим выражение для передаточной функции (ПФ)

H(p) =
α1p + α0

δ3p3 + δ2p2 + δ1p + δ0
, (5)

в которой δ0 = α0 = c1c2, δ1 = α1 = bc2, δ2 = m(c1 + c2), δ3 = mb.
Амплитудно-частотная характеристика (АЧХ), соответствующая ПФ (5), как из-

вестно, получается в результате подстановки в нее вместо комплексной переменной p
мнимой переменной iω с последующим определением ее модуля:

|H(ω)| =

√
α2

0 + α2
1ω

2

(δ0 − δ2ω2)2 + (δ1ω − δ3ω3)2
. (6)
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В отсутствии демпфирования, т. е. при b = 0, АЧХ (6) примет следующий вид:

|H(ω)| =
c1c2

c1c2 − m(c1 + c2)ω2
,

откуда резонансная частота для рассматриваемой системы равна

ωres =
√

c1c2

m(c1 + c2)
.

В то же время можно убедиться, что при возрастании коэффициента демпфиро-
вания от нуля до бесконечности максимальное значение АЧХ сначала будет умень-
шаться до некоторого минимального, а потом снова будет расти, как показано на
рис. 5, до бесконечности при частоте, равной

ω∗
res =

√
c1c2

m(c1 + c2)
.

Рис. 5. Изменение АЧХ с возрастанием коэффициента демпфирования b

На рис. 5 также видно, как максимальное значение АЧХ постепенно смещается
вправо, т. е. в сторону увеличения частоты.

4. Моделирование позвоночника. Следующим шагом было моделирование
системы из двух позвонков, соединенных межпозвонковыми дисками между собой
и с вибрирующим основанием (рис. 6). Она представляет собой последовательное
соединение систем, каждая из которых имеет полторы степени свободы.

Движение этой механической модели в абсолютной системе координат описы-
вается системой двух дифференциальных уравнений третьего порядка

m1a1
...
x1 + m1d1ẍ1 + b1ẋ1 + c11x1 − b1ẋ2 − c11x2 = 0,

m2a2
...
x2 + m2d2ẍ2 + b2ẋ2 + c21x2 + m1a2

...
x1 + m1d2ẍ1 = b2ẏ + c21y,

(7)
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Рис. 6. Механическая модель
двухпозвонкового участка позвоночника

в которой

a1 =
b1

c12
, d1 =

c11 + c12

c12
,

a2 =
b2

c22
, d2 =

c21 + c22

c22
,

x1 и x2 — перемещения масс m1 и m2,
cij (i, j = 1, 2) — жесткости пружин, b1

и b2 — коэффициенты демпфирования.
Применив к системе уравнений (7)

преобразование Лапласа и разделив каж-
дый член уравнений на Y (p), где p — ком-
плексная переменная, разрешим данную
систему относительно H1(p). В результате
получаем для массы m1 ПФ в виде урав-
нения

H1(p) =
α2p

2 + α1p + α0

δ6p6 + δ5p5 + δ4p4 + δ3p3 + δ2p2 + δ1p + δ0
, (8)

здесь
δ0 = α0 = c11c21, δ1 = α1 = b1c21 + b2c11,
δ2 = (m1 + m2)c11d2 + m1c21d1 + b1b2,
δ3 = (m1 + m2)(b1d2 + c11a2) + m1(b2d1 + c21a1),
δ4 = (m1 + m2)b1a2 + m1b2a1 + m1m2d1d2,
δ5 = m1m2(a1d2 + a2d1), δ6 = m1m2a1a2, α2 = b1b2.
АЧХ, соответствующая ПФ (8), имеет вид

|H1(ω)| =

√
(α0 − α2ω2)2 + α2

1ω
2

(δ0 − δ2ω2 + δ4ω4 − δ6ω6)2 + (δ1ω − δ3ω3 + δ5ω5)2
. (9)

При b1 = b2 = 0 АЧХ (9) запишем следующим образом:

|H ′
1(ω)| =

α0

δ0 − δ′2ω2 + δ′4ω4
, (10)

где δ′0 = δ0, δ′2 = (m1 + m2)c11d2 + m1c21d1, δ′4 = m1m2d1d2.
Приравнивая знаменатель выражения для |H ′

1(ω)| (10) к нулю и решая биквад-
ратное уравнение

δ′4ω
4 − δ′2ω

2 + δ′0 = 0,

получим квадраты резонансных частот, а именно

(ωres)21,2 =
δ′2 ±

√
(δ′2)2 − 4δ′0δ

′
4

2δ′4
.

Нетрудно убедиться, что подкоренное выражение больше нуля и корни вещест-
венные и положительные. Для определения поведения АЧХ при b1 и b2, стремящимся
к бесконечности, нужно разделить ее коэффициенты на b1 и b2 и устремить их к бес-
конечности. В результате АЧХ (9) представим в виде

|H ′′
1 (ω)| =

−α′′
2ω2

−δ′′2ω2 + δ′′4 ω4 − δ′′6 ω6
, (11)
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здесь

δ′′2 = α′′
2 = 1, δ′′4 =

m1(c12 + c22) + m2c12

c12c22
, δ′′6 =

m1m2

c12c22
.

Разделив числитель и знаменатель выражения для |H ′′
1 (ω)| (11) на −ω2, находим,

что
|H1

′′(ω)| =
1

1 − δ′′4 ω2 + δ′′6ω4
.

Приравнивая знаменатель к нулю и решая биквадратное уравнение

δ′′6ω4 − δ′′4ω2 + 1 = 0,

получим два значения квадрата резонансных частот при b1 и b2, стремящихся к бес-
конечности:

(ω∗
res)

2
1,2 =

δ′′4 ±√(δ′′4 )2 − 4δ′′6
2δ′′6

.

Нетрудно убедиться, что подкоренное выражение больше нуля, а корни вещественные
и положительные.

Характер изменения АЧХ этой двухмассовой системы при изменении коэффи-
циентов демпфирования b1 и b2 от нуля до бесконечности представлен на рис. 7.
Видно, что возрастание b1 и b2 приводит к уменьшению максимумов АЧХ до неко-
торых ненулевых значений с последующим возрастанием их до бесконечности при
найденных выше частотах (ω∗

res)1 и (ω∗
res)2.

Рис. 7. Изменение АЧХ двухмассовой системы при возрастании коэффициентов
демпфирования

272 Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2020. Т. 16. Вып. 3



Рис. 8. Механическая модель тела человека
с поясничным отделом позвоночника

В результате приведенных иссле-
дований АЧХ одномассовой и двухмас-
совой систем появляется возможность
строить и многозвенные системы, у ко-
торых каждое звено имеет полторы сте-
пени свободы. Такие системы можно
использовать для моделирования неко-
торых отделов позвоночника, подвер-
женных вертикальному вибрационно-
му воздействию. Грудной отдел гораз-
до в меньшей степени подвержен верти-
кальной деформации при допустимых
значениях амплитуды вибрационного
воздействия. Шейный отдел достаточ-
но подвижен, однако в наибольшей сте-
пени вибрационному воздействию под-
вержен поясничный отдел позвоночни-
ка. В связи с этим была построена ме-
ханическая модель поясницы, которая
встроена в модель тела сидящего чело-
века (рис. 8). Она состоит из семи твер-
дых тел, моделирующих пять пояснич-
ных позвонков с равными массами mi,
и двух тел, моделирующих части туло-
вища ниже и выше поясницы с массами
m1 и m7. Все тела соединены между со-
бой трехэлементными системами с по-
лутора степенями свободы.

В работе [11] было показано, что
в случае вибрационного воздействия
многосуставные мышцы можно моделировать с помощью пассивных механических
соединений. В связи с этим в предложенной модели верхняя и нижняя части тулови-
ща связаны многозвенными вязкоупругими соединениями с жесткостью c0 и коэф-
фициентом демпфирования b0, которые моделируют многосуставные мышцы пояс-
ничного отдела.

В целом это модель тела сидящего человека. Она может быть применена для
построения системы виброзащиты человека-оператора.

Что касается параметров модели, то для определения коэффициентов упругости
использовались экспериментальные данные, полученные на изолированных образцах
межпозвонковых дисков [12]. Для определения коэффициентов демпфирования тре-
буются дополнительные экспериментальные исследования. В предложенной модели
они выбирались таким образом, чтобы исключить собственные колебания системы.
Массы тел m1 и m7 соответствуют средним значениям масс верхней и нижней частей
туловища. Что же касается моделирования мышц, то их параметры c0 и b0 подби-
раются таким образом, чтобы АЧХ модели соответствовала экспериментальной АЧХ
тела человека.

5. Заключение. Основная цель исследования АЧХ системы с полутора степе-
нями свободы заключалась в том, чтобы продемонстрировать особенности поведения
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АЧХ при увеличении коэффициента демпфирования b. Следует отметить, что та ре-
зонансная частота, при которой максимальное значение АЧХ обращается в бесконеч-
ность, при бесконечно большом коэффициенте демпфирования не играет большую
практическую роль. Важно то, что с некоторого значения возрастающий коэффи-
циент демпфирования АЧХ перестает убывать и начинает возрастать. Данный факт
следует учитывать при моделировании материалов со свойствами стандартного ли-
нейного тела, которыми обладают не только межпозвонковый диск или стенка крове-
носного сосуда, но и многие биологические материалы. Для этих материалов харак-
терно достаточно высокое внутреннее трение, при котором собственные колебания от-
сутствуют. К сожалению, определение значений коэффициента демпфирования для
модели каждого конкретного материала требует дополнительных экспериментальных
исследований, в которых будут проведены измерения скорости деформации, прило-
женной силы и скорости ее изменения. Выполнение таких исследований позволит
перейти к использованию этих материалов при протезировании.
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It is noted that the Kelvin—Voigt model is unsuitable for describing some polymers and
biological tissues. In these cases, a three-component combination of elements, which consists
of a spring and damper, connected in parallel and a spring sequentially attached to them,
is used. The force characteristic of such a combination includes not only the strain, strain
rate, and force, but also the rate of force change. Examples of such systems are the blood
vessel wall and the intervertebral disc, which have been given special attention. Since the
motion of such systems is described by an ordinary third-order differential equation, they
are classified as systems with a non-integer number of degrees of freedom. For a single-mass
oscillating system with one and a half degrees of freedom, a transfer function was constructed
using the Laplace transform. In addition, the amplitude-frequency response (AFR) was also
constructed. Analysis of this characteristic showed that increasing the damping coefficient
from zero to infinity first leads to a decrease in its maximum to a certain non-zero value, and
then to an increase and reaching infinity with an infinite value of the damping coefficient.
The same feature is demonstrated on a two-mass system of chain structure, each link of
which has one and a half degrees of freedom. A sequential combination of seven such links
was used to model the lumbar spine in the structure of a General body model of a sitting
person subject to vertical vibration. Multi-link elastic-viscous joints were used to model the
multi-articular muscles of the lumbar spine. Additional experimental studies are needed to
determine the numerical values of the parameters of the proposed model.
Keywords: mechanical system, amplitude-frequency response, non-integer number of degrees
of freedom, resonant frequency.
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