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В статье доказана теорема об усиленном законе больших чисел для линейных функ-
ций конкомитантов (индуцированных порядковых статистик) для последовательно-
стей независимых одинаково распределенных двумерных случайных векторов. Резуль-
тат дополняет предшествующие работы Янга (1981), Грибковой и Зитикиса (2017,
2019). Доказательство базируется на свойстве условной независимости конкомитан-
тов Бхаттачариа (1974), применяется усиленный закон больших чисел для функций
порядковых статистик ван Цвета (1980), классические неравенства, в том числе нера-
венство Розенталя (1970).
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комбинации, усиленный закон больших чисел.

1. Введение. Пусть {(Xn, Yn)}∞n=1 — последовательность независимых одина-
ково распределенных двумерных случайных векторов,X1:n ≤ · · · ≤ Xn:n — порядко-
вые статистики, соответствующие первым n элементам первой компоненты последо-
вательности. Мы будем предполагать, что первая компонента вектора имеет непре-
рывное распределение, тогда с вероятностью 1 среди значений Xr:n, r = 1, . . . , n,
нет совпадающих, и мы можем однозначно определить конкомитант Y[r:n], соответ-
ствующий r-й порядковой статистике Xr:n, r = 1, . . . , n, равенством Y[r:n] = Yj , если
Xr:n = Xj .

Термин конкомитант r-й порядковой статистики был введен Г. Дэйвидом [1].
Ряд основополагающих для теории конкомитантов результатов был получен в ра-
ботах Бхаттачариа [2, 3] (который предложил для Y[r:n] альтернативное название —
индуцированные порядковые статистики), а также в работах [4, 5]. Многими авто-
рами изучались свойства многомерных конкомитантов (см., напр., [6, 7]) и конкоми-
тантов в последовательностях зависимых случайных величин (напр., [8]). В [9, 10]
Егоровым и Невзоровым было предложено обобщающее определение индуцирован-
ных порядковых статистик, при котором конкомитанты Y[r:n] нумеруются в порядке
возрастания значений f(Xr), принимаемых некоторой измеримой функцией f . В
этих работах были изучены свойства обобщенных конкомитантов, в частности дока-
зана асимптотическая нормальность их нормированных сумм. Отметим, что част-
ным случаем таких обобщенных конкомитантов являются, например, абсолютные

c© Санкт-Петербургский государственный университет, 2020

418 https://doi.org/10.21638/spbu01.2020.305



порядковые статистики [9]. В завершение этого короткого обзора, упомянем работы
Давыдова и Егорова [11, 12], в которых для последовательностей индуцированных
порядковых статистик доказан ряд функциональных предельных теорем.

В этой заметке мы рассматриваем линейные комбинации индуцированных по-
рядковых статистик

Tn =
1

n

n∑

r=1

Y[r:n]w

(
r

n+ 1

)
(1.1)

для последовательности (Xn, Yn), n = 1, 2 . . . , независимых наблюдений, где w :
[0, 1] → R — борелевская функция весов. Мы доказываем результат о сходимости Tn
к постоянному пределу с вероятностью 1. Наше исследование мотивировано пред-
шествующими работами Янга [13–15] и Грибковой и Зитикиса [16, 17]. Линейные
комбинации конкомитантов вида (1.1) находят применение в прикладной статисти-
ке. Так, в статьях [6, 14, 15] обсуждались различные приложения, например для
оценки параметров регрессии. В работах Янга [14, 15] были доказаны варианты
центральной предельной теоремы для нормированных статистик вида (1.1), однако
закон больших чисел, т. е. сходимость статистики Tn к постоянному пределу (в том
или ином вероятностном смысле), Янгом не рассматривался. В статьях Грибковой
и Зитикиса [16, 17] линейные комбинации конкомитантов появлялись как составные
части оценок ряда экономических и финансовых показателей (например, взвешен-
ного бета Джини). При изучении асимптотических свойств этих оценок в [16, 17] был
попутно доказан ряд утверждений о сходимости линейных комбинаций конкомитан-
тов к пределу в смысле сходимости по вероятности, то есть слабый закон больших
чисел. В этой работе мы доказываем сходимость с вероятностью 1. Насколько мы
знаем, усиленный закон больших чисел для статистик Tn вида (1.1) никем ранее
не изучался. Наше доказательство базируется на свойстве условной независимости
конкомитантов [2], применяются классические неравенства, в частности неравенство
Розенталя [18].

2. Основной результат. Введем обозначение FX(x) = P(X ≤ x) для функции
распределения случайной величины X и F−1

X (u) = inf{x : FX(x) ≥ u}, u ∈ (0, 1), —
для ее непрерывной слева инверсии. Определим функции условного математическо-
го ожидания

gY |X(x) = E[Y |X = x] (2.1)

и условного абсолютного центрального момента порядка α > 0

vαY |X(x) = E
[
|Y − gY |X(x)|α|X = x

]
, (2.2)

которые будут корректно определены при всех x ∈ R в условиях представленной
ниже теоремы. Будем использовать обозначение Lp[a, b] для класса функций, абсо-
лютно интегрируемых в степени p в интервале [a, b], a < b, и обозначение f ◦ h —
для композиции функций f и h.

Основным результатом работы является следующая теорема.

Теорема. Предположим, что функция FX непрерывна и существуют p, q ∈
[1,∞], 1

p +
1
q = 1, такие что v2+δ

Y |X ◦F−1
X ∈ Lp[0, 1] и |w|2+δ ∈ Lq[0, 1] для некоторого

δ > 0. Тогда

Tn =
1

n

n∑

r=1

Y[r:n]w

(
r

n+ 1

)
п.н.−−−−→
n→∞

E[Y w ◦ FX(X)], (2.3)
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где FX(X) — случайная величина (значение функции распределения FX от случай-
ного аргумента X), имеющая равномерное на [0, 1] распределение.

Доказательство. Представим Tn в виде суммы двух слагаемых:

Tn = Tn,1 + Tn,2, (2.4)

где

Tn,1 =
1

n

n∑

r=1

gY |X(Xr:n)wr,n,

Tn,2 =
1

n

n∑

r=1

(Y[r:n] − gY |X(Xr:n))wr,n.

Здесь и далее мы используем сокращенное обозначение wr,n := w
(

r
n+1

)
. Первое

слагаемое в правой части (2.4) (т. е. Tn,1) — это линейная комбинация функций
порядковых статистик, и для нее выполнены условия усиленного закона больших
чисел ван Цвета [19, следствие 2.1]. Действительно, из того, что v2+δ

Y |X◦F−1
X ∈ Lp[0, 1] и

|w|2+δ ∈ Lq[0, 1], следует, что gY |X◦F−1
X ∈ Lp[0, 1] и w ∈ Lq[0, 1] с теми же p, q ∈ [1,∞],

1
p + 1

q = 1 (более того, нетрудно видеть, что gY |X ◦ F−1
X ∈ L2[0, 1] и w ∈ L2[0, 1],

поэтому условия из [19] выполнены и с p = q = 2). Следовательно, по усиленному
закону больших чисел ван Цвета имеем

Tn,1
п.н.−−−−→

n→∞

∫ 1

0

gY |X ◦ F−1
X (t)w(t)dt =

∫ ∞

−∞
gY |X(x)w(FX (x)) dFX (x) =

=

∫ ∞

−∞
E[Y w(FX(X))|X = x] dFX(x) = E[Y w ◦ FX(X)]. (2.5)

Для доказательства теоремы остается показать, что

Tn,2
п.н.−−−−→

n→∞
0. (2.6)

Для этого достаточно проверить, что для любого ε > 0 выполняется неравенство

∞∑

n=1

P
(
|Tn,2| > ε

)
<∞. (2.7)

Имеем

P
(
|Tn,2| > ε

)
= E

[
P

(∣∣∣∣
n∑

r=1

(
Y[r:n] − gY |X(Xr:n)

)
wr,n

∣∣∣∣
2+δ

> (εn)2+δ
∣∣X1, . . . , Xn

)]
.

(2.8)

Оценим вероятность под знаком математического ожидания, применив нера-
венство Маркова:

P

(∣∣∣∣
n∑

r=1

(
Y[r:n] − gY |X(Xr:n)

)
wr,n

∣∣∣∣
2+δ

> (εn)2+δ
∣∣X1, . . . , Xn

)
≤

≤
E

[∣∣∑n
r=1

(
Y[r:n] − gY |X(Xr:n)

)
wr,n

∣∣2+δ∣∣X1, . . . , Xn

]

(εn)2+δ
. (2.9)
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Под знаком модуля в условном математическом ожидании стоит сумма условно
независимых случайных величин [2, лемма 1]. Применим последовательно следствие
неравенства Розенталя [18] и неравенство Гёльдера. Имеем

E

[∣∣∑n
r=1

(
Y[r:n] − gY |X(Xr:n)

)
wr,n

∣∣2+δ∣∣X1, . . . , Xn

]

(εn)2+δ
≤

≤ c(ε, δ)
n

δ
2

∑n
r=1 v

2+δ
Y |X(Xr:n)|wr,n|2+δ

n2+δ
=

= c(ε, δ)

1
n

∑n
r=1 v

2+δ
Y |X(Xr:n)|wr,n|2+δ

n1+ δ
2

≤

≤ c(ε, δ)

n1+ δ
2

[
1

n

n∑

r=1

(
v2+δ
Y |X(Xr)

)p
] 1

p
[
1

n

n∑

r=1

(
|wr,n|2+δ

)q
] 1

q

. (2.10)

Здесь и далее c(ε, δ) обозначает неотрицательную величину, зависящую от ε и δ и
не зависящую от n, значение которой в последующем может изменяться. Из (2.8)–
(2.10) вытекает, что для оценки сверху общего члена ряда (2.7) остается оценить
математическое ожидание величины, стоящей в правой части (2.10).

Поскольку 1/p ≤ 1, то по неравенству Ляпунова имеем

E

[
1

n

n∑

r=1

(
v2+δ
Y |X(Xr)

)p
] 1

p

≤
[
E

(
1

n

n∑

r=1

(
v2+δ
Y |X(Xr)

)p
)] 1

p

=

=
[
E

(
v2+δ
Y |X(X1)

)p] 1
p

=
[
E

[
v2+δ
Y |X ◦ F−1

X (U)
]p] 1

p

=‖ v2+δ
Y |X ◦ F−1

X ‖Lp[0,1], (2.11)

где U — случайная величина, равномерно распределенная на [0, 1], и поскольку по
условию v2+δ

Y |X ◦ F−1
X ∈ Lp[0, 1], правая часть (2.11) конечна. Теперь заметим, что

величина, стоящая в квадратных скобках в третьем сомножителе справа в (2.10),

не случайна и является римановой суммой для интеграла
∫ 1

0
|w(t)|(2+δ)q dt, который

конечен, поскольку по условию теоремы |w|2+δ ∈ Lq[0, 1]. Таким образом, из наших
оценок (2.8)–(2.11) следует неравенство

P
(
|Tn,2| > ε

)
≤ c(ε, δ)

n1+ δ
2

,

которое означает, что ряд в (2.7) мажорируется сходящимся рядом

∞∑

n=1

c(ε, δ)

n1+ δ
2

.

Следовательно, ряд в (2.7) сходится, что доказывает (2.6). Из (2.4)–(2.6) следу-
ет (2.3). Теорема доказана.

Замечание. В заключение отметим, что хотя условия доказанной выше теоре-
мы достаточны для большинства приложений, они не оптимальны. Действительно,
если весовая функция w ≡ 1 на [0, 1], то линейная комбинация Tn становится сред-
ним Y вторых компонент вектора, и в этом случае моментные условия теоремы,
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очевидно, избыточны. Авторы планируют ослабить моментные предположения в
следующих работах.

Мы благодарим двух анонимных рецензентов за внимание к работе и ряд по-
лезных конструктивных замечаний.
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