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Рассматривается динамика сложных систем со связями циклического типа. Структура
этих систем представлена в виде кольца, составленного из осцилляторов с гистерезис-
ной обратной связью. В одной из систем каждый осциллятор имеет дополнительную
обратную связь со следующим за ним осциллятором. Установлены достаточные усло-
вия существования периодических и рекуррентных движений. Периодическое движение
соответствует синхронному процессу, возникающему в циклических структурах. В част-
ных случаях получены условия синхронизации системы, а также условия устойчивости
синхронных колебательных процессов.
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Введение. В данной работе исследуются сложные динамические системы, ко-
торые описываются системами дифференциальных уравнений. Рассматриваемые си-
стемы можно отнести к классу гибридных систем на том основании, что для их ре-
шения недостаточно задать только начальные условия, а необходимо также описать
последовательность работы звеньев. Под звеном системы подразумевается осцилля-
тор, который состоит из интегратора и блока обратной связи, содержащего релейную
гистерезисную нелинейность. Особый интерес для приложений представляет случай,
когда осцилляторы соединены в кольцо, и эта система имеет общий полупериод, т. е.
синхронизируется работа всех звеньев после ее включения. Циклические структу-
ры, которые продуцируют процессы синхронизации, широко распространены и час-
то используются в промышленности [1, 2], в частности при конструировании систем
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дозаторов [3, 4], в медицине [5], а также при математическом описании различных
биологических и химических осцилляторов [6–9].

Рассмотрим следующую математическую модель системы:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẏ1(t) = − 2
T1

(u1(y1(t)) + γun(yn(t))) ,

ẏ2(t) = − 2
T2

(u2(y2(t)) + γu1(y1(t))) ,

ẏ3(t) = − 2
T3

(u3(y3(t)) + γu2(y2(t))) ,

. . .

ẏn(t) = − 2
Tn

(un(yn(t)) + γun−1(yn−1(t))) ,

(1)

где T1, T2, . . . , Tn — полупериоды соответствующих осцилляторов; γ ∈ R\{0};

ui(yi(t)) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−1, если (yi(t) < 1 ∧ ui(t− 0) = −1) ∨ (yi(t) = −1),
1, если (yi(t) > −1 ∧ ui(t− 0) = 1) ∨ (yi(t) = 1),
u0

i , если yi(τ) ∈ (−1, 1) для любого τ ∈ [t0, t],
(2)

u0
i ∈ {−1, 1} для любого i = 1, n.

Формулой (2) описана работа гистерезисного блока обратной связи в осцилля-
торе. На плоскостях (yiOui), i = 1, n, имеем гистерезисную петлю с обходом против
часовой стрелки. Петля симметричная относительно начала координат, поскольку
и пороговые числа реле yi = ±1, и выходные значения ui = ±1 (i = 1, n) отличают-
ся только знаком. Осцилляторы соединены в циклическую структуру типа кольцо.
Первое уравнение системы (1) задает сумму значений u1(t) и γun(t), которая по-
ступает в интегратор первого осциллятора, где γ — коэффициент усиления. Второй
осциллятор получает на вход сигнал γu1(t) и передает сигнал γu2(t) на вход третьего
осциллятора и т. д., что описано системой уравнений (1).

Возможен и другой вариант работы звеньев, когда каждый i-й осциллятор пере-
дает на вход следующего (i + 1)-го звена сигнал γui и получает на его выходе сигнал
−γui+1. Математическая модель системы в этом случае имеет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẏ1(t) = − 2
T1

(u1(y1(t)) + γun(yn(t))− γu2(y2(t))) ,

ẏ2(t) = − 2
T2

(u2(y2(t)) + γu1(y1(t))− γu3(y3(t))) ,

ẏ3(t) = − 2
T3

(u3(y3(t)) + γu2(y2(t))− γu4(y4(t))) ,

. . .

ẏn(t) = − 2
Tn

(un(yn(t)) + γun−1(yn−1(t))− γu1(y1(t))) .

(3)

Здесь ui(yi(t)) также задается формулой (2).
Если осцилляторы являются управляющими, т. е. контроллерами, то необходимо

знать последовательность переключений {ui(yi(t))}ni=1. Другими словами, на решение
систем (1) и (3) существенно влияет порядок взаимных переключений реле в обрат-
ных связях осцилляторов.

Далее наряду с системой (3) рассмотрим ее частный случай, а именно систему{
ẏ1(t) = − 2

T1
(u1(y1(t)) − γu2(y2(t))) ,

ẏ2(t) = − 2
T2

(u2(y2(t)) + γu1(y1(t))) .
(4)

Отметим, что если в системе (4) один из двух осцилляторов имеет постоянные пара-
метры, то его выходной сигнал является периодическим и поступает на вход другого
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осциллятора. Системы, в которых на осцилляторы влияют периодические внешние
воздействия, в том числе системы с более сложным описанием работы в блоке инте-
гратора, давно и успешно изучаются (см. [10–21]). Из последних публикаций в данном
направлении отметим [22–26].

В настоящей статье в отличие от [11, 16] анализируются синхронные режимы
с другими полупериодами.

Структура фазового пространства. Изучим сначала общие свойства сис-
тем (1) и (3). Полагаем, что для любой последовательности переключений {ui}ni=1

каждый осциллятор не может переключиться дважды до тех пор, пока все осталь-
ные осцилляторы в кольце не переключатся. С одной стороны, это предположение
сужает разнообразие рассматриваемых систем, но, с другой, — позволяет провести
аналитические исследования.

Напомним, что системы (1) и (3) относятся к классу динамических. Выясним,
какие типы движений могут возникать в таких системах. Пусть Y = (y1, y2, . . . , yn) ∈
En, где En — n-мерное евклидово пространство. Обозначим n-мерный замкнутый куб
в En через Q:

Q = {Y ∈ En : yi ∈ [−1, 1] для любого i = 1, n}.
Имеет место

Теорема 1. Пусть в системе (1) или (3) параметры T1, T2, . . . , Tn и γ выбраны
так, что при любых начальных условиях, начиная с некоторого конечного значе-
ния t, фазовые траектории остаются в множестве Q. Тогда существует хотя бы
одно периодическое решение системы, которое расположено в Q.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Исходя из вида правых частей системы (1) или (3),
можно утверждать, что для любой допустимой последовательности {ui}ni=1 фазовые
траектории состоят из отрезков пространственных прямых. Если изображающая точ-
ка решения, двигаясь по какому-либо отрезку, достигает гиперплоскости yi = 1 или
yi = −1 (i = 1, n), то изображающая точка переходит на другой отрезок и дви-
жется по нему, пока не достигнет другой из указанных гиперплоскостей. Такой тип
движения не зависит от начальной точки Y0 = (y0

1 , y
0
2 , . . . , y

0
n) и начальной последова-

тельности {u0
i }ni=1. Величины T1, T2, . . . , Tn и γ являются параметрами системы, от

которых зависит пространственное расположение отрезков, составляющих фазовую
траекторию. В силу предположения относительно динамики осцилляторов, соеди-
ненных в циклическую структуру кольцо, имеет место следующее утверждение: если
точка Y0 ∈ Q, то решение Y (t, t0, Y0) ∈ Q при любом t > t0. Очевидно, что данное
решение является суперпозицией конечного числа отображений одной из фиксиро-
ванных граней куба Q в себя. Действительно, пусть точка Y0 лежит на грани куба
Q, которая принадлежит, в свою очередь, например, гиперплоскости yi = 1. Возьмем
начальную последовательность {u0

i }ni=1 с элементами, принимающими два значения:
ui = −1 или ui = 1. Изображающая точка решения, начав свое движение в Y0, про-
должает двигаться по отрезку, соответствующему {u0

i }ni=1, до тех пор, пока она не
достигнет гиперплоскости yi = −1 или yi = 1. В этот момент происходит переклю-
чение ui c −1 на 1 или наоборот. Далее движение по следующему отрезку продол-
жается в силу другой последовательности {ui}ni=1. Отображение каждой грани куба
Q в силу одной последовательности есть отображение, непрерывное от начального
условия. Таким образом, отображение Y (t, t0, Y0) одной из граней куба — суперпо-
зиция конечного числа m частных непрерывных отображений в силу m различных
последовательностей. Нетрудно заметить, что число m не превосходит (2n)!

(n!)2 . Можно
сделать вывод о непрерывности отображения Y (t, t0, Y0) на ограниченном замкнутом
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множестве, которым и является любая грань куба Q. Отсюда следует, что любая
траектория движения, которая начинается в точке Y0 ∈ Q, остается в множестве Q.
Последнее означает, что Q — это инвариантное множество системы, и существует по
крайней мере одно периодическое движение, находящееся в Q полностью. Теорема 1
доказана.

З а м е ч а н и е 1. Периодическое движение из теоремы 1 соответствует про-
цессу синхронизации системы из n осцилляторов. Этот процесс означает уста-
новление режима колебаний в системе, когда все осцилляторы имеют одинаковый
полупериод. Поддержание такого режима при t→ +∞ свидетельствует об устой-
чивости периодического движения.

З а м е ч а н и е 2. Рассмотренный в теореме 1 тип фазовых траекторий напо-
минает тип движений, который возникает в прямоугольных биллиардах [27].

Справедлива
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда все решения систе-

мы (1) или (3) с начальным условием Y0 ∈ Q являются рекуррентными функциями.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Функция Y (t, t0, Y0), где Y0 ∈ Q, удовлетворяет всем

свойствам динамической системы. МножествоQ является непустым замкнутым инва-
риантным множеством динамической системы Y (t, t0, Y0). Кроме того, множество Q
минимально, поскольку не имеет собственного подмножества с такими же свойствами.
Следовательно, по теореме Биркгофа каждое движение, которое начинается в таком
множестве, рекуррентное. Рекуррентные движения порождают соответствующие ре-
куррентные функции, которые есть решения системы (1) или (3). Теорема 2 доказана.

Из теоремы 2 следует, что в континуальном множестве ограниченных рекур-
рентных решений системы существует по крайней мере одно периодическое решение.
Дальнейшая цель работы состоит в выделении периодических решений. Важно от-
метить, что общая теория динамических систем не дает конструктивных методов
нахождения таких решений.

Необходимые и достаточные условия синхронизации. Фазовые траекто-
рии системы (1) или (3), которые состоят из отрезков пространственных прямых,
сплошь заполняют замкнутый n-мерный куб Q. Выделим из этого континуального
множества хотя бы одну периодическую траекторию в частных случаях. Рассмот-
рим примеры циклических структур из двух и трех осцилляторов и проведем анализ
динамических процессов в данных колебательных системах.

Случай 1. Исследуем систему (4), которая является частным случаем системы (3)
при n = 2. Система (4) описывает случай, когда два осциллятора (обозначим их O1

и O2), имеющие полупериоды T1 и T2, соединены в кольцо с взаимными обратны-
ми связями и коэффициентами γ и −γ соответственно. Для определенности пусть
T2 � T1. Получим условия, при которых возникает синхронизация, т. е. когда ос-
цилляторы O1 и O2 начинают колебаться с общим полупериодом T . Осцилляторы
расположены симметрично в кольце. Поэтому, если γ > 0, то −γ < 0, и наоборот. Рас-
смотрим только один случай, когда O1 запаздывает относительно O2. В противном
случае рассуждения проводятся аналогично. В {ui}2i=1 входят только два элемента u1

и u2, которые меняют свои значения в соответствии с предположением, что любой из
осцилляторов не может дважды переключиться, пока не переключится другой. Пусть
tik — это время k-го переключения i-го осциллятора. Условие t1k < t2k соответствует
случаю, когда O1 запаздывает относительно O2. Возникает последовательность пере-
ключений {u1 ↑ u2 ↓ u1 ↓ u2 ↑ . . . }, где ↑ означает, что переключение осуществляется
с −1 на 1, а ↓ — наоборот, с 1 на −1. В силу симметричности расположения осцил-
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ляторов возможен и второй вариант {u1 ↑ u2 ↑ u1 ↓ u2 ↓ . . . }, который мы здесь не
рассматриваем.

Перейдем к интегрированию системы (4). Решение системы с начальными усло-
виями y1(t0) = y0

1 и y2(t0) = y0
2 имеет вид⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

y1(t) = y0
1 − 2

T1

t∫
t0

(u1(y1(τ)) − γu2(y2(τ))) dτ,

y2(t) = y0
2 − 2

T2

t∫
t0

(u2(y2(τ)) + γu1(y1(τ))) dτ.

(5)

Заметим, что функции u1(t) и u2(t) являются кусочно-постоянными и периодиче-
скими с периодами 2T1 и 2T2 соответственно. Поэтому и функции y1(t), y2(t) 2T1-
и 2T2-периодические и кусочно-постоянные. Рассмотрим y1(t) из (5). Пусть t0 = t1k,
y1(t0) = y1(t1k) = 1, и в момент t1k функция u1(t) меняет значение с −1 на 1. Учитывая,
что y1(2T1) = 1, интегрирование происходит на отрезке [t1k, t1k + 2T1]. При этом на ча-
стичных промежутках из данного отрезка имеем следующие подынтегральные функ-
ции: 1−γ на [t1k, t2k], 1+γ на [t2k, t1k+1], −1+γ на [t1k+1, t

2
k+1] и −1−γ на [t2k+1, t

1
k+1 +T1].

Отсюда получаем равенство

T1 = (2γ − 1)t1k + (1− 2γ)t1k+1 − 2γt2k + 2γt2k+1. (6)

Во втором выражении (5) интегрируем с учетом того, что функция y2(t) принимает
одно из значений {−1, 1} с периодом 2T2 и с учетом сдвига по времени (осциллятор
O1 запаздывает относительно O2). Здесь полагаем, что t0 = t2k и y0

2 = −1. Тогда
y2(2T2) = −1, и интегрирование происходит на отрезке [t2k, t2k + 2T2]. При этом имеем
подынтегральныефункции−1+γ на [t2k, t1k+1],−1−γ на [t1k+1, t

2
k+1], 1−γ на [t2k+1, t

1
k+1+

T1] и 1 + γ на [t1k+1 + T1, t
2
k+1 + T2]. Отсюда находим, что

T2 = 2γt1k+1 + (2γ − 1)t2k − (2γ − 1)t2k+1 − 2γt1k. (7)

Допустим, что возможна синхронизация с общим полупериодом. Перепишем равен-
ства (6) и (7) в другом виде, а именно,{

T1 = t1k+1 − t1k − 2γ(t2k − t1k) + 2γ(t2k+1 − t1k+1),
T2 = (1− 2γ)(t2k+1 − t2k) + 2γ(t1k+1 − t1k).

(8)

Отметим, что (8) является одним из возможных видов такой системы в силу перио-
дичности функций u1(t), u2(t), y1(t) и y2(t). Пусть T — общий полупериод. Тогда для
любого k имеет место tik+1 − tik = T , где i = 1, 2. Обозначим через η коэффициент
опережения такой, что для всех k выполняется t1k+1 − t2k = ηT , где η ∈ [0, 1]. Тогда
t2k − t1k = T − ηT и t2k+1 − t1k+1 = T − ηT . Подставляя в (8), получаем систему{

T1 = T − 2γ(1− η)T + 2γ(1− η)T,

T2 = (1 − 2γ)T + 2γT.
(9)

Из первого уравнения (9) следует T = T1, а из второго — T = T2.
Таким образом, необходимыми условиями синхронизации системы с общим по-

лупериодом T являются следующие условия: γ > 0 и η ∈ [0, 1].
Далее установим достаточные условия для существования и устойчивости та-

кого синхронного колебательного процесса. Введем фазовые временные переменные
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θi
k = tik − kT по обеим координатам (i = 1, 2), т. е. θk = (θ1

k, θ2
k)∗. Здесь и далее сим-

вол ∗ обозначает транспонирование. Тогда tik = θi
k +kT . Соответственно tik+1 = θi

k+1+
(k + 1)T . Подставив в систему (8) и собрав коэффициенты при одинаковых θi

k, полу-
чаем (

1− 2γ 2γ
2γ 1− 2γ

)
θk+1 =

(
1− 2γ 2γ

2γ 1− 2γ

)
θk,

откуда
θk+1 = Aθk, (10)

где A = E (E — единичная матрица).
С одной стороны, система (10) определяет сходящийся итерационный процесс по

обеим координатам, если вещественные собственные числа λ1,2 матрицы A удовле-
творяют условию |λ1,2| < 1. С другой стороны, в системе (10) рассматриваем пре-
образование фазовых временных координат, поэтому условие на собственные числа
матрицы можно ослабить. Если собственные числа равны единице, то имеет место
постоянный сдвиг по времени временных координат относительно друг друга. В дан-
ном частном случае это тоже означает устойчивость синхронного состояния системы.
Таким образом, имеет место

Теорема 3. Пусть в системе (4) выполняются условия T1 = T2, γ > 0 и ос-
циллятор O1 запаздывает относительно осциллятора O2. Тогда система синхро-
низируется с полупериодом T = T1 = T2, при этом запаздывание равно (1 − η)T ,
где η ∈ [0, 1].

Случай 2. Рассмотрим систему (1) при n = 3. Такая размерность позволяет по-
казать сложность аналитического исследования этой системы. Проведем анализ сис-
темы, если имеет место последовательность переключений {u1 ↑ u2 ↓ u3 ↑ . . . } или
{u1 ↑ u3 ↓ u2 ↑ . . . } с учетом предположения, что любой осциллятор-контроллер не
переключается дважды до тех пор, пока два других осциллятора не переключатся.
Решение системы имеет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y1(t) = y0
1 − 2

T1

t∫
t0

(u1(y1(τ)) + γu3(y3(τ)))dτ,

y2(t) = y0
2 − 2

T2

t∫
t0

(u2(y2(τ)) + γu1(y1(τ)))dτ,

y3(t) = y0
3 − 2

T3

t∫
t0

(u3(y3(τ)) + γu2(y2(τ)))dτ.

(11)

Положим, что все контроллеры, входящие в кольцо, являются идентичными. Кроме
того, пусть T1 = T2 = T3 = 1. Принятые допущения не сужают общность рассмотре-
ний в связи с возможностью изменения масштаба времени. Как и ранее, tik — время
k-го переключения i-го осциллятора.

1. Рассмотрим последовательность {u1 ↑ u2 ↓ u3 ↑ . . . }. Здесь t1k � t2k � t3k
и tik+1 − tik = 1, где i = 1, 2, 3.

Анализируем только периодические решения системы (11). Полагая, что t0 = t1k
и y0

1 = 1, после интегрирования в (11) получим функцию y1(t). Тогда y1(2T1) =
y1(2) = 1. Пользуясь периодичностью функций и идентичностью всех осцилляторов,
при интегрировании во втором и третьем решениях системы (11) сдвигаем начальные
условия по t на периоде и получаем, что y2(t0) = y2(t2k) = −1, тогда y2(2T2) = y2(2) =
−1 и y3(t0) = y3(t3k) = 1, откуда y3(2T3) = y3(2) = 1. Интегрирование в первом
решении происходит на отрезке [t1k, t1k+1 + 1]. На частичных промежутках из данного
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отрезка под знаком интеграла имеем 1 − γ на [t1k, t3k], 1 + γ на [t3k, t1k+1], −1 + γ на
[t1k+1, t

3
k+1] и −1−γ на [t3k+1, t

1
k+1 +1]. Для второго решения имеем −1+γ на [t2k, t1k+1],

−1 − γ на [t1k+1, t
2
k+1], 1 − γ на [t2k+1, t

1
k+1 + 1] и 1 + γ на [t1k+1 + 1, t2k+1 + 1]; для

третьего — 1 − γ на [t3k, t2k+1], 1 + γ на [t2k+1, t
3
k+1], −1 + γ на [t3k+1, t

2
k+1 + 1] и −1− γ

на [t2k+1 + 1, t3k+1 + 1]. После интегрирования получаем систему⎧⎪⎨⎪⎩
1 = γ(t1k+1 − t1k) + (1− γ)(t3k − t1k) + (1− γ)(t1k+1 − t3k),
1 = (1 + γ)(t2k+1 − t2k)− γ(t1k+1 − t2k)− γ(t2k+1 − t1k+1),
1 = (1− γ)(t3k+1 − t3k) + γ(t3k+1 − t2k)− γ(t3k+1 − t2k+1).

(12)

В (12) слева стоят единицы, поскольку T1 = T2 = T3 = 1.
Пусть T — общий полупериод, возникающий после синхронизации системы. Да-

лее полагаем, что t2k − t1k = t3k − t2k = ξT . Число ξ выбираем так, что запаздывание
O1 относительно O2 равно ξT и запаздывание O2 относительно O3 равно ξT . Тогда
ξ ∈ (0, 1

2 ), так как 2ξT < T . Тем самым были заданы временные сдвиги по координа-
там в синхронном процессе. Подставим эти условия в (12). Тогда находим систему⎧⎪⎨⎪⎩

1 = γT + (1− γ)2ξT + (1 − γ)(1− 2ξT ),
1 = (1 + γ)T − γ(1− ξT )− γξT,

1 = (1− γ)T + γ(1 + ξT )− γξT.

(13)

Из второго и третьего уравнений имеем T = 1 при любом γ ∈ R\{0}, что удовле-
творяет и первому уравнению. Из необходимых условий существования синхронного
режима, задаваемого системой (13), получаем T = 1 при любых γ ∈ R\{0} и ξ ∈ (0, 1

2 ).
Если считать, что запаздывания различные, т. е. t2k − t1k = ξ1T и t3k − t2k = ξ2T ,

где ξ1, ξ2 ∈ (0, 1
2 ), то из (12) имеем T = 1 и γ = 1. Если запаздывания одинаковые,

т. е. t2k− t1k = t3k− t2k = ξT , где ξ ∈ (0, 1
2 ), то из (13) имеем T = 1 при любом γ ∈ R\{0}.

Исследуем синхронный процесс на устойчивость.
Введем θk = (θ1

k, θ2
k, θ3

k)∗, здесь θi
k = tik−kT−(i−1)Tξ = tik−k−(i−1)ξ (i = 1, 2, 3).

Тогда tik = θi
k + k + (i− 1)ξ. Подставим в систему (12) и соберем коэффициенты при

переменных θ1
k, θ1

k+1, θ2
k, θ2

k+1, θ3
k и θ3

k+1. Имеем

θk+1 = Aθk, (14)

где A = E, т. е. матрица A не зависит от ξ. Такая матрица A соответствует постоян-
ному сдвигу по времени между фазовыми временными переменными θ1

k, θ2
k и θ3

k,
описывающими синхронный процесс. С точки зрения итерационного процесса, в (14)
нет сжатия, но нет и расходимости процесса. Следовательно, синхронный процесс
устойчив. Сформулируем выводы.

Теорема 4. Пусть в системе (1) при n = 3 выполняются условия T1 = T2 =
T3 = 1 и осциллятор O1 запаздывает относительно осциллятора O2, который за-
паздывает относительно осциллятора O3. Тогда

1) если запаздывания одинаковые с коэффициентом ξ ∈ (0, 1
2 ), то система син-

хронизируется с полупериодом T = 1 при любом γ ∈ R\{0};
2) если запаздывания различные с коэффициентами ξ1 и ξ2, где ξ1, ξ2 ∈ (0, 1

2 ),
то система синхронизируется с полупериодом T = 1 при γ = 1.

2. Рассмотрим последовательность переключений {u1 ↑ u3 ↓ u2 ↑ . . . }. Тогда t1k �
t3k � t2k и меняются промежутки интегрирования. Для решения y1(t) из системы (11)
имеем подынтегральные функции 1+γ на [t1k, t3k], 1−γ на [t3k, t1k+1], −1−γ на [t1k+1, t

3
k+1]
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и −1 + γ на [t3k+1, t
1
k+1 + 1]; для решения y2(t) — подынтегральные функции 1 + γ на

[t2k, t1k+1], 1− γ на [t1k+1, t
2
k+1], −1− γ на [t2k+1, t

1
k+1 + 1] и −1 + γ на [t1k+1 + 1, t2k+1 + 1];

для решения y3(t) — подынтегральные функции −1−γ на промежутке [t3k, t2k], −1+γ
на [t2k, t3k+1], 1 + γ на [t3k+1, t

2
k+1] и 1− γ на [t2k+1, t

3
k+1 + 1]. Отсюда получаем систему⎧⎪⎨⎪⎩

T1 = 1 = (1 − 2γ)(t1k+1 − t1k) + 2γ(t3k − t1k) + 2γ(t1k+1 − t3k),
T2 = 1 = (1 − γ)(t2k+1 − t2k) + γ(t1k+1 − t2k) + γ(t2k+1 − t1k+1),
T3 = 1 = t3k+1 − t3k + 2γ(t2k − t3k) + 2γ(t3k+1 − t2k+1).

(15)

Сначала полагаем, что запаздывания в синхронном режиме с полупериодом T оди-
наковые, т. е. t3k − t1k = ξT и t2k − t3k = ξT , где ξ ∈ (0, 1

2 ). Тогда из (15) имеем систему⎧⎪⎨⎪⎩
1 = (1− 2γ)T + 2γξT + 2γ(1− ξT ),
1 = (1− γ)T + γ(1− 2ξT ) + 2γξT,

1 = T + 2γξT − 2γξT.

(16)

Из системы (16) следует, что T = 1 при любом γ ∈ R\{0}.
Рассмотрим вопрос об устойчивости синхронного режима при одинаковых за-

паздываниях. Пусть T = 1. Тогда t2k − t1k = 2ξT = 2ξ и t2k − t3k = ξT = ξ. Пусть
θk = (θ1

k, θ2
k, θ3

k)∗, где θ1
k = t1k − kT = t1k − k, θ2

k = t2k − kT − 2ξT = t2k − k − 2ξ
и θ3

k = t3k − kT − ξT = t3k − k − ξ. Отсюда вытекает, что

t1k = θ1
k + k, t2k = θ2

k + k + 2ξ, t3k = θ3
k + k + ξ. (17)

Выражения (17) подставляем в (15) при условии, что T1 = T2 = T3 = T = 1. То-
гда, собрав коэффициенты при переменных θi

k, θi
k+1 (i = 1, 2, 3), получаем линейную

систему A1θk+1 = A0θk, где

A1 = A0 =

⎛⎝2γ 0 0
0 γ 0
0 2γ −2γ

⎞⎠ .

Приходим к системе θk+1 = Aθk, в которой A = E. Матрица A не зависит от ξ.
Теперь полагаем, что запаздывания различные, т. е. t3k− t1k = ξ1T и t2k− t3k = ξ2T ,

где ξ1, ξ2 ∈ (0, 1
2 ). Подставляя в (15), находим, что⎧⎪⎨⎪⎩

1 = (1− 2γ)T + 2γξ1T + 2γ(1− ξ1T ),
1 = (1− γ)T + γ(1− ξ1T − ξ2T ) + γ(ξ1T + ξ2T ),
1 = T + 2γξ2T − 2γξ2T.

(18)

Из третьего уравнения (18) имеем T = 1, что удовлетворяет первому и второму урав-
нениям (18) при любом γ ∈ R\{0}. Рассмотрим устойчивость синхронного режима
с полупериодом T = 1. В этом случае t3k − t1k = ξ1, t2k − t3k = ξ2 и t2k − t1k = ξ1 + ξ2.
После преобразований имеем, что

t1k = θ1
k + k, t2k = θ2

k + k + ξ1 + ξ2, t3k = θ3
k + k + ξ1. (19)

Выражения (19) подставляем в (15) при условии T1 = T2 = T3 = T = 1. Получаем
систему ⎛⎝2γ 0 0

0 γ 0
0 2γ −2γ

⎞⎠ θk+1 =

⎛⎝2γ 0 0
0 γ 0
0 2γ −2γ

⎞⎠ θk.
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Сформулируем выводы для системы (1) при последовательности {u1 ↑ u3 ↓
u2 ↑ . . . }, которые отличаются от выводов теоремы 4.

Теорема 5. Пусть в системе (1) при n = 3 выполняются условия T1 = T2 =
T3 = 1, γ ∈ R\{0} и осциллятор O1 запаздывает относительно осциллятора O3,
который запаздывает относительно осциллятора O2. Тогда система синхронизи-
руется с полупериодом T = 1 как при одинаковых запаздываниях с коэффициентом
ξ ∈ (0, 1

2 ), так и при различных запаздываниях с коэффициентами ξ1 и ξ2, где ξ1,
ξ2 ∈ (0, 1

2 ).
Случай 3. Рассмотрим систему (3), задающую кольцо, в котором каждая изоли-

рованная пара осцилляторов описывается системой (4).
1. Пусть n = 3 и T1 = T2 = T3 = 1. Пусть имеет место последовательность

переключений {u1 ↑ u2 ↓ u3 ↑ . . . }, т. е. t1k � t2k � t3k. Выбор начальных и конечных
условий делаем из тех же соображений, что и в случаях 1, 2. Далее для получения
y1(t) интегрируем первое уравнение системы (3). Имеем на частичных промежутках
следующие подынтегральные функции: 1−2γ на [t1k, t2k], 1 на [t2k, t3k], 1+2γ на [t3k, t1k+1],
−1 + 2γ на [t1k+1, t

2
k+1], −1 на [t2k+1, t

3
k+1] и −1 − 2γ на [t3k+1, t

1
k+1 + 1]. Для решения

y2(t) имеем подынтегральные функции −1 + 2γ на [t2k, t3k], −1 на [t3k, t1k+1], −1− 2γ на
[t1k+1, t

2
k+1], 1 − 2γ на [t2k+1, t

3
k+1], 1 на [t3k+1, t

1
k+1 + 1] и 1 + 2γ на [t1k+1 + 1, t2k+1 + 1];

для решения y3(t) на частичных промежутках — подынтегральные функции 1 − 2γ
на [t3k, t1k+1], 1 на [t1k+1, t

2
k+1], 1 + 2γ на [t2k+1, t

3
k+1], −1 + 2γ на [t3k+1, t

1
k+1 + 1], −1 на

[t1k+1 + 1, t2k+1 + 1] и −1 − 2γ на [t2k+1 + 1, t3k+1 + 1]. Тогда из необходимых условий
существования периодического решения получаем систему⎧⎪⎨⎪⎩

T1 = 1 = (1− 2γ)(t1k+1 − t1k)− 2(1 + γ)(t3k+1 − t1k+1) + 2γ(t1k+1 − t3k),
T2 = 1 = t2k+1 − t2k + 2γ(t3k+1 − t2k+1)− 2γ(t3k − t2k),
T3 = 1 = t3k+1 − t3k − 2γ(t3k+1 − t1k+1) + 2γ(t3k − t1k).

(20)

Пусть запаздывания одинаковые, т. е. t2k − t1k = t3k − t2k = ξT , где T — общий
полупериод синхронного режима. Тогда из (20) следует система⎧⎪⎨⎪⎩

1 = (1 − 2γ)T − 2(1 + γ)2ξT + 2γ(T − 2ξT ),
1 = T + 2γξT − 2γξT,

1 = T − 4γξT + 4γξT.

(21)

Из второго и третьего уравнений (21) имеем T = 1. Из первого уравнения при T = 1
находим, что ξ(1 + 2γ) = 0 при любом ξ ∈ (0, 1

2 ). Таким образом, γ = − 1
2 .

Если считать, что t2k − t1k = ξ1T , t3k − t2k = ξ2T , где ξ1, ξ2 ∈ (0, 1
2 ) и ξ1 �= ξ2, то

получаем из (20) такой же результат.
Перейдем к вопросу устойчивости синхронного режима. Пусть запаздывания

одинаковые и tik = θi
k + k + (i − 1)ξ, где i = 1, 2, 3. Подставим в (20) и приходим

к системе, описывающей итерационный процесс θk+1 = Aθk + B, где

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
8γ2 + 2γ + 1

3
0

2(1− 4γ2)
3

8γ2(2γ + 1)
3(2γ − 1)

1 −8γ2(2γ + 1)
3(2γ − 1)

4γ(2γ + 1)
3

0 −8γ2 + 4γ − 3
3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

B =
(
−4ξ(2γ − 1)(2γ + 1)

3
,−16γ2ξ(2γ + 1)

3(2γ − 1)
,−8γξ(2γ + 1)

3

)∗
, θk = (θ1

k, θ2
k, θ3

k)∗.
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Подставим γ = − 1
2 в матрицу A и вектор B. Тогда

A =

⎛⎝2/3 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎠ , B = (0, 0, 0)∗.

Матрица A имеет собственные числа λ1 = 2
3 , λ2,3 = 1. Следовательно, синхронный

режим устойчив, так как есть сжатие по координате θ1
k и нет расходимости по коор-

динатам θ2
k, θ3

k. Таким образом, имеем
Теорема 6. Пусть в системе (3) при n = 3 выполняются условия T1 = T2 =

T3 = 1, γ = − 1
2 и осциллятор O1 запаздывает относительно осциллятора O2, кото-

рый запаздывает относительно осциллятора O3. Тогда система синхронизируется
с полупериодом T = 1 как при одинаковых запаздываниях с коэффициентом ξ ∈ (0, 1

2 ),
так и при различных запаздываниях с коэффициентами ξ1, ξ2 ∈ (0, 1

2 ).
2. Рассмотрим теперь другую последовательность переключений {u1 ↑ u3 ↓

u2 ↑ . . . }. Здесь t1k � t3k � t2k. Как и ранее, полагаем T1 = T2 = T3 = 1. Интегри-
руя систему (3), для решения y1(t) на частичных промежутках получаем следующие
подынтегральные функции: 1 + 2γ на [t1k, t3k], 1 на [t3k, t2k], 1− 2γ на [t2k, t1k+1], −1− 2γ
на [t1k+1, t

3
k+1], −1 на [t3k+1, t

2
k+1] и −1 + 2γ на [t2k+1, t

1
k+1 + 1]. Для y2(t) имеем функ-

цию 1 + 2γ на промежутке [t2k, t1k+1], 1 на [t1k+1, t
3
k+1], 1 − 2γ на [t3k+1, t

2
k+1], −1 − 2γ

на [t2k+1, t
1
k+1 + 1], −1 на [t1k+1 + 1, t3k+1 + 1] и −1 + 2γ на [t3k+1 + 1, t2k+1 + 1]; для y3(t)

на частичных промежутках — подынтегральные функции −1 − 2γ на [t3k, t2k], −1 на
[t2k, t1k+1], −1 + 2γ на [t1k+1, t

3
k+1], 1 + 2γ на [t3k+1, t

2
k+1], 1 на [t2k+1, t

1
k+1 + 1] и 1 − 2γ на

[t1k+1 + 1, t3k+1 + 1]. Тогда для всех трех осцилляторов получаем систему⎧⎪⎨⎪⎩
T1 = 1 = t1k+1 − t1k + 2γ(t3k − t1k)− 2γ(t3k+1 − t1k+1),
T2 = 1 = t2k+1 − t2k − 2γ(t2k − t1k) + 2γ(t2k+1 − t1k+1),
T3 = 1 = t3k+1 − t3k − 2γ(t2k − t3k) + 2γ(t2k+1 − t3k+1).

(22)

Пусть T — общий полупериод. Тогда t3k − t1k = ξT и t2k − t3k = ξT , где ξ ∈ (0, 1
2 ).

Из (22) получаем, что T = 1 для γ ∈ R\{0}. При рассматриваемом сценарии пере-
ключений имеем t1k = θ1

k + k, t2k = θ2
k + k + 2ξ и t3k = θ3

k + k + ξ. Подставляем в (22)
при условии T1 = T2 = T3 = T = 1 и получаем линейную систему θk+1 = Aθk, где
A = E, т. е. имеем постоянный временной сдвиг по всем координатам θi

k (i = 1, 2, 3).
Следовательно, синхронный режим устойчивый. Подведем итоги.

Теорема 7. Пусть в системе (3) при n = 3 выполняются условия T1 = T2 =
T3 = 1, γ ∈ R\{0} и осциллятор O1 запаздывает относительно осциллятора O3,
который запаздывает относительно осциллятора O2. Тогда система синхронизи-
руется с полупериодом T = 1 как при одинаковых запаздываниях с коэффициен-
том ξ ∈ (0, 1

2 ), так и при различных запаздываниях с коэффициентами ξ1, ξ2 ∈ (0, 1
2 ).

Сравнивая теоремы 6 и 7, видим, какое важное значение в процессе синхрони-
зации играют последовательности переключений, существенно меняя динамику сис-
темы.

Заключение. Исходя из необходимых условий существования синхронного ре-
жима в циклической структуре типа кольцо, получили условия на параметры T , γ, η
и ξ, которые являются достаточными условиями существования устойчивого процес-
са синхронизации систем (1) и (3). Исследована динамика систем (1) и (3) в случаях,
когда два или три осциллятора соединены в кольцо. Вообще говоря, размерность
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систем (1) и (3) можно увеличить, а следовательно, увеличить и размерность сис-
тем (12), (15), (20), (22), но при этом возникают технические сложности с описанием
запаздываний, особенно, если полупериоды Ti (i = 1, n) достаточно малы. Поскольку
процесс синхронизации работы осцилляторов в системах (1) и (3) соответствует пе-
риодическому режиму в указанных системах, то в частных случаях решена задача
нахождения периодических решений систем (1) и (3), существование которых уста-
новлено в теореме 1.
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Dynamics and synchronization in feedback cyclic structures
with hysteresis oscillators

A. M. Kamachkin, D. K. Potapov, V. V. Yevstafyeva

St. Petersburg State University, 7–9, Universitetskaya nab., St. Petersburg,
199034, Russian Federation

For citation:Kamachkin A. M., Potapov D. K., Yevstafyeva V. V. Dynamics and synchronization
in feedback cyclic structures with hysteresis oscillators. Vestnik of Saint Petersburg University.
Applied Mathematics. Computer Science. Control Processes, 2020, vol. 16, iss. 2, pp. 186–199.
https://doi.org/10.21638/11701/spbu10.2020.210 (In Russian)

Consider the dynamics of complex systems with cyclic links. The systems have the ring
structures composed of hysteresis-feedback oscillators. In one of these systems, each oscillator
has an additional feedback with the next oscillator. Sufficient conditions for the existence
of periodic and recurrent motions are established. The periodic motion corresponds to a
synchronous process occurring in such cyclic structures. In particular cases, we obtain the
conditions for synchronization, as well as the stability conditions for synchronous oscillatory
processes.
Keywords: complex system dynamics, cyclic structure, oscillator, hysteresis feedback, syn-
chronization, stability.
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