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Работа посвящена математическому моделированию двумерной периодической системы
полевых эмиттеров. Электронно-вакуумные приборы на основе полевой эмиссии актив-
но используются во многих областях науки и техники. В данной статье исследуется
полевой катод, представляющий собой периодическую систему эмиттеров бесконечной
длины и одинаковой формы, расположенных на плоской подложке на одном и том же
расстоянии друг от друга. Анод — плоскость, параллельная подложке. Для вычисления
распределения электростатического потенциала влияние каждого эмиттера заменяется
влиянием заряженной нити. При решении граничной задачи для уравнения Пуассона
используется метод разделения переменных в декартовых координатах. Распределение
потенциала найдено в аналитическом виде во всей области системы. В соответствии
с полученными формулами проведены численные расчеты и показано влияние плот-
ности упаковки эмиттеров на распределения электростатического потенциала.
Ключевые слова: полевой катод, массив полевых эмиттеров, граничная задача, элек-
тростатический потенциал, уравнение Пуассона, математическое моделирование.

Введение. В последние десятилетия активно разрабатываются электронно-ва-
куумные приборы с низкоэнергетическими пучками на основе полевой эмиссии [1–4].
Полевые катоды используются в электронных микроскопах, системах диагностики
поверхности методами неразрушающего контроля, индикаторах, плоских дисплеях
и т. д. [5–9].

В данной работе моделируется двумерная периодическая система полевых эмит-
теров. Эмиттеры бесконечной длины и одинаковой формы расположены на плоской
подложке. Анодом является плоскость, параллельная плоскости подложки. Для вы-
числения распределения электростатического потенциала во всей области системы
используется метод разделения переменных в декартовых координатах (x, y). Схема-
тическое изображение исследуемой системы эмиттеров приведено на рис. 1.

В силу периодичности исследуемой системы можно выделить ячейку, содержа-
щую один эмиттер. Не нарушая общность задачи, потенциал эмиттера считаем рав-
ным нулю. Для расчета распределения поля в ячейке заменим влияние эмиттера на
поле влиянием заряженной нити с линейной плотностью заряда τ(y), так что нулевая
эквипотенциаль совпадает с поверхностью эмиттера [10–12].

Параметры задачи: L — высота полевого эмиттера; x1 — период системы по пе-
ременной x; y = 0, 0 � x � x1 — плоскость подложки; y = y1, 0 � x � x1 — плоскость
анода; x0 = x1/2, 0 � y � y0 — координаты заряженной нити; U(x, 0) = 0 — потенциал
подложки; U(x, y1) = U0 — потенциал анода.
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Рис. 1. Схематическое изображение периодической системы полевых эмиттеров

Математическая модель.Для определения распределения электростатическо-
го потенциала U(x, y) во всей области элементарной ячейки (0 � x � x1, 0 � y � y1)
требуется решить граничную задачу для уравнения Пуассона:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂2U(x, y)
∂x2 + ∂2U(x, y)

∂y2 = − 1
ε0

ρ(x, y),

U(x, 0) = 0, 0 � x � x1,

U(x, y1) = U0, 0 � x � x1,

∂U(x, y)
∂x

∣∣∣∣
x = 0

= 0, 0 � y � y1,

∂U(x, y)
∂x

∣∣∣∣
x = x0

= 0, 0 � y � y1.

(1)

Будем считать, что заряженная нить с линейной плотностью заряда τ(y) создает
пространственное распределение заряда ρ(x, y) в прямоугольнике малого объема (|x−
x0| < δ, 0 � y � y0) [13, 14]:

ρ(x, y) =

{
ρ(y), |x− x0| < δ и 0 � y � y0,

0, |x− x0| > δ или y0 � y � y1,
(2)

так что

τ(y) = lim
δ → 0

2δ y0 ρ(y). (3)

Решение граничной задачи. Представим решение граничной задачи (1)–(3)
в виде

U(x, y) = U0 y/y1 + U1(x, y). (4)
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Для определения функции U1(x, y) требуется решить уравнение Пуассона с однород-
ными граничными условиями первого рода по переменной y и однородными гранич-
ными условиями второго рода по переменной x:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂2U1(x, y)
∂x2 + ∂2U1(x, y)

∂y2 = − 1
ε0

ρ(x, y),

U1(x, 0) = 0, 0 � x � x1,

U1(x, y1) = 0, 0 � x � x1,

∂U1(x, y)
∂x

∣∣∣∣
x = 0

= 0, 0 � y � y1,

∂U1(x, y)
∂x

∣∣∣∣
x = x0

= 0, 0 � y � y1.

(5)

Правая часть уравнения Пуассона в (5) определяется по формулам (2), (3). Функ-
цию U1(x, y) представим как ряд по собственным функциям по переменной x с коэф-
фициентами vn(y) [15, 16]:

U1(x, y) =
∞∑

n=0

vn(y) cosαnx, αn =
πn

x1
. (6)

Тогда, подставляя выражение (6) в уравнение Пуассона (5), и из ортогональности
собственных функций получим, что каждая функция vn(y) удовлетворяет диффе-
ренциальному уравнению

v
′′
n(y)− (αn)2 vn(y) =

γn

x1
φn(y), γn =

{
1, n = 0,
2, n > 0,

(7)

где

φn(y) = − 1
ε0

x1∫
0

ρ(x, y) cos αnx, (8)

а однородность граничных условий для U1(x, y) в (5) по переменной y ведет к одно-
родности граничных условий для функций vn(y):

vn(0) = vn(y1) = 0, n � 0. (9)

Функции φn(y) уравнения (8) в соответствии с формулами (2), (3) вычисляются в яв-
ном виде

φn(y) =

{
− 1

ε0
2δρ(y) cosαnx0 = − 1

ε0 y0
τ(y) cosαnx0, 0 � y � y0,

0, y0 < y � y1.
(10)

Решая дифференциальное уравнение (7) с правой частью (10) и граничными
условиями (9), получим
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при n = 0

v0(y) = −y1 − y

x1 y1

y∫
0

ηφ0(η) dη +
y

x1 y1

y0∫
y

(η − y1)φ0(η) dη, 0 � y � y0,

v0(y) = −y1 − y

x1 y1

y0∫
0

ηφ0(η) dη, y0 < y � y1,

(11)

при n > 0

vn(y) = − 2
πn

1
sinh αny1

[ y∫
0

φn(η) sinhαnη sinh αn(y1 − y) dη −

−
y0∫

y

φn(η) sinhαn(η − y1) sinhαny dη

]
, 0 � y � y0,

vn(y) = − 2
πn

1
sinh αny1

[ y0∫
0

φn(η) sinhαnη sinh αn(y1 − y) dη

]
, y0 < y � y1.

(12)

Итак, решение исходной граничной задачи (1)–(3), согласно формулам (4), (6),
(10)–(12), получено в аналитическом виде во всей области исследуемой диодной си-
стемы.

Результаты численных расчетов. Для проведения вычислений примем, что
функция, задающая плотность заряда τ(y), является линейной [15, 16]:

τ(y) = τ y/y0,

где τ =const.
Распределение электростатического потенциала U(x, y) (см. формулы (4), (6),

(10)–(12)) можно представить в явном виде:
при 0 � y � y0

U(x, y) = U0
y

y1
+

τ

ε0y2
0

[
1

6x1 y1

(
3y y2

0y1 − 2y y3
0 − y3y1

)
+

+
2
x1

∞∑
n=0

(−1)n 1
α2

2n sinh α2ny1

(
y sinh α2ny1 − y0 sinh α2ny coshα2n(y1 − y0)−

−α−1
2n sinh α2ny sinh α2n(y1 − y0)

)]
cosα2nx,

(13)

при y0 < y � y1

U(x, y) = U0
y

y1
+

τ

ε0y2
0

[
1

3x1 y1
(y1 − y)y3

0 +

+
2
x1

∞∑
n=0

(−1)n sinh α2n(y1 − y)
α2

2n sinh α2ny1

(
y1 cosh α2ny0 − α−1

2n sinh α2ny0

)]
cosα2nx.

(14)

В соответствии с полученным аналитическим решением граничной задачи (1)–(3)
были произведены численные расчеты. Для вычисления потенциала U(x, y) требуется
найти величину τ , входящую в формулы (13), (14). Для этого решается уравнение
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U(x0, L) = 0,

где L = y0 + ε.
Все значения параметров, как геометрических, так и потенциалов, берутся в без-

размерных величинах.
На рис. 2, А–В представлено распределение электростатического потенциала

Рис. 2. Распределение электростатического потенциала при x1 = 3, τ = −6.65 (А),
x1 = 10, τ = −13.67 (Б ) и x1 = 20, τ = −14.91 (В)
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и эквипотенциальных линий во всей области выделенной ячейки периодической сис-
темы полевых эмиттеров для следующих значений параметров: ε = 0.00005, x0 = 5,
y0 = 5, y1 = 10, U0 = 100. Этот рисунок демонстрируeт эффект экранировки поля
при уменьшении расстояния между отдельными эмиттерами.

Заключение. В данной статье моделируется двумерная эмиссионная диодная
система, в которой полевым катодом является периодическая система эмиттеров оди-
наковой формы, расположенных на плоской подложке, и с плоским анодом, парал-
лельным подложке. При вычислении электростатического распределения потенциала
влияние эмиттеров на поле заменяется влиянием системы заряженных нитей. Для
решения поставленной граничной задачи (1)–(3) применяется метод разделения пе-
ременных в декартовых координатах. Распределение потенциала с учетом периодич-
ности исследуемой системы найдено в виде рядов с известными коэффициентами —
формулы (4), (6), (10)–(12). Для численных расчетов электростатического потенциала
по формулам (13), (14) была использована линейная функция, задающая плотность
заряда нити. Представленные графики показывают зависимость распределения по-
тенциала от расстояния между соседними эмиттерами, что согласуется с известными
экспериментальными фактами.
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The work is devoted to a two-dimensional periodic system of field emitters mathematical
modeling. Field-emission electron-vacuum devices are actively used in many fields of science
and technology. In this article the field cathode as a periodic system of emitters of infinite
length and the same shape, located on a flat substrate and at the same distance from
each other, is investigated. Anode is a plane parallel to the substrate. To calculate the
electrostatic potential distribution the influence of each emitter is replaced by the influence
of a charged filament. To solve the boundary value problem for the Poisson equation the
variables separation method in Cartesian coordinates is used. The potential distribution was
found in an analytical form in the entire area of the system. In accordance with the formulas
obtained, numerical calculations were carried out and the effect of emitter packing density
on the electrostatic potential distribution is shown.
Keywords: field emitter array, field cathode, boundary-value problem, electrostatic potential,
Poisson equation, mathematical modeling.
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