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Данная работа посвящена задаче построения c-оптимальных планов для полиноми-
альной регрессии без свободного члена. Рассматривается частный случай c = f ′(z)
(т. е. в качестве вектора c выбирается вектор производных регрессионных функ-
ций в некоторой точке z). Дается краткий обзор аналитических результатов, име-
ющихся в литературе. Предлагается эффективный численный метод для нахождения
f ′(z)-оптимальных планов в тех случаях, когда аналитическое решение построить не
удается.
Ключевые слова: c-оптимальные планы, f ′(z)-оптимальные планы, планы, оптималь-
ные для оценивания производной, полиномиальная регрессия без свободного члена.

1. Введение. В литературе по планированию эксперимента наиболее изученны-
ми являются оптимальные планы для линейных по параметрам регрессионных мо-
делей (см. [1–3]). В частности, большое число исследователей рассматривало поли-
номиальную регрессионную модель. Для этой модели получено множество красивых
аналитических решений (для различных критериев оптимальности). В значительной
части работ (начиная с пионерской работы [4]) рассматривались критерии, связан-
ные с так называемымD-критерием, т. е. с критерием детерминантного типа и с раз-
личными его вариациями (см. [5–8]). Также получен ряд аналитических результатов
для E-критерия, максимизирующего минимальное собственное число информацион-
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ной матрицы плана (см. [1, 9, 10]). Задача построения E-оптимального плана наи-
более исследована для случая, когда кратность минимального собственного числа
равна единице (см. [11]). Достаточно полное описание задачи c-оптимального пла-
нирования (то есть задачи построения планов с минимальной дисперсией оценки
линейной комбинации параметров) для регрессионных моделей с базисными функ-
циями, образующими систему Чебышёва, может быть найдено в пионерской статье
[12]. Но уже в данной статье было отмечено, что в общем случае решение зада-
чи c-оптимального планирования является чрезвычайно трудным. По этой причине
явные решения данной задачи, как правило, удается получить только для моде-
лей с небольшим числом параметров, с помощью геометрических интерпретаций
и теоремы Элвинга (см. [13]). Поэтому аналитические решения подобной задачи для
моделей с произвольным числом параметров представляют значительный практиче-
ский и теоретический интерес. Существует несколько классов задач c-оптимального
планирования, связанных с выбором вектора c и имеющих особое значение. В част-
ности, выделяют случай, когда в качестве вектора c выбирается вектор производ-
ных регрессионных функций в некоторой точке. В этом случае c-оптимальный план
принято называть планом, оптимальным для оценивания производной. Задача по-
строения планов, оптимальных для оценивания производной, хорошо изучена (см.
[14–22]).

Несмотря на значительный интерес, проявленный к данной проблеме, для мо-
дели полиномиальной регрессии без свободного члена вышеупомянутые задачи до
недавнего времени не исследовались. В работе [23] для этой модели и планов, опти-
мальных для оценивания производной, был получен ряд аналитических результатов.
Однако, как оказалось, аналитически построить оптимальный план удается не во
всех случаях. В настоящей работе дается обзор аналитических результатов и пред-
лагается эффективный численный метод для нахождения c-оптимальных планов.

2. Постановка задачи. Рассмотрим линейную полиномиальную регрессион-
ную модель без свободного члена

Y = θ�f(x) + ε, x ∈ X , (1)

где f(x) = (f1(x), . . . , fd(x))
� = (1, x, . . . , xd)� — вектор регрессионных функций,

θ ∈ Rd — вектор неизвестных параметров, а ε — случайная ошибка с нормальным
распределением, нулевым средним и конечной дисперсией σ2 > 0, причем результа-
ты различных экспериментов предполагаются независимыми. Будем также предпо-
лагать, что множество X ⊂ R компактно. Под планом ξ понимается вероятностная
мера на множестве X

ξ =

(
x1 . . . xm
ω1 . . . ωm

)
, xi ∈ X , i = 1, 2, . . . ,m, (2)

с конечным носителем и распределением весов, определяющим относительные доли
общего числа наблюдений, проводимых в соответствующих точках [24]. Веса ωi удо-
влетворяют условиям ωi ≥ 0,

∑m
i=1 ωi = 1. Ковариационная матрица МНК-оценки

вектора параметров θ приблизительно равна

σ2

m
M−1(ξ).
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Матрицу

M(ξ) =

(∫
X
f(t)fT (t)dξ(t)

)
∈ Rd×d

в литературе принято называть информационной матрицей Фишера (см., напри-
мер, [25]). В данной работе для заданного вектора c ∈ Rd мы будем рассматривать
c-оптимальные планы, т. е. планы, доставляющие минимум следующей функции:

Φc(ξ) =

{
c�M−(ξ)c, если существует вектор v ∈ Rn такой, что c =M(ξ)v,

∞, в противном случае.
(3)

В случае, если функция Φc(ξ) принимает конечное значение для некоторого пла-
на ξ, то данный план называется допустимым для оценивания линейной комбинации
c�θ для регрессионной модели (1). Для допустимых планов значение квадратичной
формы не зависит от выбора обобщенно-обратной матрицы M−(ξ) (см., например,
[24]).

Настоящая работа посвящена исследованию специального случая c� =
(f ′

1(z), . . . , f
′
d(z)) для некоторого z ∈ R. В этом случае c-оптимальный план при-

нято называть планом, оптимальным для оценивания производной в точке z, или
f ′(z)-оптимальным планом.

Полезным инструментом для проверки заданного плана на оптимальность яв-
ляется теорема Элвинга (см. [13]), которую мы будем использовать в следующей,
слегка измененной формулировке (см. [26]):

Теорема 2.1. Допустимый план

ξ∗ =

(
x1 x2 . . . xm
ω1 ω2 . . . ωm

)
для оценивания линейной комбинации c�θ является c-оптимальным тогда и толь-
ко тогда, когда существует вектор p ∈ Rd и константа h, удовлетворяющие сле-
дующим условиям:

(1) |p�f(x)| ≤ 1 для всех x ∈ X ;
(2) |p�f(xi)| = 1 для всех i = 1, 2, . . . ,m;

(3) c = h
∑m

i=1 f(xi)ωip
�f(xi).

При этом имеет место равенство c�M−(ξ∗)c = h2.

Функцию p�f(x) принято называть экстремальным многочленом.

3. Аналитические результаты. Данный раздел посвящен обзору анали-
тических результатов, полученных в работе [23]. Для модели (1) на интерва-
ле [−1, 1] рассматривается задача построения f ′(z)-оптимальных планов (f ′(z) =
(1, 2z, . . . , nzn−1)�) в некоторой заданной точке z ∈ R.

Следующая теорема определяет общую структуру f ′(z)-оптимального плана.

Теорема 3.1. Для полиномиальной модели (1) степени n без свободного члена
оптимальный план для оценивания производной имеет m = n или m = n−1 точек
носителя t∗1, . . . , t∗m. Веса определяются по следующей формуле:

ωi =
|L̄′

i(z)|∑m
j=1 |L̄′

j(z)|
, i = 1, . . . ,m, (4)
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где L̄1, . . . , L̄m — интерполяционные полиномы Лагранжа без свободного члена, по-
строенные по точкам t∗1, . . . , t∗m:

L̄i(z) =
z
∏

j �=i(z − t∗j )
t∗i

∏
j �=i(t

∗
i − t∗j )

, (5)

а L̄′
i — производные функций L̄i.

Как будет показано в следующих подразделах, вид оптимального плана зависит
от того, является степень модели (n) четной или нечетной.

3.1. Оптимальные планы для оценивания производной. Случай
нечетной степени n = 2k + 1. При k = 0 (n = 1) оптимальный план имеет
вид (оптимальность следует непосредственно из теоремы Элвинга)

ξ∗ =

(−1 1
ω 1− ω

)
, ω ∈ [0, 1].

При k > 0 (n > 1) ситуация значительно сложнее. Обозначим за si,l экстремальные
точки многочлена Чебышёва Tl(x) = cos(l arccosx) первого рода:

si,l = cos( (l+1−i)π
l ) , i = 1, . . . , l+ 1. (6)

Обозначим за ξ(s)j план, сосредоточенный в l = 2k+1 точках: {s1,2k+1, . . . , s2k+2,2k+1}\
{sj,2k+1}. Рассмотрим следующие функции:

R1(x) =

(
x(x+ 1)U2k(x)

x− sk+1,2k+1

)′
, R2(x) =

(
x(x − 1)U2k(x)

x− sk+2,2k+1

)′
, (7)

R3(x) =

(
x(x− 1)U2k(x)

x− sk+1,2k+1

)′
, R4(x) =

(
x(x + 1)U2k(x)

x− sk+2,2k+1

)′
, (8)

где U2k(x) =
sin((2k+1) arccosx)

cos(arccosx) — полиномы Чебышёва второго рода. Пусть

ν1 < ν2 < · · · < ν2k, μ1 < μ2 < · · · < μ2k, (9)
ρ1 < ρ2 < · · · < ρ2k, τ1 < τ2 < · · · < τ2k (10)

—корни функций Ri(x), i = 1, . . . , 4. Имеет место следующая теорема.

Теорема 3.2. Для полиномиальной регрессионной модели порядка n = 2k + 1,
k ≥ 1 на интервале [−1, 1] f ′(z)-оптимальный план сосредоточен не более, чем
в 2k + 1 опорных точках из множества {s1,2k+1, . . . , s2k+2,2k+1} тогда и только
тогда, когда z ∈ ∪2k+1

i=1 Ai, где множества Ai определяются как Ai = (−ν2k+2−i, νi),
i = 1, . . . , 2k + 1. При этом

(1) План ξ(s)1 является оптимальным тогда и только тогда, когда z принадле-
жит одному из интервалов (μi, ρi), i = 1, . . . , 2k. Если z = ρi, i = 1, . . . , 2k
оптимальный план сосредоточен в 2k точках:

s2,2k+1, . . . , sk,2k+1, sk+2,2k+1, . . . , s2k+2,2k+1

с весами, определенными в (4).
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(2) План ξ(s)k+1 является оптимальным тогда и только тогда, когда z принадле-
жит одному из интервалов (−∞, ν1), (ρ2k,∞) или (ρi, νi+1), i = 1, . . . , 2k − 1.
Если z = νi, i = 1, . . . , 2k оптимальный план сосредоточен в 2k точках:

s1,2k+1, . . . , sk,2k+1, sk+2,2k+1, . . . , s2k+1,2k+1

с весами, определенными в (4).

(3) План ξ(s)k+2 является оптимальным тогда и только тогда, когда z принадле-
жит одному из интервалов (−∞, τ1), (μ2k,∞) или (μi, τi+1), i = 1, . . . , 2k− 1.
Если z = μi, i = 1, . . . , 2k оптимальный план сосредоточен в 2k точках:

s2,2k+1, . . . , sk+1,2k+1, sk+3,2k+1, . . . , s2k+2,2k+1

с весами, определенными в (4).

(4) План ξ(s)2k+2 является оптимальным тогда и только тогда, когда z принад-
лежит одному из интервалов (τi, νi), i = 1, . . . , 2k. Если z = τi, i = 1, . . . , 2k
оптимальный план сосредоточен в 2k точках:

s1,2k+1, . . . , sk+1,2k+1, sk+3,2k+1, . . . , s2k+1,2k+1

с весами, определенными в (4).

Пример 3.1. Проиллюстрируем, как работает теорема 3.2 на примере куби-
ческой регрессионной модели (k = 1) без свободного члена. В этом случае точки,
определенные в (6), равны {−1,−1/2, 1/2, 1}, а корни функций Ri(x), i = 1, 2, 3, 4,
будут следующими:

ν1 = −0.608 , ν2 = 0.274 , μ1 = −0.274 , μ2 = 0.608 ,

ρ1 = 0.211 , ρ2 = 0.789 , τ1 = −0.789 , τ2 = −0.211.

Значит, в силу теоремы 3.2 f ′(z)-оптимальный план сосредоточен в трех из четырех
точек {−1,−1/2, 1/2, 1} тогда и только тогда, когда

z ∈ (−∞,−0.608)∪ (−0.274, 0.274)∪ (0.608,∞).

(1) Оптимальный план сосредоточен в точках {−1/2, 1/2, 1}, если
z ∈ (μ1, ρ1) ∪ (μ2, ρ2) ≈ (−0.274, 0.211)∪ (0.608, 0.789).

(2) Оптимальный план сосредоточен в точках {−1, 1/2, 1}, если
z ∈ (−∞, ν1) ∪ (ρ1, ν2) ∪ (ρ2,∞) ≈ (−∞,−0.608)∪ (0.211, 0.274)∪ (0.789,∞).

(3) Оптимальный план сосредоточен в точках {−1,−1/2, 1}, если
z ∈ (−∞, τ1) ∪ (μ1, τ2) ∪ (μ2,∞) ≈ (−∞,−0.789)∪ (−0.274,−0.211)∪ (0.608,∞).

(4) Оптимальный план сосредоточен в точках {−1,−1/2, 1/2}, если
z ∈ (τ1, ν1) ∪ (τ2, ν2) ≈ (−0.789,−0.608)∪ (−0.211, 0.274).

Веса оптимального плана определяются по формуле (4).
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3.2. Оптимальные планы для оценивания производной. Случай чет-
ной степени. В этом подразделе мы дадим обзор аналитических результатов для
полиномиальной модели четной степени n = 2k без свободного члена.

Рассмотрим точки

x∗i = −
√

cos (i−1)π
k + cos π

2k

1 + cos π
2k

, x∗2k+1−i =

√
cos (i−1)π

k + cos π
2k

1 + cos π
2k

, i = 1, . . . , k, (11)

являющиеся точками экстремума полинома

P (x) = Tk

(
x2

(
1 + cos

π

2k

)
− cos

π

2k

)
. (12)

Введем функции

Q1(x) = x(x + 1)

2k−1∏
�=2

(x− x∗� ) = x(x + 1)P ′(x),

Q2(x) = x(x2 − 1)

2k−1∏
�=2,� �=k

(x− s�,2k−1),

где точки si,j определены в (6) при l = 2k − 1. Обозначим за ν1 < ν2 < · · · < ν2k−1

и ρ1 < ρ2 < · · · < ρ2k−1 корни производных функций Q1(x) и Q2(x) и определим
следующие множества:

B = ∪2k−1
i=0 (−ν2k−i, νi+1), C = ∪2k−1

i=1 (−ρ2k−i, ρi). (13)

Справедлива следующая теорема.

Теорема 3.3.
(1) Для полиномиальной регрессии четной степени 2k ≥ 2 без свободного члена

существует и единственный f ′(z)-оптимальный план, сосредоточенный в точках
x∗1, . . . x

∗
2k, определенных в (11), тогда и только тогда, когда z ∈ B.

(2) Для полиномиальной регрессии четной степени 2k ≥ 2 без свободного члена
существует и единственный f ′(z)-оптимальный план, сосредоточенный в точках
экстремума s1,2k−1, s2,2k−1, . . . , s2k,2k−1 полинома Чебышёва T2k−1(x) первого рода,
тогда и только тогда, когда z ∈ C.

Веса оптимального плана определяются по формуле (4) при m = 2k.

Пример 3.2. Рассмотрим случай n = 4. Существует единственный f ′(z)-оп-
тимальный план, сосредоточенный в точках −1,−0.6436, 0.6436, 1, тогда и только
тогда, когда z принадлежит одному из интервалов

(−∞,−0.8503), (−0.4027,−0.3023), (0.3023, 0.4027), (0.8503,∞).

В случае, если z принадлежит одному из интервалов

(−0.804,−0.663), (−0.235, 0.235), (0.663, 0.804),

существует единственный f ′(z)-оптимальный план, сосредоточенный в точках
1,−0.5, 0.5, 1. Веса этих оптимальных планов определяются по формуле (4) при
m = 4.
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Доказательство рассмотренных в этом разделе теорем и дополнительные детали
могут быть найдены в работе [23]. В следующем разделе мы предложим алгоритм,
который позволяет численно находить оптимальные планы в тех случаях, когда
аналитически их построить не удается.

4. Численное построение f ′(z)-оптимальных планов. В общем случае су-
ществует несколько подходов к задаче построения оптимальных планов. Например,
можно использовать методы, основанные на универсальных алгоритмах, таких как
алгоритм Нелдера—Мида. Другой подход заключается в построении последователь-
ных приближений, как, например, предлагается в процедуре Федорова—Уинна (см.
[27]). Но в случае, если оптимальный план вырожденный (т. е. число точек его носи-
теля меньше числа параметров модели), данные подходы могут оказаться неэффек-
тивными. В значительной степени это связано с тем, что информационная матрица
плана, близкого к вырожденному, является плохо обусловленной. В данном разде-
ле мы предлагаем альтернативный эффективный подход, основанный на исполь-
зовании теоремы 2.1 и аналитических результатов, представленных в предыдущем
разделе. Обозначим за ξ∗l , ξ

∗
r следующие планы:

ξ∗l =

(
t
(l)
1 t

(l)
2 . . . t

(l)
n

ω
(l)
1 (z) ω

(l)
2 (z) . . . ω

(l)
n (z)

)
, ξ∗r =

(
t
(r)
1 t

(r)
2 . . . t

(r)
n

ω
(r)
1 (z) ω

(r)
2 (z) . . . ω

(r)
n (z)

)
.

Вот псевдокод нашего алгоритма:

Шаг 1. Выбираем вектор c(z) = (1, 2z, ...nzn−1)T .

Шаг 2. Проверяем, принадлежит ли z интервалу, на котором существует анали-
тическое решение. Если «да», переходим к шагу 4.

Шаг 3. Пусть z ∈ [a, b], где a и b — ближайшие границы интервалов, на которых
аналитическое решение существует. Пусть ξ∗l и ξ

∗
r — соответствующие анали-

тические решения (для левого и правого смежных интервалов). Как следует из
доказательства теорем 3.2, 3.3 (см. [23]), существуют s1, s2 ∈ {1, . . . , n} такие,
что ω(l)

s1 (a)ω
(r)
s2 (b) = 0. Обозначим за vs1 и vs2 векторы

(Pl(t
(l)
1 ), . . . , Pl(t

(l)
s1−1), Pl(t

(l)
s1+1), . . . , Pl(t

(l)
n ))�,

и
(Pr(t

(r)
1 ), . . . , Pr(t

(r)
s2−1), Pr(t

(r)
s2+1), . . . , Pr(t

(r)
n ))�,

где Pl(t), Pr(t) — экстремальные многочлены планов ξ∗l и ξ
∗
r соответственно.

Находим оптимальный план ξ∗, как решение одной из двух систем уравнений
при дополнительных ограничениях |p�f(x)| ≤ 1 для всех x ∈ [−1, 1]:⎧⎨⎩
p�f(xi) = vs1i , i = 1, . . . , n− 1,
(p�f(xi))′ = 0 для всех xi ∈ (−1, 1),

c(z) = h
∑n−1

i=1 f(xi)ωip
�f(xi);

⎧⎨⎩
p�f(xi) = vs2i , i = 1, . . . , n− 1,
(p�f(xi))′ = 0 для всех xi ∈ (−1, 1),

c(z) = h
∑n−1

i=1 f(xi)ωip
�f(xi).

Шаг 4. Записываем результат.

Проиллюстрируем на примерах, как работает этот алгоритм.
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Рис. 1. Поведение экстремального мно-
гочлена плана ξ∗1 из примера 3.3 в случае
z = 0.3, n = 4 (k = 2).

Пример 3.3. Рассмотрим полиномиальную регрессию без свободного члена
степени n = 4. Найдем численно вырожденный оптимальный план, используя наш
алгоритм.

Шаг 1. Пусть z = 0.3.

Шаг 2. Проверяем, принадлежит ли z интервалу, на котором существует анали-
тическое решение (см. пример 3.2).

Шаг 3. z ∈ [a, b], где a = 0.2345, b = 0.3023. Для таких a и b немедленно получаем
(по теореме 3.3), что ω(l)

2 (0.2345) = ω
(r)
1 (0.3023) = 0, т. е. s1 = 2, s2 = 1. Таким

образом, мы имеем vs1 = (−1,−1, 1)� = vs2 . Находим оптимальный план ξ∗ как
решение системы уравнений при дополнительных ограничениях |p�f(x)| ≤ 1
для всех x ∈ [−1, 1]: ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

p�f(x1) = −1,
p�f(x2) = −1,
p�f(1) = 1,
(p�f(xi))′ = 0, i = 1, 2,

c(z) = h
∑3

i=1 f(xi)ωip
�f(xi).

Шаг 4. Записываем результат:

ξ∗1 =

(−0.6621 0.6397 1
0.0228 0.8741 0.1031

)
.

Поведение экстремального многочлена этого плана (P (x) = 5.576t4 + 0.2501t3 −
4.720t2 − 0.1059t) отображено на рис. 1. Непосредственные вычисления показыва-
ют, что план ξ∗1 удовлетворяет условиям теоремы 2.1 (при h = −2.2681).

Рассмотрим еще один пример.
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Рис. 2. Поведение экстремального мно-
гочлена плана ξ∗2 из примера 3.4 в случае
z = 0.805, n = 4 (k = 2).

Пример 3.4.

Шаг 1. Пусть z = 0.805.

Шаг 2. Проверяем, принадлежит ли z интервалу, на котором существует анали-
тическое решение (см. пример 3.2).

Шаг 3. z ∈ [a, b], где a = 0.8036, b = 0.8503. Для таких a и b немедленно получаем
(по теореме 3.3), что ω(l)

2 (0.8036) = ω
(r)
1 (0.8503) = 0, т. е. s1 = 2, s2 = 1. Таким

образом, мы имеем vs1 = (−1,−1, 1)� = vs2 . Находим оптимальный план ξ∗ как
решение системы уравнений при дополнительных ограничениях |p�f(x)| ≤ 1
для всех x ∈ [−1, 1]: ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

p�f(−1) = −1,
p�f(x2) = −1,
p�f(1) = 1,
(p�f(x2))′ = 0,

c(z) = h
∑3

i=1 f(xi)ωip
�f(xi).

Шаг 4. Записываем результат:

ξ∗2 =

( −1 0.5049 1
0.0018 0.5254 0.4728

)
.

Поведение экстремального многочлена этого плана (P (x) = 0.1561t4 + 3.922t3 −
0.1561t2 − 2.922t) отображено на рис. 2. Непосредственные вычисления показыва-
ют, что план ξ∗2 удовлетворяет условиям теоремы 2.1 (при h = 4.7767).

Замечание 3.1. Отметим, что аналитические решения, представленные в
предыдущем разделе, удается найти в тех случаях, когда экстремальный полином
оптимального плана обладает чебышёвскими свойствами (т. е. имеет максимально
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возможное количество экстремумов на интервале [−1, 1]). При этом число точек оп-
тимального плана соответствует числу экстремумов данного полинома. Основная
идея предложенного нами подхода состоит в том, что мы, используя аналитические
результаты, можем установить знакочередование максимумов и минимумов экстре-
мального полинома в «нечебышёвском» случае, что, в свою очередь, позволяет га-
рантировать существование и единственность решения соответствующей системы
уравнений.

Замечание 3.2. Решать соответствующую систему, описанную на третьем ша-
ге псевдокода нашего алгоритма, можно любым подходящим методом. В силу заме-
чания 3.1, в частности, можно использовать функциональный подход (см. [28]) для
представления точек и весов оптимального плана как частичных сумм ряда Тейлора
в точке z.
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