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Работа связана с вопросами замкнутости элементарной сети. Элементарная сеть (сеть
без диагонали) σ = (σij)i�=j аддитивных подгрупп σij поля k называется замкнутой, ес-
ли элементарная сетевая группа E(σ) не содержит новых элементарных трансвекций.
Элементарная сеть σ = (σij) называется дополняемой, если для некоторых аддитив-
ных подгрупп σii поля k таблица (с диагональю) σ = (σij), 1 ≤ i, j ≤ n, является
(полной) сетью. Дополняемые элементарные сети являются замкнутыми. Необходи-
мым и достаточным условием дополняемости элементарной сети σ = (σij) является
выполнение включений σijσjiσij ⊆ σij (для любых i �= j). Исследуется вопрос (Ко-
уровская тетрадь, вопрос 19.63): верно ли, что для замкнутости элементарной сети
σ = (σij) достаточно выполнения включений σ2

ijσji ⊆ σij для любых i �= j (здесь че-
рез σ2

ij обозначается аддитивная подгруппа поля k, порожденная квадратами из σij)?
Элементарные сети, для которых выполнены последние включения, мы называем сла-
бо дополняемыми элементарными сетями. Понятия дополняемой и слабо дополняемой
элементарных сетей совпадают для полей нечетной характеристики. Таким образом,
упомянутый вопрос достаточности слабой дополняемости для замкнутости элемен-
тарной сети актуален для полей характеристик 0 и 2. В настоящей статье для полей
характеристик 0 и 2 строятся примеры слабо дополняемых, но не дополняемых эле-
ментарных сетей. Строится пример замкнутой элементарной сети, которая не является
слабо дополняемой.
Ключевые слова: сети, ковры, элементарная сеть, замкнутая сеть, дополняемая сеть,
элементарная сетевая группа, трансвекция.

1. Введение. Элементарная сеть (сеть без диагонали [1, 2]) σ = (σij)i�=j адди-
тивных подгрупп σij поля k называется замкнутой, если элементарная сетевая груп-
па E(σ) не содержит новых элементарных трансвекций (см. [2–4], [5, вопрос 15.46]).
Элементарная сеть σ = (σij) называется дополняемой [3, 4], если для некоторых
аддитивных подгрупп σii поля k таблица (с диагональю) σ = (σij), 1 ≤ i, j ≤ n,
является (полной) сетью. Известно, что дополняемые элементарные сети являются
замкнутыми. Необходимым и достаточным условием дополняемости элементарной
сети σ = (σij) является выполнение включений σijσjiσij ⊆ σij (для любых i �= j).
В этой связи представляет интерес вопрос Я. Н. Нужина (Коуровская тетрадь [5,
вопрос 19.63], см. также [6]): верно ли, что для замкнутости элементарной сети
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σ = (σij) достаточно выполнения включений σ2
ijσji ⊆ σij для любых i �= j (здесь

через σ2
ij обозначается аддитивная подгруппа поля k, порожденная квадратами из

σij)? Элементарные сети, для которых выполнены последние включения, мы назы-
ваем слабо дополняемыми элементарными сетями. Понятия дополняемой и слабо
дополняемой элементарных сетей совпадают для полей нечетной характеристики.
Таким образом, упомянутый вопрос достаточности слабой дополняемости для за-
мкнутости элементарной сети актуален для полей характеристик 0 и 2. В настоящей
заметке для полей характеристик 0 и 2 мы строим примеры слабо дополняемых, но
не дополняемых элементарных сетей. Над полем характеристики 2 строится пример
замкнутой элементарной сети, которая не является слабо дополняемой.

Мы пользуемся следующими стандартными обозначениями. Если A,B — под-
группы аддитивной группы поля (или коммутативного кольца) k, то через AB мы
обозначаем подгруппу AB = 〈ab : a, b ∈ A〉ad аддитивной группы поля k, порож-
денную всеми произведениями ab, a ∈ A, b ∈ B. Далее, через A2 мы обозначаем
аддитивную подгруппу A2 = 〈a2 : a ∈ A〉ad поля k, порожденную всеми квадрата-
ми a2. Ясно, что A2 ⊆ A · A, причем если chark = p— нечетное простое число, то
A2 = A · A. Пусть e— единичная матрица порядка n, eij — матрица, у которой на
позиции (i, j) стоит 1, а на остальных местах нули; tij(α) = e + αeij , α ∈ k, — эле-
ментарная трансвекция. Для элементарной сети σ мы рассматриваем элементарную
сетевую группу E(σ) = 〈tij(ξ) : ξ ∈ σij , 1 ≤ i �= j ≤ n〉.

2. Элементарные сети (ковры). Сеть, рассматриваемая без диагонали, на-
зывается элементарной сетью (элементарным ковром) [1, 2], [4, вопрос 15.46]. От-
метим, что в [1] такая сеть называется «сетью без диагонали». Таким образом, эле-
ментарная сеть — это набор σ = (σij), 1 ≤ i �= j ≤ n, аддитивных подгрупп поля k,
для которых σirσrj ⊆ σij для любой тройки попарно различных натуральных чисел
i, r, j, 1 ≤ i, r, j ≤ n.

Элементарная сеть σ = (σij) называется дополняемой, если для некоторых адди-
тивных подгрупп σii поля k таблица (с диагональю) σ = (σij), 1 ≤ i, j ≤ n, является
(полной) сетью. Другими словами, элементарная сеть σ является дополняемой, ес-
ли ее можно дополнить (диагональю) до (полной) сети. Приведем необходимые и
достаточные условия дополняемости элементарной сети.

Предложение 1 [1, §3]. Элементарная сеть σ = (σij) является дополняемой
тогда и только тогда, когда σijσjiσij ⊆ σij для любых i �= j. При выполнении
условий дополняемости диагональные подгруппы σii определяются формулой σii =∑

k �=i σikσki, где суммирование берется по всем k, отличным от i.
Определение. Элементарная сеть σ = (σij) называется слабо дополняемой,

если σ2
ijσji ⊆ σij для любых i �= j.

Так как σ2
ijσji ⊆ σijσjiσij , то из включения σijσjiσij ⊆ σij следует включение

σ2
ijσji ⊆ σij . Следовательно, согласно предложению 1 всякая дополняемая элемен-
тарная сеть является слабо дополняемой. Поэтому мы имеем включение

дополняемые эл. сети ⊂ слабо дополняемые эл. сети. (1)

Если k—поле нечетной характеристики, то понятия дополняемой и слабо допол-
няемой элементарных сетей совпадают. Ниже (предложение 3 и следующее за ним
замечание) мы покажем строгость включения (1) для полей характеристик 0 и 2.
А именно, для полей характеристик 0 и 2 мы построим элементарную сеть (см. (2)
ниже), которая является слабо дополняемой и не является дополняемой.

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2020. Т. 7 (65). Вып. 2 231



Пусть F — коммутативная область целостности с 1, R = F [x1, x2, . . . , xn]—коль-
цо многочленов от переменных x1, . . . , xn с коэффициентами из F . Напомним, что
(полной) степенью одночлена xi11 . . . xinn называется число i1 + . . . + in, а (полной)
степенью deg(f) ненулевого многочлена f = f(x1, x2, . . . , xn) ∈ R называется мак-
симальная из полных степеней его одночленов (с ненулевыми коэффициентами).
Далее, для ненулевого многочлена f = f(x1, x2, . . . , xn) ∈ R через ν(f) обозначим
минимальную из полных степеней одночленов (с ненулевыми коэффициентами), вхо-
дящих в f ∈ R. Ясно, что ν(f) ≤ deg(f). Например,

f = 2 + yz + x2z, ν(f) = 0, deg(f) = 3; g = xy + xyz2, ν(g) = 2, deg(g) = 4.

Пусть m— целое неотрицательное число. Положим

Rm = {f = f(x1, x2, . . . , xn) ∈ R : ν(f) ≥ m} ∪ {0}
({0}— нулевой многочлен).

Ясно, что R = R0 = F [x1, x2, . . . , xn] и R0 ⊃ R1 ⊃ R2 ⊃ . . . .
Лемма 1. Если f, g ∈ R, f �= {0}, g �= {0} и f �= −g, то ν(f + g) ≥

min(ν(f), ν(g)). В частности, Rm — аддитивная подгруппа кольца R = R0. Да-
лее, RmRn ⊆ Rm+n (m,n—целые неотрицательные). Следовательно, Rm —идеал
кольца R = F [x1, x2, . . . , xn].

3. Слабо дополняемая сеть над полем нулевой характеристики. При-
ступим теперь к построению примеров, заявленных во введении. Рассмотрим кольцо
многочленов R = R0 = Z[x, y, z] от трех переменных с целыми коэффициентами из
Z, k— поле частных кольца R. Положим

R4 = {f = f(x, y, z) ∈ R : ν(f) ≥ 4} ∪ {0}.
Рассмотрим аддитивную подгруппу

B = Zx+ Zy + Zz + Zxy2 + Zxz2 + Zyx2 + Zyz2 + Zzx2 + Zzy2+

+ Zx3 + Zy3 + Zz3 + 2Zxyz +R4.

Лемма 2. Пусть f, g ∈ B, тогда
1) f2 ∈ Zx2 + Zy2 + Zz2 + 2Zxy + 2Zxz + 2Zyz +R4;
2) f2g ∈ Zx3 +Zy3 +Zz3 +Zxy2 +Zxz2 +Zyx2 +Zyz2 +Zzx2 +Zzy2 + 2Zxyz +R4.

Доказательство. Если f, g ∈ B, то
f = m1x+m2y +m3z + ψ1, g = n1x+ n2y + n3z + ψ2, ψ1, ψ2 ∈ R3,

где mi, ni ∈ Z. Тогда

f2 ∈ Zx2 + Zy2 + Zz2 + 2Zxy + 2Zxz + 2Zyz +R4.

Отсюда очевидно вытекает второе включение

f2g ∈ Zx3 + Zy3 + Zz3 + Zxy2 + Zxz2 + Zyx2 + Zyz2 + Zzx2 + Zzy2 + 2Zxyz +R4.�

Предложение 2. Имеем включение B2 ·B ⊆ B, при этом подгруппа B ·B ·B
не содержится в подгруппе B.
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Доказательство. Элемент xyz содержится в B · B · B и не содержится в B.
Поэтому B ·B ·B не содержится в подгруппе B. Включение B2 ·B ⊆ B вытекает из
леммы 2. �

Предложение 3. Таблица (порядка n ≥ 2)

τ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∗ B R4 . . . R4

B ∗ R4 . . . R4

R4 R4 ∗ . . . R4

. . . . . . .
R4 R4 R4 . . . ∗

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (2)

является элементарной сетью. Далее, элементарная сеть τ является слабо до-
полняемой и не является дополняемой элементарной сетью. Таким образом, для
поля нулевой характеристики включение (1) является строгим.

Доказательство. В силу леммы 1 таблица τ является элементарной сетью.
Далее, доказательство вытекает из предложений 1 и 2. �

Замечание. Пример, аналогичный построенному (см. подгруппу B для слу-
чая Z и сеть (2)), справедлив и для поля четной характеристики (здесь слагаемые
подгруппы B, содержащие 2, равны 0).

Рассмотрим кольцо многочленов R = R0 = F2[x, y, z] от трех переменных с
коэффициентами из поля F2 (из двух элементов), k— поле частных кольца R. Далее,
рассмотрим аддитивную подгруппу

B = F2x+ F2y + F2z + F2xy
2 + F2xz

2 + F2yx
2 + F2yz

2 + F2zx
2 + F2zy

2+

+ F2x
3 + F2y

3 + F2z
3 +R4

(R4 определяется как и выше в предыдущем пункте). Тогда для построенной под-
группы B (и соответственно для элементарной сети (2)) справедлив результат пред-
ложения 3.

4. Замкнутая элементарная сеть (над полем характеристики 2), кото-
рая не является слабо дополняемой. В поле k = F2(x) рациональных функций
f
g , f, g ∈ F2[x] с коэффициентами из F2 рассмотрим кольцо R и его идеал A:

R =

{
f

g
∈ F2(x) : deg g − deg f ≥ 0

}
, A =

{
f

g
∈ F2(x) : deg g − deg f ≥ 4

}
.

Пусть далее B = F2

x + A—аддитивная подгруппа кольца R. Рассмотрим таблицу
σ = (σij), i �= j, порядка n ≥ 2, для которой σ12 = σ21 = B и σij = A для остальных
i �= j. Ясно, что таким образом построенная таблица является элементарной сетью.

В работе [4, предложение 6] доказано следующее предложение.
Предложение 4. Элементарная сеть σ является замкнутой и не является

слабо дополняемой. В частности, в случае поля четной характеристики из за-
мкнутости элементарной сети не следует ее слабая дополняемость.

Отметим, что в работах [3, 4] при определении кольца R (в нашем случае — это
идеал A) допущена опечатка. Правильно писать R = { fg ∈ F2(x) : deg g−deg f ≥ 4}.

5. Заключение. В работе рассматривается вопрос (Коуровская тетрадь, во-
прос 19.63): верно ли, что для замкнутости элементарной сети σ = (σij) достаточно
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выполнения включений σ2
ijσji ⊆ σij для любых i �= j (здесь через σ2

ij обозначается
аддитивная подгруппа поля k, порожденная квадратами из σij)? Исходя из послед-
них условий, в работе вводится понятие слабо дополняемой элементарной сети. По-
нятия дополняемой и слабо дополняемой элементарных сетей совпадают для полей
нечетной характеристики. Известно, что дополняемые элементарные сети замкну-
ты. Таким образом, упомянутый вопрос достаточности слабой дополняемости для
замкнутости элементарной сети актуален для полей характеристик 0 и 2. В настоя-
щей статье для полей характеристик 0 и 2 построены примеры слабо дополняемых,
но не дополняемых элементарных сетей; для поля характеристики 2 — пример за-
мкнутой элементарной сети, которая не является слабо дополняемой.

Авторы благодарны рецензентам за указанные опечатки и недочеты при оформ-
лении статьи.
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An elementary net (net without a diagonal) σ = (σij)i�=j of additive subgroups σij of the
field k is called closed if the elementary net group E(σ) does not contain new elemen-
tary transvections. Elementary net σ = (σij) is called supplemented if for some additive
subgroups σii of the field k the table (with diagonal) σ = (σij), 1 ≤ i, j ≤ n, is a (full)
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net. Supplemented elementary nets are closed. A necessary and sufficient condition for
the supplementarity of the elementary net σ = (σij) is the implementation of inclusions
σijσjiσij ⊆ σij (for any i �= j). In this regard the following question is of interest (Kourovka
notebook, question 19.63): ): is it true that for closedness of an elementary net σ = (σij)
it suffices to execute the inclusions σ2

ijσji ⊆ σij for any i �= j (here, by σ2
ij we denote the

additive subgroup of the field k generated by all squares from σij)? Elementary nets for
which the last inclusions are satisfied we call weakly supplemented elementary nets. The
concepts of supplemented and weakly supplemented elementary nets coincide for fields of
odd characteristic. Thus, the aforementioned question of the sufficiency of weak supple-
mentarity for the closedness of an elementary net is relevant for fields of characteristic 0
and 2. In this article we construct examples of weakly supplemented but not supplemented
elementary nets. An example of a closed elementary net is constructed, which is not weakly
supplemented.
Keywords: nets, carpets, elementary net, closed net, supplemented net, elementary net
group, transvection.
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