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В данной статье рассматриваются различные расширения локальных полей. Для про-
извольного конечного расширения K поля p-адических чисел с помощью известной
теории Любина—Тейта возможно описать максимальное абелево расширениеKab/K и
соответствующую группу Галуа. Она представляется как прямое произведение групп,
полученных с помощью максимального неразветвленного расширенияK и вполне раз-
ветвленного расширения, полученного с использованием корней некоторых эндомор-
физмов формальных групп Любина—Тейта. Мы рассматриваем так называемые обоб-
щенные формальные группы Любина—Тейта и расширения, возникающие при добав-
лении к рассматриваемому полю корней их эндоморфизмов. Используя тот факт, что
над неразветвленным конечным расширением Tm степениm поляK правильным обра-
зом выбранная обобщенная формальная группа совпадает с классической, оказалось
возможным получить группу Галуа расширения (Tm)ab/K. Главным результатом ра-
боты является явное описание группы Галуа расширения (Kur)ab/K, где Kur — это
максимальное неразветвленное расширение поляK. Аналогичные методы также были
применены к изучению разветвленных расширений поля K.
Ключевые слова: максимальное неразветвленное расширение, формальные групповые
законы.

1. Введение. Данная статья посвящена изучению различных расширений ло-
кальных полей. Для произвольного конечного расширения Галуа поля p-адических
чисел K/Qp при помощи теории Любина—Тейта в прошлом были описаны его мак-
симальное расширение Kab/K и соответствующая группа Галуа.

В работе рассматриваются так называемые обобщенные формальные группы
Любина—Тейта и расширения, полученные путем добавления к исходному полю
корней их автоморфизмов. С их помощью оказывается возможным описать груп-
пу Галуа расширения T ab

m /K, где Tm — это неразветвленное расширение поля K
степени m. Основным результатом является получение группы Галуа расширения
(Kur)ab/K, где Kur —максимальное неразветвленное расширение поля K.

Также была предпринята попытка провести подобные рассуждения для иссле-
дования разветвленных расширений поля K и были выделены проблемы, отличаю-
щие эту задачу от рассмотренной ранее.

2. Известные результаты. Пусть K/Qp —конечное расширение, K — локаль-
ное поле характеристики ноль с полем вычетов из q элементов. В [1] получен следу-
ющий результат.
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Теорема 1. Пусть K/Qp—произвольное конечное расширение Галуа. Тогда

Gal(Kab/K) ∼= Ẑ×O×
K .

В этом декартовом произведении левая часть соответствует группе Галуа мак-
симального неразветвленного расширения K, которое будет обозначаться как Kur,
а правая— группе Галуа расширения, полученного с помощью добавления к исход-
ному полю ядер изогений некоторой формальной группы, называемой группой Лю-
бина—Тейта. Если π— униформизующая поля K, то изогения умножения на π для
этой формальной группы имеет вид

[π](x) = πx+ xq.

3. Обобщенные формальные группы Любина—Тейта. Теперь рассмот-
рим несколько модифицированную изогению. По аналогии с классическим случаем
доказывается следующая лемма.

Лемма 2. Пусть π— униформизующая поля K, q—порядок поля вычетов
K,m ∈ N, Tm —неразветвленное расширение K степени m, f(x)—формальный
степенной ряд с коэффициентами из OK , такой что

f(x) = πx (mod deg 2), f(x) = xq
m

(mod π).

Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Существует единственный формальный групповой закон F , такой что f яв-
ляется эндоморфизмом F .

2. Для любого a ∈ OTm существует единственный формальный степенной ряд
[a](x) с коэффициентами из OTm , такой что

[a](x) = x (mod deg2), f ◦ [a] = [a] ◦ f.
Кроме того, F ([a], [b]) = [a + b], [a] ◦ [b] = [ab] ∀a, b ∈ OTm . При этом, если
a ∈ OK , то коэффициенты ряда [a](x) лежат в OK .

3. [a]— эндоморфизм F для любого a ∈ OTm .

Зафиксируем многочлен f(x) = πx+ xq
m

и соответствующий ему формальный
групповой закон F . Заметим, что, точно так же, как и в классическом случае, [π] = f.

Определение 3. Пусть L— некоторое расширение K, содержащееся в Ksep и
содержащее все корни [πn](x), n ∈ N.

Введем множество μn = {y ∈ L : [πn](y) = 0}.
Также обозначим T n

m = K(μn) ⊃ Tm, T
∞
m =

⋃
n≥1 T

n
m. Несложно заметить, что

порядок поля вычетов Tm равен qm, поэтому F как формальный групповой закон—
это классический формальный групповой закон Любина—Тейта.

Поэтому Gal(T n
m/Tm) = (OT/m/ρ

n
Tm

)× и Gal(T∞
m /Tm) = O×

Tm
. Наша цель — най-

ти группу Галуа расширения T∞
m над K.

Зафиксируем ζ ∈ Tm —первообразный корень из единицы степени qm − 1.
Определение 4. Существует автоморфизм Tm над K, который переводит ζ в

ζq. Будем обозначать его Frob(x). Так же будем обозначать соответствующий ему
автоморфизм модуля OTm/π

nOTm , n ∈ N.
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Заметим, что это обозначение не случайно, так как на поле вычетов этот авто-
морфизм будет совпадать с классическим автоморфизмом Фробениуса степени q.

Для начала найдем группу Галуа расширения T 1
m/K. Заметим, что T 1

m =
K(x0, ζ) и любой корень x0 соответствующего минимального многочлена можно
представить в виде [a](x0), a ∈ OTm/πOTm , или в виде ζkx0, 0 ≤ k < qm − 1.

Лемма 5. Если x ∈ μ1, то ζx = [ζ](x).
Доказательство. Известно, что для некоторого a ∈ OTm/πOTm верно равен-

ство ζx = [a](x). Поделив это равенство на x, получим

ζ = a+ k2x+ k3x
2 + . . . ,

где ki —коэффициент ряда [a] при соответствующей степени. Из вида многочлена f
очевидным образом следует, что нормирование x больше нуля. Рассмотрев равенство
по модулю π, получаем, что ζ ≡ a (mod π), то есть [a](x) = [ζ](x).

Лемма 6. Gal(T 1
m/K) = (OTm/πOTm)× �φ Z/mZ, где φ(k) = Frobk(x), k ∈

Z/mZ.
Доказательство. Достаточно показать, что для любого x ∈ μ1, x �= 0 верно

Frob([a]x) = [Frob(a)]x. Так как OTm/πOTm порождено ζ, то достаточно доказать
это утверждение для a = ζ. Действительно,

Frob([ζ](x)) = Frob(ζx) = ζqx = [ζq](x) = [Frob(ζ)](x).

Теперь покажем, как аналогичным образом получить группу Галуа расширения
T n
m для любого натурального n.

Теорема 7. Gal(T n
m/K) ∼= (OTm/π

nOTm)× �φ Z/mZ, где φ(k) = Frobk, k ∈
Z/mZ.

Доказательство. Случай n = 1 рассмотрен в лемме 5. Докажем теорему для
n = 2, аналогичные результаты для n > 2 получаются несложной индукцией.

Требуется доказать, что для любых x ∈ μ2, a ∈ OTm/π
2OTm

Frob([a](x)) = [Frob(a)](x).

Лемма 8. Если x ∈ μ2, то ζx = [ζ](x).
Доказательство. Так как ζx ∈ μ2, то существует такое a ∈ OTm/π

2OTm , что
[a](x) = ζx. Из леммы 2 следует, что тогда a = kπ + ζ, k ∈ OTm/πOTm . Значит,

[a](x) = [kπ + ζ](x) = ζx = ζq
m

x = [aq
m

](x) = [qmkπ + ζ](x) = [ζ](x),

что и требовалось доказать.

Теперь покажем, что Frob([π](x)) = [π(x)]. Действительно, так как коэффици-
енты f лежат в K, то

Frob([π](x)) = Frob(f(x)) = f(Frob(x)) = f(x) = [π(x)].

Аналогичным образом несложно показать, что Frob([aπ](x)) = [Frob(a)π](x). Оста-
лось показать, что Frob([aπ + b](x)) = [Frob(a)π + Frob(p)]. Так как коэффициенты
F лежат в K, то

Frob([aπ + b])(x) = Frob(F ([aπ](x), [b](x))) = F (Frob([aπ](x)), F rob([b](x))) =

= F ([Frob(a)π(x)], [Frob(b)](x)) = [Frob(a)π + Frob(p)].
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Таким образом, действие группы Галуа Tm надK на группу Галуа T 2
m над Tm анало-

гично вышеуказанному действию Z/mZ на (OTm/π
2OTm)×. Таким образом, итоговая

группа Галуа совпадает с полупрямым произведением.

Перейдя к обратному пределу, получаем следующие результаты.
Следствие 9.

Gal(T∞
m /K) ∼= O×

Tm
�φ Z/mZ,

где φ(k) = Frobk, k ∈ Z/mZ.
Следствие 10.

Gal(T ab
m /K) = O×

Tm
�φm Ẑ,

где φm(k) = Frobk mod m, k ∈ Ẑ.

4. Максимальное неразветвленное расширение. Пусть K —конечное рас-
ширение Qp, Tm —неразветвленное расширение K степениm, а Kur —максимальное
неразветвленное расширение K.

Лемма 11.
⋃∞

m=1 T
ab
m = (Kur)ab.

Доказательство. Очевидно, что левая часть равенства содержится в правой.
Докажем обратное включение.

Рассмотрим конечное абелево расширение L/Kur. Существует α, такое что
L = Kur(α). Рассмотрим произвольный элемент β ∈ Kur(α). Этот элемент мож-
но представить в виде

β = a0 + a1α+ · · ·+ akα
k, ai ∈ Kur, i = 0, 1, . . . , k.

Так как Kur =
⋃∞

m=1 Tm, то существует такое n ∈ N, что ai ∈ Tn, i = 0, 1, . . . , k.
Тогда β будет лежать в Tn(α). Аналогичным образом можно увеличить n так, чтобы
минимальные многочлены для α в Tn и Kur совпадали и их корни лежали в Tn(α).

В итоге мы получили конечное расширение Галуа Tn(α)/Tn. Рассмотрим авто-
морфизмы Tn(α) над Tn. Так как α, как и все остальные корни соответствующего
минимального многочлена, не лежит в Kur, то каждый из этих автоморфизмов оче-
видным образом продолжается до автоморфизма Kur(α) над Kur.

Получается, что автоморфизмы Tn(α) над Tn— это сужения автоморфизмов
Kur(α). Так как исходные автоморфизмы коммутировали, то и их сужения будут
коммутировать. Таким образом, Tn(α)/Tn — конечное абелево расширение.

Мы получили, что для любого конечного расширения L/Kur и для любого эле-
мента β, содержащегося в L, существует такое n, что β содержится в некотором
конечном абелевом расширении Tn. Это доказывает требуемое включение.

Найдем группу Галуа (Kur)ab/K. Напомним, что Kur =
⋃∞

m=1 Tm. Так как на
неразветвленном расширении локального поля можно задать дискретное нормиро-
вание, являющееся продолжением исходного, то на Kur также задается такое нор-
мирование, которое есть объединение нормирований на Tm. Тогда для этого норми-
рования O×

Kur =
⋃∞

m=1O
×
Tm
.

Нам известно, что
Gal(T ab

m /K) = O×
Tm

�φm Ẑ,

где φm(k) = Frobk mod m, k ∈ Ẑ. Кроме того, если m делит n, то Tm ⊂ Tn. Также
нам известно, что φn |O×

Tm

= φm и, следовательно, O×
Tm

�φm Ẑ ⊂ O×
Tn

�φn Ẑ.
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Взяв прямой предел для множеств O×
Tm
× Ẑ, мы получим множество O×

Kur × Ẑ.
Так как мы знаем для каждого натурального m действие φm и знаем, что эти дей-
ствия согласованы, мы легко получаем действие φ, которое элементу k ∈ Ẑ сопо-
ставляет отображение Frobk на O×

Kur . Оно действует по следующему принципу: для
элемента x из O×

Kur мы найдем n, такое что x лежит в O×
Tm
, и применим к нему

Frobk mod n. Выше уже было показано, что результат не будет зависеть от выбора
n. Таким образом, искомая группа Галуа равна

O×
Kur �φ Ẑ,

где φ(k) = Frobk, k ∈ Ẑ.
Теорема 12. Gal((Kur)ab/K) = O×

Kur �φ Ẑ, где φ(k) = Frobk, k ∈ Ẑ.

5. Разветвленный случай. Рассмотрим уравнение xq + πx = 0. Пусть α—
его ненулевой корень. Тогда все корни этого уравнения имеют вид ζkα, где ζ —
первообразный корень степени q − 1 из единицы (он лежит в K), k = 0, 1, . . . , q − 1.

Пусть Kπ = K(α). Мы знаем, что Kπ/K —вполне разветвленное расширение
порядка q − 1 и Gal(Kπ/K) = Z/(q − 1)Z.

Теперь рассмотрим над Kπ уравнение xq+αx = 0. Обозначим поле, полученное
добавлением к Kπ его корней, как Kα. Попробуем изучить расширение Kα/K.

Домножив последнее уравнение на соответствующую геометрическую прогрес-
сию, получим

xq(q−1) + αq−1xq−1 = 0.

Так как αq−1 = −π, то мы получаем xq
2−2q+2 − πx = 0. Если мы поделим это

уравнение на x, то получим неприводимое над K уравнение степени (q− 1)2. Таким
образом, Kα/K — вполне разветвленное расширение степени (q − 1)2.

Заметим, что оно не является нормальным. Действительно, все корни мини-
мального многочлена имеют вид ζky, где y — его произвольный корень, а ζ —перво-
образный корень степени (q−1)2 из единицы (он лежит в K), k = 0, 1, . . . , (q−1)2−1.

Рассмотрим уравнение x(q−1)2 − 1 = 0 над полем K. Если мы рассмотрим его
в поле вычетов, то все его делители —многочлены вида xq−1 − β, где β пробегает
все обратимые элементы поля вычетов. Если β — первообразный корень из едини-
цы степени q − 1, то этот многочлен неприводим. В алгебраическом замыкании он
раскладывается на линейные множители вида x − x0ζ

k, где x0 — его произвольный
корень, который, очевидно, не лежит в поле вычетов поля K, ζ — первообразный ко-
рень степени q−1 из единицы (он лежит в этом поле вычетов), k = 0, 1, . . . , (q−1)2−1.
Если мы перемножим m < q − 1 таких скобок, то свободный член будет равен про-
изведению ζ в некоторой степени и xm0 . Так как (x0)

q−1 = β, то x0 —первообразный
корень из единицы степени (q − 1)2. Следовательно, xm0 при m < q − 1 не будет
корнем степени q − 1 из единицы, что необходимо для того, чтобы этот элемент ле-
жал в поле вычетов поля K. Несложно заметить, что поле, содержащее корни этого
многочлена, будет содержать все корни многочлена x(q−1)2 − 1 = 0.

Теперь ясно, что наименьшее поле, содержащее K и первообразный корень сте-
пени (q−1)2 из единицы, это TK

q−1 (верхний индекс в последнем обозначении отвеча-
ет за поле, которому соответствует неразветвленное расширение). Таким образом,
этот корень не мог содержаться в Kα, и наименьшим нормальным расширением K,
содержащим Kα, будет поле TK

q−1 ×Kα. Обозначим его K1.
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Найдем группу Gal(K1/K). Заметим, что K1 = TKπ

q−1×Kα. Несложно заметить,
что Gal(K1/Kπ) = (Z/(q − 1)Z)2. Так как ни один из автоморфизмов этой группы
не воздействует на автоморфизмы группы Gal(Kπ/K), то в результате получаем,
что Gal(K1/K) = (Z/(q − 1)Z)3.

Следствие 13.
1. Расширение Kα/K не является нормальным.
2. Минимальным нормальным расширением, содержащим данное, является рас-
ширение (TK

q−1 ×Kα)/K.

3. Поле K1 = TK
q−1 ×Kα является полем расширения многочлена xq

2−2q+2 − πx.
Группа Галуа расширения K1/K равна (Z/(q − 1)Z)3.
Исследовав одно расширение, мы получаем заметные отличия от неразветвлен-

ного случая, которые не позволяют построить расширение (Kπ)ab/K. Во-первых,
заметим, что многочлен, который мы использовали для присоединения элемента α
к полю K, равный xq

2−2q+2−πx, не является эндоморфизмом умножения ни для ка-
кой формальной группы. Кроме того, расширение Kα/K не является нормальным,
но мы знаем, с каким полем нужно взять композит, чтобы получить нормальное.
Основной вопрос заключается в том, как будут выглядеть нормальные расширения
следующих порядков и можно ли получить их путем добавления к полю K корней
эндоморфизма умножения некоторой формальной группы.

6. Заключение. В работе был полностью рассмотрен неразветвленный слу-
чай. Основной целью дальнейших исследований является изучение разветвленно-
го случая. Планируется изучить расширения более высоких порядков и выделить
закономерности, которые, возможно, позволят рассмотреть максимальные абелевы
расширения разветвленных расширений поля K над исходным полем. Важным во-
просом является вопрос применимости теории формальных групп к данной задаче.
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In this paper, we study different extensions of local fields. For an arbitrary finite extension
of the field of p-adic numbersK/Qp it is possible to describe, using the famous Lubin—Tate
theory, its maximal abelian extension Kab/K and the corresponding Galois group. It is a
Cartesian product of the groups appearing from the maximal unramified extension ofK and
a fully ramified extension obtained using the roots of some endomorphisms of the Lubin—
Tate formal groups. Here, we are going to consider so-called generalised Lubin—Tate formal
groups and the extensions that appear after adding the roots of their isomorphisms to
the initial field. Using the fact that for a finite unramified extension Tm of degree m of
the field K one of such formal groups coincides with a classical one, it became possible
to obtain the Galois group of the extension (Tm)ab/K. The main result of the paper is
explicit description of the Galois group of the extension (Kur)ab/K, where Kur is the
maximal unramified extension of the field K. We also applied similar methods to the study
of ramified extensions of K.
Keywords: maximal unramified extension, formal group law.
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