
УДК 512.62 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2020. Т. 7 (65). Вып. 2
MSC 12F02

Александру Ивановичу Генералову
с уважением и благодарностью

О кубических формулах Рамануджана
упрощения вложенных радикалов
M.А.Антипов1,2, K.И.Пименов2
1 Национальный исследовательский университет Высшая школа экономики,
Российская Федерация, 190008, Санкт-Петербург, ул. Союза Печатников, 16

2 Санкт-Петербургский государственный университет,
Российская Федерация, 199034, Санкт-Петербург, Университетская наб., 7–9

Для цитирования: Антипов M.А., Пименов K.И. О кубических формулах Рамануджа-
на упрощения вложенных радикалов // Вестник Санкт-Петербургского университета. Ма-
тематика. Механика. Астрономия. 2020. Т. 7 (65). Вып. 2. С. 187–196.
https://doi.org/10.21638/11701/spbu01.2020.201

В работе предлагается объяснение формулам типа формулы Рамануджана для извле-
чения кубических корней из некоторых кубических иррациональностей в ситуации,
когда этот корень попадает в чисто кубическое расширение. Дается полное описание
формул такого типа в качестве ответа на вопрос Зиппеля. Оказывается, что формулы
типа формулы Рамануджана в некотором смысле исчерпывают ситуацию, в частно-
сти в правой части может стоять не более трех слагаемых и норма исходной иррацио-
нальности должна быть кубом. При таком ограничении мы сопоставляем кубическим
иррациональностям циклический кубический многочлен, разложимость которого (над
полем рациональных чисел) равносильна возможности упрощения соответствующего
двухэтажного радикала. Это обращает так называемое соответствие Рамануджана,
описанное в предыдущих работах, когда циклическому уравнению сопоставлялось чи-
сто кубическое расширение.
Ключевые слова: формулы Рамануджана, упрощение радикалов, соответствие Рама-
нуджана.

1. Введение. В этой заметке мы предлагаем объяснение для одной формулы
Рамануджана, упрощающей выражение с вложенными кубическими радикалами, и
показываем, что данная формула— единственная в своем роде.

Пусть F ⊂ R— это произвольное вещественное поле. Во всех примерах чита-
тель может предполагать, что в качестве базового поля F взято поле рациональных
чисел. Для элемента D ∈ F , не являющегося кубом, рассмотрим чисто кубическое
расширение F1 = F

[
3
√
D
]
⊂ R. Пусть m ∈ F1 \ F .

Возникает вопрос, когда «двухэтажное» радикальное выражение 3
√
m может

быть упрощено так, как в следующих численных примерах:

3

√
5− 3

3
√
7 =

3

√
2 cos

2π

7
+

3

√
2 cos

4π

7
+

3

√
2 cos

6π

7
; (1)
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3

√
1− 3

√
2 =

1

3

(
3
√
6− 3

√
3− 3

√
12
)
. (2)

Обе формулы встречаются в записных книжках Рамануджана [1], вторая фор-
мула приведена в качестве примера в работе [2]. Ее автор Р. Зиппель на с. 205 при-
водит общую формулу указанного вида, по сути принадлежащую Рамануджану,

3

√
3 3
√
xy(x+ y)− (y3 + 6xy2 − 3x2y − x3) = 3

√
x2y − 3

√
y2(x+ y) + 3

√
x(x + y)2 (3)

и задает вопрос, действительно ли это — единственная формула для упрощения
«двухэтажного» радикального выражения с кубическими корнями.

Прежде всего отметим необходимое и достаточное условие упрощения радика-
ла вида 3

√
m, которое является частным случаем основной теоремы этой теории,

изложенной в диссертации [3], и вариант которой доказан в работе [4].

Предложение 1. В обозначениях, введенных выше, существуют элементы
k1, . . . , kn ∈ F такие, что 3

√
m ∈ F [ 3

√
k1, . . . ,

3
√
kn
]
тогда и только тогда, когда

m = b ·
(
a0 + a1

3
√
D + a2

3
√
D2
)3

для некоторых b, a0, a1, a2 ∈ F.

Иными словами, выразить двухэтажный радикал через одноэтажные удается
только по тривиальной причине. Мы не цитируем общую теорему, в которой требу-
ется выполнение дополнительных технических условий (про корни из единицы), а
приводим полное доказательство сформулированного частного случая в приложе-
нии.

Вследствие предложения 1 упрощение сложного радикала в рассматриваемой
ситуации возможно лишь в том случае, когдаm— это кубическая иррациональность
такая, что ее норма NmF1/F (m) является кубом в F ∗. На продолжении всей заметки
мы будем предполагать, что это условие выполнено.

Наш основной результат сформулирован в теореме 2. По кубической ирраци-
ональности m мы строим циклическое кубическое уравнение, которое имеет раци-
ональный корень в том и только в том случае, когда двухэтажный радикал 3

√
m

выражается через одноэтажные, так как это сформулировано в предложении 1.
Работа второго автора [5] была посвящена формулам типа (1) и (2), прочитан-

ным справа налево, и их обобщениям на случай степени, выше чем 3. В данной
работе мы концентрируемся на кубическом случае и, прочитывая указанные фор-
мулы слева направо, трактуем их как формулы упрощения сложных радикалов.

2. Обратное соответствие Рамануджана. В предыдущей заметке [6] мы
рассматривали прямое соответствие Рамануджана: по циклическому кубическому
уравнению строилось чисто кубическое расширение.

В данной работе мы строим соответствие в обратную сторону, что решает задачу
упрощения двухэтажного радикала рассматриваемого вида.

Для кубической иррациональности m ∈ F
[

3
√
D
]
, норма которой является ку-

бом, через m′ и m′′ мы будем обозначать две невещественные кубические ирра-
циональности, сопряженные с m над полем F . Через 3

√
m мы обозначаем веще-

ственный кубический корень. Для удобства мы фиксируем обозначение через 3
√
m′

для любого выбранного нами кубического корня из m′. После чего через 3
√
m′′ мы

обозначаем тот единственный кубический корень из m′′, для которого выполнено
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соотношение 3
√
m · 3

√
m′ · 3

√
m′′ ∈ R. В силу того, что NmF1/F (m) = mm′m′′ явля-

ется кубом в F для выбранных нами значений кубических корней, получаем, что
3
√
m · 3

√
m′ · 3

√
m′′ = 3

√
mm′m′′ ∈ F ∗.

Через ω ∈ C будем обозначать нетривиальный кубический корень из единицы.
Задачи упрощения двухэтажных радикалов 3

√
m и 3

√
bm для b ∈ F ∗ равносиль-

ны. Для дальнейшего оказывается удобно нормализовать рассматриваемую кубиче-
скую иррациональность m, домножая ее на подходящий элемент b так, чтобы было
выполнено соотношение

TrF1/F(m) = 27 + 3 3

√
NmF1/F (m). (4)

Исключительный случай, когда TrF1/F(m) = 3 3
√
NmF1/F (m) и нормализация

невозможна, будет рассмотрен отдельно в предложении 7.

Теорема 2. Рассмотрим нетривиальное чисто кубическое расширение
F
[

3
√
D
]
вещественного поля F . Пусть m— кубическая иррациональность из по-

ля F1 = F
[

3
√
D
]
такая, что NmF1/F (m) лежит в (F ∗)3. Предположим также,

что выполнено соотношение (4). Тогда:

• элементы

α =

(
3
√
m+ 3

√
m′ + 3

√
m′′

3

)3

; β =

(
3
√
m+ 3

√
m′ω + 3

√
m′′ω2

3

)3

;

γ =

(
3
√
m+ 3

√
m′ω2 + 3

√
m′′ω

3

)3

являются корнями кубического полинома с коэффициентами из поля F ;
• имеется кубическая иррациональность n ∈ F1 с сопряженными n′, n′′ такая,
что произведение nn′n′′ является кубом в поле F, произведение mn является
кубом в поле F1, и

(X − α)(X − β)(X − γ) = X3 − (
3
√
mm′m′′ + 3)X2 + (

3
√
nn′n′′ + 3)X − 1; (5)

• дискриминант многочлена (5) является полным квадратом в поле F .

Доказательство. Отметим, что набор {α, β, γ} с точностью до перестановок
не зависит от выбранного нами значения кубического корня 3

√
m′ с учетом условия

3
√
m · 3

√
m′ · 3

√
m′′ ∈ F. Проверка рациональности над F значений симметрических

функций от α, β, γ является несложным упражнением по теории Галуа. Мы предпо-
чли привести явное вычисление коэффициентов многочлена с корнями α, β, γ, тем
более что рассуждение из теории Галуа не покрывает случай, когда α, β, γ сами
оказываются элементами поля F .

Нормализация в соответствии с условием (4) была проделана для того, чтобы
получить равенство
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αβγ =

=

⎛⎝
(

3
√
m+ 3

√
m′ + 3

√
m′′
)(

3
√
m+ 3

√
m′ω + 3

√
m′′ω2

)(
3
√
m+ 3

√
m′ω2 + 3

√
m′′ω

)
27

⎞⎠3

=

=

(
m+m′ +m′′ − 3 3

√
mm′m′′

27

)3

= 1,

таким образом, мы вычислили свободный член.
Прямое вычисление показывает, что

α+ β + γ =
m+m′ +m′′ + 6 3

√
mm′m′′

9
=

=
(m+m′ +m′′ − 3 3

√
mm′m′′) + 9 3

√
mm′m′′

9
= 3 +

3
√
mm′m′′.

Поскольку βγ =

(
3
√
m2 − 3

√
m′m′′ + 3

√
(m′)2 − 3

√
mm′′ + 3

√
(m′′)2 − 3

√
mm′

9

)3

,

осмысленно обозначить через n значение выражения(
3
√
m2 − 3

√
m′m′′

3

)3

=
m2 − 3m 3

√
mm′m′′ + 3 3

√
(mm′m′′)2 −m′m′′

27
∈ F1

и определить n′ и n′′ аналогичным образом.
Тогда

βγ =

(
3
√
n+ 3

√
n′ + 3

√
n′′

3

)3

; αγ =

(
3
√
n+ 3

√
n′ω + 3

√
n′′ω2

3

)3

;

αβ =

(
3
√
n+ 3

√
n′ω2 + 3

√
n′′ω

3

)3

.

Из равенства (βγ)(αγ)(αβ) = 1 вытекает, что n+ n′ + n′′ = 27 + 3 3
√
nn′n′′.

Более того, перемножая 3
√
m = 3

√
α + 3

√
β + 3

√
γ и 3

√
n =

1
3
√
α

+
1
3
√
β

+
1
3
√
γ
, мы

получаем

3
√
mn = 3 +

(
3

√
α

β
+ 3

√
β

γ
+ 3

√
γ

α

)
+

(
3

√
β

α
+ 3

√
γ

β
+ 3

√
α

γ

)
.

Сравнивая с равенствами

m =
(

3
√
α+ 3

√
β + 3

√
γ
)3

= α+β+γ+6+3

(
3

√
α

β
+ 3

√
β

γ
+ 3

√
γ

α
+

3

√
β

α
+ 3

√
γ

β
+ 3

√
α

γ

)
,

n=

(
1
3
√
α
+

1
3
√
β
+

1
3
√
γ

)3

=
1

α
+
1

β
+
1

γ
+6+3

(
3

√
α

β
+ 3

√
β

γ
+ 3

√
γ

α
+

3

√
β

α
+ 3

√
γ

β
+ 3

√
α

γ

)
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и учитывая, что для m′ =
(

3
√
α+ ω2 3

√
β + ω 3

√
γ
)3 и m′′ =

(
3
√
α+ ω 3

√
β + ω2 3

√
γ
)3

имеет место вычисление 3
√
mm′m′′ = α+ β + γ − 3, мы заключаем, что

3
√
nn′n′′ =

1

α
+

1

β
+

1

γ
− 3,

3 3
√
mn = m− 3

√
mm′m′′ = n− 3

√
nn′n′′.

Доказательство последнего утверждения теоремы про дискриминант получив-
шегося кубического многочлена мы выделяем в отдельную лемму 5.

Рассмотрим две кубические иррациональности m и n из F
[

3
√
D
]
такие, что

норма каждой из них является точным кубом и каждая из них удовлетворяет со-
отношению (4). В работе [6] мы называем две такие кубические иррациональности
взаимными, если они связаны соотношением 3 3

√
n =

3
√
m2 − 3

√
m′m′′, которое воз-

никло в доказательстве теоремы 2.

Замечание 3. Отношение взаимности для кубических иррациональностей
рассматриваемого типа симметрично. То есть в обозначениях теоремы 2 из
3 3
√
n =

3
√
m2 − 3

√
m′m′′ следует, что 3 3

√
m =

3
√
n2 − 3

√
n′n′′.

Доказательство. В самом деле, мы показали, что если кубической иррацио-
нальности m отвечает циклическое кубическое уравнение с корнями α, β, γ, то вза-
имной к ней кубической иррациональности отвечает циклическое кубическое урав-
нение с корнями α−1, β−1, γ−1. Поскольку переход от тройки элементов к тройке
обратных элементов, будучи примененным дважды, приводит к исходной тройке
элементов, замечание доказано.

Замечание 4. Повторим в явном виде выражение для взаимной кубической
иррациональности из работы [6, предл. 3.1.1]. Пусть m = x + 3y 3

√
D + 3z

3
√
D2 ∈

F1, где x, y, z ∈ F , норма которой является кубом. Предположим также, что m
нормализована так, что норма равна кубу элемента (x− 9), т. е.

(x− 9)3 = x3 + 27Dy3 + 27D2z3 − 27Dxyz.

Тогда имеет место тождество

(x+ 3y
3
√
D + 3z

3
√
D2)(9 − x+Dyz + 3y

3
√
D + 3z

3
√
D2) = (3 + y

3
√
D + z

3
√
D2)3. (6)

Взаимная к m иррациональность равна n = 9− x+Dyz + 3y 3
√
D + 3z

3
√
D2.

Пример. Для иррациональности m = 5 − 3 3
√
7 взаимной к ней является n =

4− 3 3
√
7. В этом случае 3

√
mn = 3− 3

√
7.

Лемма 5. Дискриминант многочлена (5), построенного по кубической ирра-
циональности m ∈ F

[
3
√
D
]
, является полным квадратом в F ∗.

Доказательство. Дискриминант равен (α − β)2(β − γ)2(α − γ)2. Обозначим
через 3

√
α, 3
√
β, 3
√
γ вещественные кубические корни, значения которых равны выра-

жениям, возводимым в куб, в определении для α, β, γ из теоремы 2.
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Так как (α − β) = ( 3
√
α− 3

√
β)( 3
√
α− ω 3

√
β)( 3
√
α− ω2 3

√
β), достаточно вычислить

каждый из сомножителей:

3
√
α− 3

√
β =

1

3

(
(1− ω) 3

√
m′ + (1− ω2)

3
√
m′′
)
=
ω2

3
(ω − ω2)(

3
√
m′ − ω2 3

√
m′′),

3
√
α− ω 3

√
β =

1

3

(
(1− ω) 3

√
m+ (1− ω2)

3
√
m′
)
=
ω2

3
(ω − ω2)( 3

√
m− ω2 3

√
m′),

3
√
α− ω2 3

√
β =

1

3

(
(1− ω2) 3

√
m+ (1 − ω) 3

√
m′′
)
=
ω2

3
(ω − ω2)(

3
√
m′′ − ω2 3

√
m).

Аналогично получаем 3
√
α− 3

√
γ =

ω

3
(ω2 − ω)( 3

√
m′ − ω 3

√
m′′),

3
√
α− ω2 3

√
γ =

ω

3
(ω2 − ω)( 3

√
m− ω 3

√
m′), 3

√
α− ω 3

√
γ =

ω

3
(ω2 − ω)( 3

√
m′′ − ω 3

√
m).

И, наконец, 3
√
β − 3

√
γ =

1

3
(ω − ω2)( 3

√
m′ − 3

√
m′′),

3
√
β − ω 3

√
γ =

1

3
(1− ω)( 3

√
m− 3

√
m′), 3

√
β − ω2 3

√
γ =

1

3
(1− ω2)( 3

√
m− 3

√
m′′).

Перемножая девять разностей и возводя результат в квадрат, получаем, что
искомый дискриминант равен − 1

39 (m−m′)2(m′ −m′′)2(m−m′′)2.
Дискриминант многочлена (X − m)(X − m′)(X − m′′) отличается от дискри-

минанта многочлена X3 − D множителем из (F ∗)2, так как корень каждого из
этих многочленов порождает одно и то же кубическое расширение F

[
3
√
D
]
. Так

как дискриминант многочлена X3 − D равен −27D2, то дискриминант уравнения

(5) отличается домножением на квадрат от выражения
27D2

39
, а потому является

квадратом.

Предложение 6. Пусть m̃ ∈ F1 = F
[

3
√
D
]
— кубическая иррациональность

такая, что норма NmF1/F (m) является кубом в F ∗. Обозначим

k =
TrF1/F(m)− 3 3

√
NmF1/F (m)

27
∈ F

и предположим, что k �= 0. Полагая m =
m̃

k
, получаем формулу упрощения ра-

дикального выражения рамануджановского типа: 3
√
m̃ = 3

√
ka + 3

√
kb + 3

√
kc, где

a, b, c ∈ F ∗ — это корни уравнения (5).

Доказательство. Следует непосредственно из теоремы 2.

Предложение 7. Пусть m̃ ∈ F1 = F
[

3
√
D
]
— это кубическая иррациональ-

ность такая, что норма NmF1/F (m̃) является кубом в поле F. Предположим так-
же, что TrF1/F(m) = 3 3

√
NmF1/F (m). Тогда существуют элемент � ∈ F и кубиче-

ская иррациональность p+ q 3
√
D, где p, q ∈ F такие, что m̃ = � ·

(
p+ q 3

√
D
)3
.
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Доказательство. См. предложение 2.2.4 из работы [6].

Таким образом, в вырожденной ситуации имеет место упрощение составного
радикального выражения 3

√
m. В невырожденной ситуации мы нормализуем куби-

ческую иррациональность с тем, чтобы выполнялось соотношение (4). Тогда на во-
прос про возможность упростить сложный радикал 3

√
m ответ дается следующим

предложением.

Предложение 8. Пусть дано подполе F ⊂ R и элемент D ∈ F ∗, не яв-
ляющийся кубом. Для кубической иррациональности m ∈ F

[
3
√
D
]
\ F рассмот-

рим вспомогательное циклическое уравнение (5). Если оно не имеет корня в поле
F , то не существует элементов k1, . . . , ki ∈ F таких, что 3

√
m лежит в поле

F
[

3
√
k1,

3
√
k2, . . . ,

3
√
ki
]
.

Доказательство. Пусть F0 = F и Fj = Fj−1

[
3
√
kj
]
. Легко проверить ин-

дукцией по j, что уравнение (5) не имеет корней в Fj . В самом деле, расширение
Fj/Fj−1 является ненормальным кубическим расширением. Однако, если бы цик-
лический кубический многочлен (5) имел корень α в поле Fj , но не имел корня в
Fj−1, мы бы получили, что Lj = Lj−1[α] является нормальным расширением поля
Lj−1 многочлена (5) — это полный квадрат.

Так как 3
√
m лежит в Fi, то и 3

√
D лежит в Fi.

Мультипликативная факторгруппа F ∗
i /F

∗ является конечной группой порядка
3k для некоторого натурального k, т. е. векторным пространством над F3, если эту
факторгруппу записывать аддитивно. Так как класс элемента 3

√
D отвечает нену-

левому вектору в этом векторном пространстве, его можно считать последним эле-
ментом в некотором базисе и записать Fi в виде F

[
3
√
�1, . . . , 3

√
�k−1,

3
√
D
]
.

Поскольку F
[

3
√
�1, . . . ,

3
√
�k−1

] [
3
√
D
]
= F

[
3
√
�1, . . . ,

3
√
�k−1

]
[m], т. е. m является

кубической иррациональностью над полем F
[

3
√
�1, . . . , 3

√
�k−1

]
, можно заменить по-

ле F на поле F
[

3
√
�1, . . . , 3

√
�k−1

]
, и все условия предложения останутся в силе для

этого большего поля. Зато после произведенной замены мы можем считать, что m
является кубом в F

[
3
√
D
]
.

Обозначим 3
√
m ∈ F

[
3
√
D
]
через p, а сопряженные с ним элементы через

p′ ∈ F
[
ω 3
√
D
]
и p′′ ∈ F

[
ω2 3
√
D
]
. Тогда корень вспомогательного кубического урав-

нения (5) выписывается в виде
(
p+ p′ + p′′

3

)3

, то есть принадлежит полю F вопреки

предположению.

3. Случай двучленной кубической иррациональности. В этом разделе
мы рассматриваем случай, когда кубическая иррациональность m = x + y 3

√
D +

z
3
√
D2, где x, y, z ∈ F , является двучленной, то есть yz = 0. Для двучленной кубиче-

ской иррациональности мы показываем, что единственная возможность упрощения
двухэтажного радикала вида 3

√
m дается классической формулой (3).

Благодаря предложению 7 мы можем считать, что m удовлетворяет соотноше-
нию (4).
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Предложение 9. Для нормализованной кубической иррациональности m ∈
F
[

3
√
D
]
рассмотрим циклический кубический полином X3 − pX + qX − 1 с корня-

ми α, β, γ, построенный так, как в теореме 2. Тогда иррациональность m будет
двучленной в том и только в том случае, когда

p+ q + 3 = 0. (7)

Доказательство. В доказательстве теоремы 2 мы видели, что

m = α+ β + γ + 6 + 3

(
3

√
α

β
+ 3

√
β

γ
+ 3

√
γ

α

)
+ 3

(
3

√
β

α
+ 3

√
γ

β
+ 3

√
α

γ

)
.

Поэтому

yzD = 9

(
3

√
α

β
+ 3

√
β

γ
+ 3

√
γ

α

)
·
(

3

√
β

α
+ 3

√
γ

β
+ 3

√
α

γ

)
=

= 3 +

⎛⎝ 3

√
α2

βγ
+ 3

√
β2

γα
+ 3

√
γ2

αβ

⎞⎠+

(
3

√
βγ

α2
+ 3

√
γα

β2
+ 3

√
αβ

γ2

)
=

= 3 + (α + β + γ) + (βγ + αγ + αβ) , (8)

что доказывает предложение.

Напомним, что большинство авторов (см., например, [7]) называют полиномы,
удовлетворяющие соотношению (7), шенксовыми в честь работы [8].

Для шенксова полинома X3 − uX2 − (u + 3)X − 1 = (X − α)(X − β)(X − γ)
формула

3
√
α+ 3

√
β + 3

√
γ =

3

√
u+ 6− 3

3
√
u2 + 3u+ 9 (9)

приводится более чем в десятке работ (см. для примера формулу (1.7) в [9, с. 786]).
Покажем, что в случае, когда F = Q и данный многочлен имеет рациональный

корень, (9) превращается в формулу упрощения двухэтажного радикала (3). Хорошо
известно, что корни α, β, γ шенксова полинома при подходящей нумерации связаны

соотношениями γ =
−1

1 + α
;α =

−1
1 + β

;β =
−1

1 + γ
. В самом деле, не умаляя общности,

считаем, что в произведении (8) равен нулю первый сомножитель:

0 = 3

√
α

β
+ 3

√
β

γ
+ 3

√
γ

α
= 3

√
α

β
·
(
1 + β +

1

α

)
= 3

√
β

γ
·
(
1 + γ +

1

β

)
= 3

√
γ

α

(
1 + α+

1

γ

)
,

откуда получаем требуемые соотношения. Подставляя α =
y

x
в формулу (9), полу-

чаем формулу Рамануджана (3).

4. Доказательство предложения 1.

Доказательство. Предположим, что найдутся такие k1 = D, k2, . . . , kn, что
3
√
m ∈ F2 = F

[
3
√
k1, . . . ,

3
√
kn
]
. Не умаляя общности, можно считать, что для полей
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Fj = F
[

3
√
k1, . . . , 3

√
kj
]
включения Fj ⊂ Fj+1 являются строгими для j = 0, . . . , n−

1. Обозначая для краткости �i = 3
√
ki ∈ R, замечаем, что набор из 3j элементов

�i11 �
i2
2 · · · �ijn , где показатели степеней принимают значения 0, 1, 2, является базисом

Fj над F . Этот же набор является базисом Fj(ω) над F (ω), поскольку линейно
порождает большее из этих двух полей, а степень расширения сохраняется.

Группа Галуа G = Gal (Fn(ω)/F (ω)) изоморфна (Z/3Z)n притом элемент груп-
пы Галуа σ = (b1, b2, . . . , bn), где bi = 0, 1, 2, действует на образующих по формулам
σ (�j) = ωbj · �j . Учитывая соглашение �1 = 3

√
D, подполю F (ω)

[
3
√
D
]
в Fn(ω) отве-

чает подгруппа G0 =
{
(0, b2, . . . , bn) | bj = 0, 1, 2

}
, изоморфная (Z/ 3Z)n−1.

Подполю F (ω)
[

3
√
D, 3
√
m
]
отвечает некоторая подгруппа индекса три в G0, име-

ющая вид

H =

⎧⎨⎩(0, b2, . . . , bn) |
n∑

j=2

cjbj = 0

⎫⎬⎭ для некоторых c2, c3, . . . , cn ∈ Z/ 3Z.

Тогда элемент � =
n∏

j=2

�
cj
j лежит в поле инвариантов Fn(ω)

H ∩R = F
[

3
√
D, 3
√
m
]
.

Поскольку � �∈ F
[

3
√
D
]
, мы заключаем, что F

[
3
√
D, 3
√
m
]
= F

[
3
√
D, �
]
. Выберем

произвольный элемент σ ∈ G0 \H . Заменяя, при необходимости, σ на σ2, мы можем
считать, что σ ( 3

√
m) = ω · 3

√
m. Заменяя, при необходимости, � на �2, мы можем

считать, что σ (�) = ω�. Тогда элемент
3
√
m

�
лежит в поле инвариантов подгруппы

〈H,σ〉 = G0, т. е. в поле F (ω)
[

3
√
D
]
. В силу вещественности этот элемент лежит

в F
[

3
√
D
]
= F (ω)

[
3
√
D
]
∩ R. Обозначая �3 =

n∏
j=2

k
cj
j через b ∈ F , получаем, что

m = b ·
(
a0 + a1

3
√
D + a2

3
√
D2
)3

для некоторых a0, a1, a2 ∈ F .
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This paper contains an explanation of Ramanujan-type formulas with cubic radicals of cubic
irrationalities in the situation when these radicals are contained in a pure cubic extension.
We give a complete description of formulas of such type, answering the Zippel’s question.
It turns out that Ramanujan-type formulas are in some sense unique in this situation. In
particular, there must be no more than three summands in the right-hand side and the
norm of the irrationality in question must be a cube. In this situation we associate with
cubic irrationalities a cyclic cubic polinomial, which is reducible if and only if one can
simplify the corresponding cubic radical. This correspondence is inverse to the so-called
Ramanujan correspondence defined in the preceding papers, where one associates a pure
cubic extension to some cyclic polinomial.
Keywords: Ramanujan formulas, simplification of radicals, Ramanujan correspondence.

References
1. Berndt B.C., Ramanujan notebook’s. Part IV (Springer–Verlag, 1994).
2. Zippel R., “Simplification of expressions involving radicals”, Journal of Symbolic Computation

1, 189–210 (1985).
3. Honsbeek M., Radical extensions and Galois groups (PhD thesis at Radboud Universiteit

Nijmegen, 2005).
4. Blomer J., “How to denest Ramanujan’s nested radicals”, 33rd Annual IEEE Symposium on

Foundations of Computer Science, October, Pittsburg, PA (1992).
5. Krepkii I. A., Pimenov K. I., “Cube root Ramanujan formulas and elementary Galois theory”,

Vestnik St. Petersb. Univ. Math. 48, 214–223 (2015). https://doi.org/10.3103/S106345411504007X
6. Antipov M.A., Pimenov K. I., “On Certain Multiplicative Structures on Cubic Extensions”,

Journal of Mathematical Sciences 243(4), 505–514 (2019).
7. Barbero S., Cerruti U., Murru N., Abrate M., “Identities involving zeros of Ramanujan and

Shanks cubic polynomials”, Journal of Integer Sequences 16(8), 13.8.1 (2013).
8. Shanks D., “The simplest cubic fields”, Math. Comp. 28, 1137–1152 (1974).
9. Witula R., “Ramanujan type trigonometric formulae”, Demonstratio Math. 45(4), 779–796

(2012).

Received: November 18, 2019
Revised: December 12, 2019

Accepted: December 12, 2019

Au t h o r s’ i n f o rm a t i o n:

Мikhail А. Antipov —hyperbor@list.ru
Кonstantin I. Pimenov —kip302002@yahoo.com

196 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2020. Т. 7 (65). Вып. 2



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Coated FOGRA39 \050ISO 12647-2:2004\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.7
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (Coated FOGRA39 \050ISO 12647-2:2004\051)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks true
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName (Coated FOGRA39 \(ISO 12647-2:2004\))
      /DestinationProfileSelector /UseName
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName <FEFF005B0412044B0441043E043A043E043500200440043004370440043504480435043D04380435005D>
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks true
      /IncludeHyperlinks true
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MarksOffset 6
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /UseName
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


