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Пусть на единичной окружности независимо друг от друга поставлено n случайных
точек с равномерным распределением. Образуем выпуклый случайный n-угольник с
вершинами в указанных точках. Какова его средняя площадь и средний периметр?
Вопрос о средней площади был решен К. Брауном, здесь вычисляется значение сред-
него периметра. Попутно обсуждается вопрос о скорости сходимости этого выражения
к пределу. Найдена также средняя длина суммы квадратов длин случайного вписан-
ного треугольника.

Ключевые слова: случайный многоугольник, периметр, выпуклость, равномерное рас-
пределение.

1. Введение. Рассмотрим единичную окружность, на которой независимо друг
от друга и равномерно распределены n ≥ 3 случайных точек X1, . . . , Xn. Построим
по этим точкам вписанный выпуклый n-угольник. Интересный вопрос состоит в том,
чему равны средние значения метрических характеристик этого многоугольника,
например, площади и периметра, и насколько они отличаются от соответствующих
метрических характеристик правильных вписанных многоугольников, на которых,
как известно, достигаются максимальные значения площади и периметра [1]. Инте-
рес к случайным многоугольникам оживился в последнее время в связи с развитием
теории так называемых U -max-статистик [2–4].

Рассматриваемую задачу для средней площади An случайных n-угольников ре-
шил К. Браун в [5]. Он получил две похожие формулы для четных и нечетных n.
Для нечетных n = 2m+ 1 им доказано, что

EA2m+1 =
(2m+ 1)!

22m+1π2m
(−1)m

m∑

k=1

(−1)k
(2π)2k−1

(2k − 1)!
. (1)

В такой форме сумму в правой части можно трактовать как частичную сумму
разложения в ряд величины sin 2π.
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При четных n = 2m+ 2 формула Брауна принимает вид

EA2m+2 =
(2m+ 2)!

22m+2π2m+1
(−1)m

m∑

k=1

(−1)k
(2π)2k

(2k)!
, (2)

здесь сумма в правой части является частичной суммой разложения в ряд величины
1− cos 2π.

Ясно, что выписанные выше выражения для EAn стремятся к π, площади еди-
ничного круга. Интересуясь вопросом о скорости этой сходимости, К. Браун доказал,
что при n→ ∞ среднее значение EAn стремится к π в 6 раз медленнее, чем площадь
n
2 sin 2π

n правильного вписанного n-угольника стремится к тому же пределу.
В данной работе мы найдем формулы для среднего значения периметра Pn вы-

пуклого n-угольника, вершинами которого являются n случайно выбранных точек
на единичной окружности с равномерным распределением. Мы покажем, кроме то-
го, что скорость сходимости среднего значения периметра к длине окружности 2π
также в 6 раз медленнее, чем скорость сходимости периметра 2n sin π

n правильного
вписанного n-угольника к этому же пределу. Сверх того, будет вычислено среднее
значение суммы квадратов длин сторон случайного вписанного треугольника.

2. Формулы для средней длины периметра. Основной результат настоя-
щей работы имеет следующий вид.

Теорема. В указанных выше предположениях для нечетных n = 2m+ 1 спра-
ведливо соотношение

EPn+1 = 2
(n+ 1)!

πn
(−1)

m

(
1 +

m∑

k=0

(−1)
k π2k

(2k)!

)
. (3)

Для четных n = 2m+ 2 верна формула

EPn+1 = 2
(n+ 1)!

πn
(−1)

m

(
m∑

k=0

(−1)
k π2k+1

(2k + 1)!

)
. (4)

Ясно, что выражения в скобках справа являются частичными суммами сте-
пенных рядов для 1 + cosπ и sinπ.

Доказательство. Ввиду вращательной инвариантности мы можем поместить
начало отсчета O в любую из независимых случайных точек, например, в точку
Xn+1. Рассмотрим выпуклый многоугольник с вершинами в точках O,X1, . . . , Xn.
Обозначим угол между касательной в точке O и прямой, проходящей через O и Xi,
через θi, 1 ≤ i ≤ n. Тогда периметр нашего (n+ 1)-угольника дается формулой

Pn+1 = 2

{
n−1∑

k=1

sin(θk+1 − θk) + sin θ1 + sin θn

}
.

Известно, что равномерное распределение k точек на окружности соответствует рав-
номерному распределению k вписанных углов, принимающих значения на отрезке
[0, π]. Таким образом, углы θi принимают значения от 0 до π и удовлетворяют нера-
венству 0 < θ1 < θ2 < · · · < θn < π. Их совместное распределение — это распределе-
ние порядковых статистик для n независимых и равномерно распределенных точек
на отрезке [0, π].

78 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2020. Т. 7 (65). Вып. 1



Итак, мы можем вычислить математическое ожидание периметра многоуголь-
ника с n+ 1 вершинами O,X1, . . . , Xn по формуле

EPn+1 = 2
n!

πn

π∫

0

θn∫

0

. . .

θ2∫

0

n−1∑

k=1

(sin(θk+1 − θk) + sin θ1 + sin θn) dθ1 . . . dθn−1dθn. (5)

Можно основываться на аналоге этой формулы не с вписанными, а с централь-
ными углами, опирающимися на стороны многоугольника, но в этом случае надо
считаться с тем, что центральный угол может оказаться больше π, что приведет к
дополнительным трудностям. С вписанными углами этого не происходит.

Преобразуем формулу (5). Начнем с более сложного интеграла

S(k) =

π∫

0

. . .

θk+1∫

0

. . .

θ2∫

0

sin(θk+1 − θk)dθ1 . . . dθk . . . dθn, 1 ≤ k ≤ n. (6)

Вычислим предварительно по индукции вспомогательную величину

Ir(y) =

y∫

0

1

r!
xr sin(y − x)dx, 0 ≤ r ≤ n.

База индукции состоит в том, что I0(y) = 1 − cos(y), I1(y) = y − sin(y). Интегрируя
по частям, получаем рекуррентное соотношение

Ir(y) =
1

r!
yr − Ir−2(y) при r ≥ 2, 0 ≤ y ≤ π.

C его помощью получаем следующие формулы при любом натуральном m:

I2m(y) =

m∑

j=0

(−1)j
1

(2m− 2j)!
y2m−2j + (−1)m+1 cos y; (7)

I2m+1(y) =

m∑

j=0

(−1)j
1

(2m+ 1− 2j)!
y2m+1−2j + (−1)m+1 sin y. (8)

Другой, более утомительный путь получения этих формул — использование
соотношения (2.633) из [6].

Вернемся к (6) и выполним интегрирование до переменной θk. Тогда получим

S(k) =

π∫

0

. . .

θk+2∫

0

Ik−1(θk+1)dθk+1 . . . dθn, k ≥ 1. (9)

Введем вспомогательную величину

T (r) =

π∫

0

θr∫

0

. . .

θ2∫

0

sin θ1dθ1 . . . dθr−1dθr при r ≥ 1,
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полагая T (0) = 0. Прямое вычисление дает T (1) = 2. При r ≥ 2 сделаем замену
переменных θr = π − sr, позволяющую перевести интегрирование синуса в конец.
Получаем

T (r) =

π∫

0

θr∫

0

. . .

θ2∫

0

sin θ1dθ1 . . . dθr−1dθr =

π∫

0

π∫

sr

. . .

π∫

s2

sin s1ds1 . . . dsr−1dsr =

=

π∫

0

sin s1ds1

s1∫

0

. . .

sr−1∫

0

dsr . . . ds2 =

∫ π

0

sr−1

(r − 1)!
sin s ds = Ir−1(π).

Поэтому, используя формулы (7) и (8), получаем, что при любом натуральном m

T (2m+ 1) = I2m(π) = (−1)
m
+

m∑

j=0

(−1)
j 1

(2m− 2j)!
π2m−2j , (10)

T (2m+ 2) = I2m+1(π) =
m∑

j=0

(−1)j
1

(2m+ 1− 2j)!
π2m+1−2j . (11)

Еще проще вычисляется интеграл

π∫

0

θn∫

0

. . .

θ2∫

0

sin θndθ1 . . . dθn−1dθn = In−1(π) = T (n).

Последний интеграл, который нам понадобится при r ≥ 1, — это

π∫

0

θr∫

0

. . .

θ2∫

0

cos θ1dθ1 . . . dθr−1dθr = T (r − 1) .

Теперь мы можем вычислить S(k) при любом 1 ≤ k ≤ n. Подставляя в форму-
лу (9) выражения для Ik−1(θk+1) из (7) и (8) и интегрируя их почленно с учетом
найденных выше формул для T (r), получаем

Sk =

m∑

j=0

(−1)
j 1

(n− 1− 2j)!
πn−1−2j + (−1)

m+1
T (n− k − 1) при k = 2m+ 1,

Sk =
m∑

j=0

(−1)j
1

(n− 1− 2j)!
πn−1−2j + (−1)m+1 T (n− k) при k = 2m+ 2.

Теперь найдем
n−1∑
k=1

Sk. Рассмотрим четный и нечетный случаи. Пусть n = 2p+2.

Тогда

n−1∑

k=1

Sk =

p∑

j=0

(−1)j
1

(n− 2j − 2)!
πn−2j−1 +

p−1∑

j=0

2 (−1)j+1 T (n− 2j − 2)+ (−1)p+1 T (0) .
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Преобразуем вторую сумму:

p−1∑

j=0

2 (−1)
j+1

T (n− 2j − 2) =

p∑

k=1

2 (−1)
p−k+1

T (2k) =

=

p−1∑

k=0

2 (−1)
p−k

T (2k + 2) = 2

p−1∑

k=0

k∑

j=0

(−1)
p−k+j 1

(2k + 1− 2j)!
π2k+1−2j =

= 2

p−1∑

k=0

k∑

r=0

(−1)
p−r 1

(2r + 1)!
π2r+1 = 2

p−1∑

r=0

(p− r) (−1)
p−r 1

(2r + 1)!
π2r+1.

Получается, что

n−1∑

k=1

Sk =

p∑

j=0

(−1)
j 1

(n− 2j − 2)!
πn−2j−1 + 2

p−1∑

r=0

(p− r) (−1)
p−r 1

(2r + 1)!
π2r+1.

Пусть теперь n = 2p+ 1. Тогда

n−1∑

k=1

Sk =

p−1∑

j=0

(−1)j
1

(n− 2j − 2)!
πn−2j−1 +

p−1∑

j=0

2 (−1)j+1 T (n− 2j − 2) .

Преобразуем снова вторую сумму:

p−1∑

j=0

2 (−1)j+1 T (n− 2j − 2) =

p∑

k=1

2 (−1)p−k+1 T (2k − 1) =

=

p−1∑

k=0

2 (−1)
p−k

T (2k + 1) = 2

p−1∑

k=0

(−1)
p−k


(−1)

k
+

k∑

j=0

(−1)
j 1

(2k − 2j)!
π2k−2j


 =

= 2

p−1∑

k=0

(
(−1)

p
+

k∑

r=0

(−1)
p−r 1

(2r)!
π2r

)
= 2p (−1)

p
+ 2

p−1∑

r=0

(p− r) (−1)
p−r 1

(2r)!
π2r.

Оказывается, что

n−1∑

k=1

Sk =

p−1∑

j=0

(−1)
j 1

(n− 2j − 2)!
πn−2j−1 + 2p (−1)

p
+ 2

p−1∑

r=0

(p− r) (−1)
p−r 1

(2r)!
π2r.

Возвращаясь к формуле (5) для периметра и собирая воедино все ее составные
части, получаем после некоторых преобразований окончательно формулы (3) и (4).
Формулы для среднего значения периметра получены.

Браун также дал численные значения указанных выше средних значений пло-
щади (1) и (2) при n ≤ 32. Приведем и мы несколько первых значений среднего
периметра:

EP3 = 2 3!
π2 (

π
1! ) =

12
π ≈ 3.820,

EP4 = 2 4!
π3 (−2 + π2

2! ) ≈ 4.543,
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EP5 = 2 5!
π4 (− π

1! +
π3

3! ) ≈ 4.992,

EP6 = 2 6!
π5 (2− π2

2! +
π4

4! ) ≈ 5.289,

EP7 = 2 7!
π6 (

π
1! − π3

3! +
π5

5! ) ≈ 5.494,

EP8 = 2 8!
π7 (−2 + π2

2! − π4

4! +
π6

6! ) ≈ 5.644 и т. д.

3. Сходимость среднего периметра к пределу. Предельное поведение раз-
ности математического ожидания периметра вписанного многоугольника и длины
окружности похоже на предельное поведение разности математического ожидания
площади вписанного многоугольника и площади окружности. Длина дуги единич-
ной окружности, задаваемой центральным углом θ, составляет θ, в то время как дли-
на соответствующей хорды составляет 2 sin θ

2 , так что их разность равна θ − 2 sin θ
2 .

Учитывая разложение синуса в ряд, можно представить эту разность в виде

θ − 2 sin
θ

2
=
θ3

24
− θ5

1920
+ . . . ,

что асимптотически эквивалентно θ3/24, когда n→ ∞, а наибольший угол стремит-
ся к 0.

Отсюда следует, что разность указанных длин пропорциональна кубу централь-
ного угла, опирающегося на данную дугу, причем это верно как для правильного,
так и для случайного многоугольника. Таким образом, разность периметров окруж-
ности и вписанного случайного n-угольника приближается суммой кубов углов меж-
ду соседними вершинами с числовым коэффициентом, равным 1/24. Поскольку в
дальнейшем исследуется отношение разности периметров, этот коэффициент, воз-
никающий как в числителе, так и в знаменателе дроби, можно не учитывать.

Изменим теперь нормировку и рассмотрим углы как выборочные промежутки
(спейсинги) на отрезке [0, 1]. Сумма кубов углов, соответствующая правильному n-

угольнику с периметром Qn, составляет n
(
1
n

)3
= n−2. Иными словами, 2π − Qn ∼

n−2 при n→ ∞.
C другой стороны, среднее значение суммы кубов элементов случайного разби-

ения единичного отрезка на n частей найдено Брауном в [5]. Там доказано, что это
значение равно 6

(n+1)(n+2) . Следовательно, 2π − EPn ∼ 6n−2 при n→ ∞.

Отсюда вытекает окончательно, что

lim
n→∞

2π − EPn
2π −Qn

= 6. (12)

Предельное соотношение (12) полностью соответствует аналогичному соотношению
для случайных площадей, установленному в [5].

4. Cреднее значение суммы квадратов сторон случайного вписанного

треугольника. Указанным выше путем можно решать и похожие задачи. Извест-
но, что среди всех выпуклых многоугольников, вписанных в данную окружность,
максимальная сумма квадратов длин сторон у треугольника [7, задача 57556]. Дело
в том, что благодаря теореме косинусов стороны многоугольника, например, BC и
CD, заключающие тупой угол, можно «спрямить», заменив их cторонойBD, причем
|BD|2 > |BC|2 + |CD|2, и продолжать этот процесс, пока мы не придем к треуголь-
нику. Среди всех треугольников указанный максимум достигается на правильном
треугольнике ([8, задача 2.44] и [9, задача 18]) и равен 9.
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Но каково среднее значение µ2 суммы квадратов сторон случайного вписанного
треугольника? Рассуждая как в начале этой работы, мы приходим к формуле

µ2 =
8

π2

π∫

0

θ2∫

0

{sin2(θ2 − θ1) + sin2 θ1 + sin2 θ2} dθ1dθ2 = 6.

Интегрирование выполняется легко ввиду простых формул

∫ π

0

∫ y

0

sin2(y − x) dxdy =

∫ π

0

∫ y

0

sin2 x dxdy =

∫ π

0

∫ y

0

sin2 y dxdy =
1

4
π2.

В результате среднее значение суммы квадратов длин сторон случайного тре-
угольника составляет 2/3 от ее максимального значения. Для периметра, как мы
видели, это отношение равно 4/π

√
3 ≈ 0.735.

5. Заключение. В данной работе было найдено точное выражение для средне-
го значения периметра выпуклого многоугольника, вершины которого равномерно
распределены по окружности. Это представление ценно в силу простоты вычис-
ления. В дополнение к этому было вычислено среднее значение суммы квадратов
сторон случайных вписанных треугольников с равномерным распределением вер-
шин. Было также установлено, что математическое ожидание разности периметров
окружности и случайного многоугольника асимптотически в 6 раз больше разности
периметров окружности и правильного многоугольника, что полностью соответству-
ет известному ранее соотношению для площадей.
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Suppose we put on the unit circumference n independent uniformly distributed random
points and build a convex random polygon with the vertices in these points. What are the
average area and the average perimeter of this polygon? The average area was calculated
by K. Brown some years ago. We calculatе the average perimeter and obtain quite similar
formulae. In the same time we discuss the rate of convergence of this value to the limit. We
evaluate also the average value of the sum of squares for the sides of the inscribed triangle.
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