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ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÌÓ ÀÍÀËÈ-

ÇÓ ÄËß ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ ÁÀÇÎÂÎÃÎ ÏÎÒÎÊÀ ÏÅÐÂÎ-

ÃÎ ÊÓÐÑÀ. II ÑÅÌÅÑÒÐ. � ÑÏá.: ÑÏáÃÓ, 2020. � 25 ñ.

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ñîäåðæèò óïðàæíåíèÿ è çàäà÷è,

ïðåäëàãàåìûå ñòóäåíòàì áàçîâîãî ïîòîêà ïåðâîãî êóðñà

ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÑÏáÃÓ íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿ-

òèÿõ ïî äèñöèïëèíå ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿ âî âòîðîì

ñåìåñòðå. Ïîñîáèå ìîæåò áûòü ïîëåçíî ïðåïîäàâàòåëÿì,

âåäóùèì ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ïî êóðñó ¾Ìàòåìàòè÷å-

ñêèé àíàëèç¿ â ãðóïïàõ áàçîâîãî ïîòîêà, à òàêæå ñòóäåí-

òàì, èçó÷àþùèì ýòîò ïðåäìåò.
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Ââåäåíèå

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ñîäåðæèò óïðàæíåíèÿ è çàäà÷è, ïðåä-

ëàãàåìûå ñòóäåíòàì áàçîâîãî ïîòîêà ïåðâîãî êóðñà ôèçè-

÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÑÏáÃÓ íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ ïî

äèñöèïëèíå ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿ âî âòðîì ñåìåñò-

ðå. Ïîñîáèå ìîæåò áûòü ïîëåçíî ïðåïîäàâàòåëÿì, âåäó-

ùèì ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ïî êóðñó ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé

àíàëèç¿ â ãðóïïàõ áàçîâîãî ïîòîêà, à òàêæå ñòóäåíòàì,

èçó÷àþùèì ýòîò ïðåäìåò.

Ïðåäëàãàåìûå çàäàíèÿ ðàçáèòû íà 8 òåì: ñèñòåìàòè-

÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå; îïðåäåëåííûé èíòåãðàë; íåñîá-

ñòâåííûå èíòåãðàëû; ÷èñëîâûå ðÿäû; ôóíêöèîíàëüíûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû; ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåí-

íûõ: îñíîâíûå ïîíÿòèÿ; çàìåíà ïåðåìåííûõ â äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèÿõ; ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-

íûõ: ïðèëîæåíèÿ. Êàæäàÿ òåìà ðàññ÷èòàíà ïðèáëèçè-

òåëüíî íà 1,5 � 2 çàíÿòèÿ. Â êîíöå ïîñîáèÿ ïðèâåäåíû

îòâåòû íà ïðåäëîæåííûå çàäàíèÿ.

Ïîñîáèå íå ñîäåðæèò èçëîæåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé è

ôîðìóë, íåîáõîäèìûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ (ýòè ñâåäåíèÿ

ñîäåðæàòñÿ, íàïðèìåð, â [1]�[5]).

Áîëüøàÿ ÷àñòü ïðåäëîæåííûõ çàäàíèé � ýëåìåíòàðíûå

óïðàæíåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ òðåíèðîâêè íàâûêîâ ðåøå-

íèÿ ñòàíäàðòíûõ çàäà÷. Áîëüøèíñòâî óïðàæíåíèé è çà-

äà÷ âçÿòû àâòîðàìè èç [5]�[7] è èñïîëüçóþòñÿ â òåêñòå áåç

äîïîëíèòåëüíûõ ññûëîê. Ìåíåå ýëåìåíòàðíûå óïðàæíå-

íèÿ è çàäà÷è òàêæå ìîæíî íàéòè â [5]�[7].



4

Òåìà 1. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå

1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû:

1)

∫
(x− 3) cosx dx;

2)

∫
x(1− x)10dx;

3)

∫
x4 + 2x− 1

x2
dx;

4)

∫
cos4 x dx;

5)

∫
xex

2
dx;

6)

∫
5
√
4− 5 sin 2x cos 2x dx;

7)

∫
lnx

x
;

8)

∫
lnx

x3
dx;

9)

∫
sin
√
x√

x
dx;

10)

∫
xe2xdx;

11)

∫
ctg 2x dx;

12)

∫ √
1 + lnx

x
dx;

13)

∫
x arctg 2x dx;

14)

∫
4x3 + cosx

x4 + sinx
dx;

15)

∫
x3√
1− x8

dx;

16)

∫
dx

x ln2 x
;

17)

∫ √
1 +
√
x√

x
dx;

18)

∫
x sinx

cos3 x
dx.
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2. Äàíû ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè:

2x2 − 1

x3 + x− 2
;

x− 1

x + 1
;

3x3 − 4x

x + 2
;

2x + 1

(x3 + x)2
;

x3

x2 − x + 5
;

x2 + 1

x2
;

1

x4 + 1
.

1) Êàêèå èç íèõ ïðåäñòàâëåíû ïðàâèëüíûìè, à êàêèå

íåïðàâèëüíûìè äðîáÿìè?

2) Äëÿ íåïðàâèëüíûõ äðîáåé âûäåëèòü öåëóþ ÷àñòü.

3) Ðàçëîæèòü çíàìåíàòåëè äðîáåé íà ìíîæèòåëè.

4) Çàïèñàòü çàäàííûå ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè â âèäå

ñóììû ïðîñòûõ äðîáåé ñ íåîïðåäåë¼ííûìè êîýôôè-

öèåíòàìè (êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿòü íå íàäî).

3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû:

1)

∫
dx

x− a
;

2)

∫
dx

(x− a)n
, n 6= 1;

3)

∫
dx

x2 + a2
;

4)

∫
xdx

x2 + a2
;

5)

∫
xdx

x2 − a2
;

6)

∫
dx

x2 − a2
;

7)

∫
dx

4x2 + 1
;

8)

∫
dx

x2 + 6x + 10
;

9)

∫
xdx

x2 − 4x + 6
.
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4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫

xdx
(x−1)(x+1)2

. Ñèñòåìû óðàâíåíèé

íà êîýôôèöèåíòû ñîñòàâèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: 1) ïðèðàâ-

íèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x, 2) ïî-

ëàãàÿ x ðàâíûì íåêîòîðûì ÷èñëàì.

5. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä Îñòðîãðàäñêîãî, âû÷èñëèòü∫
dx

(x2 + 1)3
.

6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû:

1)

∫
dx

1 +
√
x
;

2)

∫
dx

3x + 3
√
x
;

3)

∫
6
√
x

1 + 3
√
x
dx;

4)

∫
x +

3
√
x2 + 6

√
x

x(1 + 3
√
x)

dx.

7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé

tg x
2 = t:

1)

∫
dx

1 + sin x + cosx
; 2)

∫
dx

3 sinx + 4 cosx + 5
.

8. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò äèôôåðåíöèàëüíîãî áèíîìà:

1)

∫
x 4
√
x− 2dx;

2)

∫
dx

4
√
1 + x4

;

3)

∫
x√

1 +
3
√
x2
dx;

4)

∫
3
√
x− x3dx;

5)

∫
x1/3√
x1/3 + 1

dx;

6)

∫
(x3 + 1)1/3

x2
dx.
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Òåìà 2. Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

1. Ñîñòàâèòü èíòåãðàëüíóþ ñóììó Sn, n ∈ N, äëÿ ôóíê-

öèè f (x) = 1 + x íà îòðåçêå [1; 9], äåëÿ ýòîò îòðåçîê íà

n ðàâíûõ ÷àñòåé è âûáèðàÿ òî÷êè ξk, ñîâïàäàþùèìè ñ

ïðàâûìè êîíöàìè îòðåçêîâ [xk−1, xk]. Ñäåëàòü ðèñóíîê,

èëëþñòðèðóþùèé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë Sn. Âû÷èñëèòü

limn→∞ Sn.

2. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, íàéòè èíòå-

ãðàëû:

1)

9∫
1

(1 + x) dx; 2)

π∫
0

sinx dx; 3)

x∫
−x

etdt, x ∈ R.

3. Íàéòè ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

1)f (x) =

x∫
1

ln t

t
dt;

2)f (x) =

0∫
x

√
1 + y4dy;

3)f (x) =

x2∫
x

e−t
2
dt;

4)f (x) =

√
x∫

1/x

cos z2dz;

5)f (x) =

x3∫
0

sin t

t
dt;

6)f (x) =

sinx∫
cosx

dt

(t2 + 1)3
.
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4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû, èñïîëüçóÿ çàäàííûå çàìåíû ïå-

ðåìåííûõ:

1)

4∫
0

dx

1 +
√
x
, 1 +

√
x = t;

2)

4∫
1

e
√
x

√
x
dx,

√
x = t;

3)

1∫
0

dx

ex + e−x
, ex = t.

5. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû, èñïîëüçóÿ ïîäõîäÿùèå çàìåíû

ïåðåìåííûõ:

1)

ln 2∫
0

√
ex − 1dx; 2)

29∫
3

(x− 2)2/3

(x− 2)2/3 + 3
dx.

6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë:

2π∫
0

dx

3 + 2 cosx
.

7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

1)

π/2∫
−π/2

x sinxdx; 2)

x∫
1

ln t dt, x > 0.

8. Ïóñòü f (x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì T :

f (x+ T ) = f (x). Èçâåñòíî, ÷òî
∫ T
0 f (x)dx = a. Ìîæíî ëè
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îïðåäåëèòü, ÷åìó ðàâíû èíòåãðàëû:

1)

2T∫
0

f (x)dx,

2)

T/2∫
0

f (x)dx,

3)

T/2∫
−T/2

f (x)dx,

4)

T∫
−T

f (x)dx,

5)

10∫
10−T

f (x)dx ?

9. ×åìó ðàâíû èíòåãðàëû:

1)

b∫
a

dx,

2)

a∫
−a

sinxdx,

3)

π∫
−π

sinxdx,

4)

2π∫
0

sinxdx,

5)

3π∫
−π

sinxdx,

6)

2π∫
0

cosxdx,

7)

π∫
0

cos 2xdx,

8)

π∫
−π

(1 + cos x)dx,

9)

1∫
−1

arcsinx

x6 + cosx
dx ?

10. Íå âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëîâ, îïðåäåëèòü èõ çíàê:

1∫
−2

x3dx,

π∫
0

x cosxdx,

2π∫
0

sinx

x
dx.

11. Íàéòè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé íà óêàçàííûõ ïðî-

ìåæóòêàõ:

1) f (x) = sinx, [0; π];

2) f (x) = x2, [0; 1];

3) f (x) = a + b cosx, [−π; π];

4) f (x) = sin 2x, [0; π].
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12. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè:

1) y = x2/2, x = 1, x = 3, y = 0;

2) y = x2 − 4x + 1, y = x + 1;

3) y = 6x− x2 − 7, y = x− 3;

4) y = 2− x2, y3 = x2;

5) y2 = x, 2− y2 = x;

6)
√

x
3 +

√
y
2 = 1, x = 0, y = 0.

13. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ ýëëèïñîì

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

14. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèåé,

çàäàííîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

1) r2 = a2 cos 2ϕ; 2) r =
1

2
+ cosϕ; 3) r = a sin 3ϕ.

15. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèåé:

(x2 + y2)2 = 2xy.

16. Ê ýëëèïñó x2

a2
+ y2

b2
= 1 â òî÷êå C = (a2,

b
√
3

2 ) ïðîâåäåíà

êàñàòåëüíàÿ, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ â òî÷êå B.

Íàéòè ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, ãäå

A � òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (a; 0).

17. Âû÷èñëèòü äëèíó äóãè êðèâîé

1) y2 = x3, 0 ≤ x ≤ 4;

2) y = 1− ln sinx, π
3 ≤ x ≤ π

2 ;

3) y = x2

4 −
lnx
2 , 1 ≤ x ≤ 2;

4) y = ln(x2 − 1), 2 ≤ x ≤ 3;

5) y = arccosx +
√
1− x2, 0 ≤ x ≤ 8

9;

6) y = lnx,
√
3 ≤ x ≤

√
8.
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18. Íàéòè äëèíó äóãè êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè:
x = a(t− sin t);

y = a(1− cos t);

0 ≤ t ≤ 2π;


x = cos t + t sin t;

y = sin t− t cos t;
0 ≤ t ≤ 2π;


x = et cos t;

y = et sin t;

z = et;

t ∈ (−∞, 0).

19. Íàéòè îáú¼ì òåëà, îáðàçîâàííîãî âðàùåíèåì ôèãóðû,

îãðàíè÷åííîé îäíîé ïîëóâîëíîé ñèíóñîèäû y = sinx è

îòðåçêîì 0 ≤ x ≤ π âîêðóã îñè Ox.

20. Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿ-

ìè:

1)


x2 + 2y2 = 1;

z = x;

z = 0 (z ≥ 0);

2)

{
x2 + y2 = 1;

y2 + z2 = 1;

3)


x2 + y2 = z;

x2 + y2 = 1;

z = 0;

4)


x2

9 + y2

4 − z
2 = 1;

z = 4;

z = 0.

Òåìà 3. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

1. Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû (èëè óñòàíîâèòü

èõ ðàñõîäèìîñòü):

1)

1∫
0

dx√
x
;

2)

2∫
−1

dx

x
;

3)

1∫
0

dx

xp
;

4)

+∞∫
1

dx

x
;

5)

+∞∫
1

dx

xp
;

6)

+∞∫
0

sinx dx;
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7)

+∞∫
0

xe−xdx;

8)

1∫
0

lnx dx;

9)

1/2∫
0

dx

x lnx
;

10)

1/2∫
0

dx

x ln2 x
;

11)

+∞∫
0

e−2xdx;

12)

+∞∫
2

dx

x lnx
;

13)

+∞∫
2

dx

x ln2 x
;

14)

+∞∫
1

arctg x

x2 + 1
dx;

15)

1∫
0

dx√
1− x2

.

2. Íàéòè îáú¼ì òåëà, îáðàçîâàííîãî âðàùåíèåì ôèãóðû,

îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = e−x, y = 0, x = 0 ïðè âðàùå-

íèè âîêðóã îñè 1) Ox; 2) Oy.

3. Èññëåäîâàòü èíòåãðàëû íà ñõîäèìîñòü:

1)

1∫
0

sinx− x
x4

dx;

2)

π∫
0

1− cosx

x5/2
dx;

3)

+∞∫
1

thx

x3 + 1
dx;

4)

+∞∫
1

dx
3
√
x2 − x

;

5)

+∞∫
0

dx
3
√
x + 2 4

√
x + x3

;

6)

2∫
1

dx

lnx
;

7)

π/2∫
0

dx

cosx
;

8)

+∞∫
0

xdx√
x5 + 1

;

9)

1∫
0

dx√
1− x4

;

10)

π∫
0

sinx

x2
dx;

11)

+∞∫
π

sinx

x2
dx;

12)

+∞∫
0

arctg x√
x3

dx;
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13)

π∫
0

√
xdx

sinx
;

14)

1∫
0

x

ex − 1
;

15)

+∞∫
−∞

dx
3
√
x4 − 1

;

16)

+∞∫
0

ln(1 + x)

x3/2
dx;

17)

+∞∫
1

√
x− 1

x2
dx;

18)

+∞∫
0

√
2x + 1

x3 + x2
dx.

4. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ñõîäÿòñÿ

èíòåãðàëû:

1)

+∞∫
0

x

1 + xα
dx;

2)

1∫
0

sinx− x
xp

dx;

3)

π/2∫
0

1− cosx

xp
dx;

4)

+∞∫
0

xpe−xdx;

5)

1∫
0

xα

sinx
dx;

6)

∞∫
0

ln(1 + x)

xn
dx;

7)

+∞∫
1

dx

x lnp x
;

8)

+∞∫
0

xpdx√
x3 + 1

;

9)

+∞∫
0

(ex − 1)dx

xa(ex + 1)
.

5. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ:

1) v.p.

+∞∫
−∞

x3 + x + 1

x2 + 1
dx;

2) v.p.

2∫
0

x

x2 − 1
dx;

3) v.p.

2∫
0

dx

x2 − 4x + 3
;

4) v.p.

+∞∫
−∞

x + 1

x2 + 2x + 2
dx.
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Òåìà 4. ×èñëîâûå ðÿäû

1. Ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõî-

äèìîñòè ðÿäà:

1)
∞∑
n=1

sin 1
n;

2)
∞∑
n=1

sinn
n ;

3)
∞∑
n=1

cos 1
n;

4)
∞∑
n=1

arctg 1
n;

5)
∞∑
n=1

n
2n−1;

6)
∞∑
n=1

n
√
0.001;

7)
∞∑
n=1

n−1
n+1 ;

8)
∞∑
n=1

(
n−1
n+1

)n
;

9)
∞∑
n=1

(
n−1
n+1

)n2
.

2. Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü, èñïîëüçóÿ ïðèçíàê Äà-

ëàìáåðà:

1)
∞∑
n=1

n
3n ;

2)
∞∑
n=1

nn

(n+1)!;

3)
∞∑
n=1

3n

5n+(−2)n ;

4)
∞∑
n=1

1000n

n! ;

5)
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!;

6)
∞∑
n=1

(2n−1)!!
3nn! .

3. Èññëåäîâàòü ðÿä íà ñõîäèìîñòü, èñïîëüçóÿ ðàäèêàëü-

íûé ïðèçíàê Êîøè:

1)
∞∑
n=1

(
n

2n+1

)n
;

2)
∞∑
n=1

(
n−1
n+2

)n2
;

3)
∞∑
n=3

(
n
n−2
)n2

;

4)
∞∑
n=1

(
n
n+1

)n2
en/2.
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4.Èñïîëüçîâàòü èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê äëÿ èññëåäîâàíèÿ

ñõîäèìîñòè ñëåäóþùèõ ðÿäîâ:

1)
∞∑
n=1

1
np ;

2)
∞∑
n=2

1
n lnn;

3)
∞∑
n=2

1
n ln2 n

;

4)
∞∑
n=2

1
n
√
lnn

;

5)
∞∑
n=1

1
n(1+ln2 n)

;

6)
∞∑
n=1

n
en .

5. Èñïîëüçîâàòü I ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ:

1)
∞∑
n=1

1
n3n ;

2)
∞∑
n=1

arctg(n2−2n)
n2

;

3)
∞∑
n=1

2+sinn√
n

;

4)
∞∑
n=1

1−sinn
2n ;

5)
∞∑
n=1

(
th(sin2 n)

n

)2
;

6)
∞∑
n=2

1
lnn.

6. Èñïîëüçîâàòü II ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ (çàìåíÿÿ ÷ëåíû ðÿ-

äà íà ýêâèâàëåíòíûå):

1)
∞∑
n=1

n
n2+1

;

2)
∞∑
n=1

n+
√
n

3n2−n;

3)
∞∑
n=1

√
n+1

n2+1
;

4)
∞∑
n=1

√
n+
√
n2+n√

n3+2−3n
;

5)
∞∑
n=1

sin 1
n;

6)
∞∑
n=1

sin3 1√
n
;

7)
∞∑
n=1

tg
√
n+1

n2+2
;

8)
∞∑
n=1

1√
n
arctg n;
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9)
∞∑
n=1

2n+3n

5n ;

10)
∞∑
n=1

ln(1+1/n)
n ;

11)
∞∑
n=1

ln n2+1
n2−1;

12)
∞∑
n=1

(e1/n − 1).

7. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäû:

1)
∞∑
n=1

(−1)n−1
2n−n2 ;

2)
∞∑
n=1

sinn2√
n3+1

;

3)
∞∑
n=1

(−1)n√
2n2+4

;

4)
∞∑
n=1

(−3)n+7
5n ;

5)
∞∑
n=1

3n+(−1)n22n
4n ;

6)
∞∑
n=1

ln
(
1 + (−1)n

n2

)
.

8. Äîêàçàòü óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ ñ ïîìîùüþ ïðè-

çíàêà Ëåéáíèöà:

1)

∞∑
n=1

(−1)n√
2n2 + 4

; 2)

∞∑
n=1

(−1)n

n lnn
; 3)

∞∑
n=1

(−1)n 2n− 5

n(n + 1)
.

Òåìà 5. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è

ðÿäû

1. Èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(x) = xn
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íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà ïðîìåæóòêàõ: 1) [0, 1/2],

2) [0, 1].

2. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè fn(x) = x
1+n2x2

è gn(x) = nx
1+n2x2

íà îòðåçêå [0, 1].

3. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) = xenx

1+e3nx
ñõî-

äèòñÿ ðàâíîìåðíî íà R.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(x) =

{
0, x ≤ n,

1, x > n

íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0,+∞).

5. Èñïîëüçóÿ ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà, äîêàçàòü ðàâíîìåð-

íóþ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ íà óêàçàííûõ ïðîìåæóòêàõ:

1)
∞∑
n=1

1
x2+n2

íà (−∞; +∞);

2)
∞∑
n=1

cosnx
n2

íà (−∞; +∞);

3)
∞∑
n=1

arctg(x+n)
4n (5− x)n íà [2; 3];

4)
∞∑
n=1

xn sin x
n

3n , íà (−2; 2);
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5)
∞∑
n=1

sinn x
3n (x− 1)n, íà [−1; 3];

6)
∞∑
n=1

(
x
3

)n
cosnx, íà [−2; 1].

6. Íàéòè ðàäèóñ è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà,

èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðÿäà íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäè-

ìîñòè:

1)
∞∑
n=1

(2n−1)2
3n−4 (x + 3)n;

2)
∞∑
n=1

(−2)n
n (x− 1)n;

3)
∞∑
n=0

(−1)n√
2n+1

(x− 3)2n+1;

4)
∞∑
n=1

x3n

n3n .

7. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà

1)
∞∑
n=1

(−1)n
2n−1

(
1−x
1+x

)n
; 2)

∞∑
n=1

n+5

n3x−x2
; 3)

∞∑
n=1

xn

xn+1.

8. Íàïèñàòü ðÿä Òåéëîðà â íóëå äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

1) ln
√
1 + x;

2)e2x;

3) 1
1−x;

4) sin2 x;

5) 9
20−x−x2 ;

6) x
1+x2

;
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7) 1√
1−x; 8) x2√

4−5x; 9)(3− e−x)2.

9. Íàïèñàòü ðÿä Òåéëîðà â íóëå äëÿ ôóíêöèè

f (x) =
2− 2x

x2 − 2x + 2
.

10. Íàïèñàòü ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = 2

äëÿ ôóíêöèè f (x) = lnx.

Òåìà 6. Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ: îñíîâíûå

ïîíÿòèÿ

1. Íàéòè è èçîáðàçèòü îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé:

1)f (x, y) = x +
√
y;

2)f (x, y) =
√
1− (x2 + y)2;

3)f (x, y) = arcsin
y

x
;

4)f (x, y) = ln(x− xy).

2. Íàéòè òî÷êè ðàçðûâà ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

1) f (x, y) =
1

1− x2 − y2
; 2) f (x, y) =

1

x− y2
.

3. Âû÷èñëèòü ïîâòîðíûå ïðåäåëû:

1) lim
x→0

lim
y→0

3xy − y
x2 + y2

; 2) lim
y→0

lim
x→0

3xy − y
x2 + y2

.

4. Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
(x,y)→(0;0)

xy

x2 + y2
.
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5. Äîêàçàòü, ÷òî

lim
(x,y)→(0;0)

x2√
x2 + y2

= 0.

6. Âûÿñíèòü, ñóùåñòâóþò ëè ïðåäåëû

1) lim
(x,y)→(0;0)

2x+y√
x2+y2

;

2) lim
(x,y)→(0;0)

2x4+y5

(x2+y2)2
;

3) lim
(x,y)→(0;0)

xy√
2x2+y2

;

4) lim
(x,y)→(0;0)

x3

x2+2y2
.

7. Âû÷èñëèòü âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî

ïîðÿäêîâ:

1) f (x, y, z) = x4y − y3z;

2) f (x, y) = ln(x + y2);

3) f (x, y) = xy.

8. Íàéòè äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

1) f (x, y) = arctg
x

y
; 2) f (x, y) = tg(x3y).

9. Íàéòè d2f :

1) f (x, y, z) = x4y − y3z;

2) f (x, y) = ln(x + y2);

3) f (x, y) = xy.

10. Íàéòè d3f äëÿ ôóíêöèè f (x, y) = x3 + x sin y.
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11. Äëÿ ôóíêöèè f (x, y) = exy âû÷èñëèòü çíà÷åíèå d2f â

òî÷êå (2; 1).

Òåìà 7. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äèôôåðåíöèàëüíûõ

âûðàæåíèÿõ

1. Íàïèñàòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîä-

íîé ïî x ôóíêöèè u(x, y) = f (t(x, y), s(x, y), p(x, y)).

2. Íàïèñàòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíê-

öèè u(t) = f (x(t), y(t), t)

3. Íàïèñàòü ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ∂
∂x;

∂
∂y ;

∂
∂z ôóíêöèè

g(x, y, z) = f
(x
y
;
yz2

x

)
.

4. Íàéòè du è d2u, åñëè u(x, y) = f (xy).

5. Íàéòè du, åñëè

1) u(x, y) = f

(
x,
x

y

)
; 2) u(x, y) = f (

√
x2 + y2).

6. Íàéòè dz è ∂z
∂x íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè

1) x+y+z = ez; 2) z3−3xyz = 1; 3) x+y+z = e−(x+y+z).
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7. Ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå

1) x4y′′ + 2x3y′ − y = 0, ïîëàãàÿ x = 1
t ;

2) x2y′′ + xy′ + y = 0, ïîëàãàÿ x = et.

8. Ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå, ïðèíÿâ y çà íîâóþ íåçàâè-

ñèìóþ ïåðåìåííóþ, à x � çà íîâóþ ôóíêöèþ:

1) y′′ − xy′3 = 0;

2) y′y′′′ − 3y′′2 = x;

3) 3y′′2 − y′y′′′ − y′′y′2 = 0;

4) y′2yIV − 10y′y′′y′′′ + 15y′′3 = 0.

9. Ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå

y′′ +
2

x
y′ + y = 0,

ïðèíÿâ x çà íîâóþ ôóíêöèþ è t = xy � çà íîâóþ íåçàâè-

ñèìóþ ïåðåìåííóþ.

10. Ïðåîáðàçîâàòü ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì r è ϕ, ïîëà-

ãàÿ x = r cosϕ, y = r sinϕ, ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

1) y′ =
x + y

x− y
; 2) (x2 + y2)2y′′ = (x + yy′)3.
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11. Êðèâèçíó ïëîñêîé êðèâîé

K =
|y′′|2

(1 + y′2)3/2

âûðàçèòü â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ r è ϕ.

12. Ââîäÿ íîâûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå ξ è η, ðåøèòü

ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

1)
∂z

∂x
=
∂z

∂y
, åñëè ξ = x + y è η = x− y;

2) y
∂z

∂x
− x∂z

∂y
= 0, åñëè ξ = x è η = x2 + y2;

3) x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= 0, åñëè ξ = x è η = y

x.

Òåìà 8. Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ:

ïðèëîæåíèÿ

1. Âû÷èñëèòü gradf , gradf (M) è ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

f â òî÷êåM ïî íàïðàâëåíèþ, çàäàííîìó âåêòîðîì ~l, åñëè

1) f (x, y) = x arcsin y; M = (2; 0), ~l = 3~i− 4~j;

2) f (x, y, z) = xy
z ; M = (0; 1; 2), ~l = 2~i−~j + ~k;

3) f (x, y, z) = xyz; M = (1; 1; 1), ~l = −2~j + 3~k;

4) f (x, y, z) = arctg(xyz); M = (1;−1; 1), ~l = −2~i+2~j+~k.
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2. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f (x, y, z) = xy2

z â

òî÷êå (2; 1;−2) ïî íàïðàâëåíèþ ê íà÷àëó êîîðäèíàò.

3. Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è óðàâíå-

íèÿ íîðìàëè ê çàäàííîé ïîâåðõíîñòè â çàäàííîé òî÷êå:

1) z = x2 − 2xy + y2 − x + 2y; M(1; 1; 1);

2) x2 + y2 + z2 = 3; M(−1;−1; 1);

3)
√
x +
√
y +
√
z = 4; M(4; 1; 1);

4) z = x2 +
y2

2
; M(1;−2; 3);

5) z = y + ln
x

z
; M(1; 1; 1);

6) z = arctg
y

x
; M(1; 1;π/4).

4. Íàïèñàòü ôîðìóëó Òåéëîðà âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ çà-

äàííîé ôóíêöèè â çàäàííîé òî÷êå:

1) f (x, y) = xy, (2; 3);

2) f (x, y) =
y2

x
, (2;−1);

3) f (x, y, z) =
xy

z
, (1, 1, 1).

5. Íàïèñàòü ôîðìóëó Òåéëîðà òðåòüåãî ïîðÿäêà äëÿ

ôóíêöèè f (x, y) = x2 cos y â òî÷êå (1, 0).

6. Íàéòè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè è îïðåäåëèòü èõ òèï:

1) f (x, y) = x2 + xy + y2 − 3x− 6y;
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2) f (x, y) = x3 + y3 − 15xy;

3) f (x, y) = x2 − 4xy + 2y3 + y2;

4) f (x, y) = ex−y(x2 − 2y2);

5) f (x, y, z) = x2 − 2xy + 2y2 + z2 − 2z + 1;

6) f (x, y, z) = exy+z
2
.

7. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóìû ôóíêöèþ:

f (x, y) = (x2 + y2)e−(x
2+y2).

8.Ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà íàéòè òî÷êè óñëîâíûõ

ýêñòðåìóìîâ è îïðåäåëèòü òèïû ýêñòðåìóìîâ äëÿ ôóíê-

öèé:

1) f (x, y) = x2 + y2 − 3, åñëè x− y = 2;

2) f (x, y) = x2 + 2xy + 2y2, åñëè x + 2y = 2;

3) f (x, y) = x + y, åñëè x2 + y2 = 2;

4) f (x, y) = 2x + 3y, åñëè 2x2 + 6xy + 5y2 = 2;

5) f (x, y, z) = x + y + z, åñëè x2 + y2 + z2 = 3;

6) f (x, y, z) = x + 2y + 2z,

åñëè x2 + 2y2 + 2z2 + 2xy + 2yz = 3;



26

7) f (x, y, z) = x2 + z2 − 4y − 2z + 1,

åñëè x + y = 0 è y + z = 1;

8) f (x, y, z) = x2 − y2 − 2y + z − 1,

åñëè x− y = 1 è x2 + z = 0.

9. Íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé:

1) f (x) =

x∫
1

sin(t + lnx)

t
dt;

2) f (x) =

√
x∫

1/x

cos(xt2)dt;

3) f (x) =

x2∫
x

e(t+sinx)2dt;

4) f (x) =

cosx∫
sinx

1

x + ln t
dt.

Îòâåòû è óêàçàíèÿ.

Òåìà 1. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå. (Êîíñòàíòû â îòâåòàõ

îïóùåíû.)

1. 1) (x−3) sinx+cosx; 2) − 1
11(1−x)

11+ 1
12(1−x)

12; 3) x
3

3 +2 lnx+ 1
x ;

4) sin 4x
32 + sin 2x

4 + 3
8x; 5)

1
2e
x2; 6) − 1

12(4−5 sin 2x)
6/5; 7) ln2 x

2 ; 8) − lnx
2x2−

1
4x2 ;

9) −2 cos
√
x; 10) 1

2xe
2x − 1

4e
2x; 11) 1

2 ln | sin 2x|; 12)
2
3(1 + lnx)3/2; 13)

1
2x

2 arctg 2x − 1
4x + 1

8 arctg 2x; 14) ln |x4 + sin x|; 15) 1
4 arcsinx

4; 16)

− 1
lnx ; 17)

4
3(1 +

√
x)3/2; 18) − x

2 cos2 x +
1
2 tg x.

2. 2x2−1
x3+x−2 = 2x2−1

(x−1)(x2+x+2) = A
x−1 +

Bx+C
x2+x+2 ;

x−1
x+1 = 1 − 2

x+1 ;
3x3−4x
x+2 =

3x2 − 6x + 8 − 16
x+2 ;

2x+1
(x3+x)2 = 2x+1

x2(x2+1)2 = A
x + B

x2 + Cx+D
x2+1 + Ex+F

(x2+1)2 ;
x3

x2−x+5 = x + 1 − 4x+5
x2−x+5 ;

x2+1
x2 = 1 + 1

x2 ;
1

x4+1 = 1
(x2+

√
2x+1)(x2−

√
2x+1)

=
Ax+B

x2+
√
2x+1

+ Cx+D
x2−
√
2x+1

.
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3. 1) ln |x − a|; 2) − 1
(n−1)(x−a)n−1 ; 3)

1
a arctg

x
a ; 4)

1
2 ln(x

2 + a2); 5)
1
2 ln |x

2 − a2|; 6) 1
2a ln

∣∣x−a
x+a

∣∣; 7) 1
2 arctg 2x; 8)arctg(x + 3); 9) 1

2 ln(x
2 −

4x+ 6) +
√
2 arctg x−2√

2
.

4. x
(x−1)(x+1)2 =

1/4
x−1 +

−1/4
x+1 + 1/2

(x+1)2 ;
1
4 ln |x− 1| − 1

4 ln |x+ 1| − 1
2(x+1) .

5. x(3x
2+5)

8(x2+1)2 +
3
8 arctg x.

6. 1) 2
√
x−2 ln(

√
x+1); 2) 1

2 ln(3
3
√
x2+1); 3) 6

5x
5/6−2x1/2+6x1/6−

6 arctg x1/6; 4) 3
2

3
√
x2 + 6arctg 6

√
x.

7. 1) ln | tg x
2 + 1|; 2) − 2

tg x
2+3 .

8. 1) x−2 = t4, 4
9(x−2)9/4+ 8

5(x−2)5/4; 2) 1
x4 +1 = t4, −

∫
t2

t4−1dt =
1
4 ln
∣∣ t+1
t−1

∣∣− 1
2 arctg t =

1
4 ln
∣∣∣ 4
√
x4+1+x

4
√
x4+1−x

∣∣∣− 1
2 arctg

4
√
x4+1
x ; 3) 1 +

3
√
x2 = t2,

3
5t

5 − 2t3 + 30t; 4) 1
x2 − 1 = t3, t

2(t3+1) −
1
6 ln |t+ 1|+ 1

12 ln(t
2 − t+ 1)−

1
2
√
3
arctg 2t−1√

3
; 5) x1/3 + 1 = t2, 6

7t
7 − 18

5 t
5 + 6t3 − 6t; 6) 1 + 1

x3 = t3,

−
∫

t3

t3−1 = −t−
1
3 ln |t− 1|+ 1

6 ln(t
2 + t+ 1) + 1√

3
arctg 2t+1√

3
.

Òåìà 2. Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë.

1. ξk = 1 + 8
nk, Sn =

∑n
k=1

(
2 + 8

nk
)

8
n , limn→∞ Sn = 48.

2. 1) 48; 2) 2; 3) 2 shx.

3. 1) lnx
x ; 2) −

√
1 + x4; 3) 2xe−x

4 − e−x2; 4) 1
2
√
x
cosx + 1

x2 cos
1
x2 ; 5)

3 sinx3

x ; 6) cosx
(sin2 x+1)3

+ sinx
(cos2 x+1)3 .

4. 1)
∫ 3

1
2(t−1)
t dt = 4 − 2 ln 3; 2)

∫ 2

1 2etdt = 2e2 − 2e; 3)
∫ e
1

dt
t2+1 =

arctg e− π
4 .

5. 1) 2
(
1− π

4

)
; 2) 8 + 3

√
3

2 π.

6.
∫

dx
3+2 cosx = 2√

5
arctg

tg x
2√
5
,
∫ 2π

0 =
∫ π
0 +

∫ 2π

π = 2√
5
π.

7. 1) 2; 2) x lnx− x+ 1.

8. 1) 2a; 2) íåò; 3) a; 4) 2a; 5) a.

9. 1) b− a; 2) 0; 3) 0; 4) 0; 5) 0; 6) 0; 7) 0; 8) 2π; 9) 0.
10.
∫ 1

−2 x
3 dx < 0,

∫ π
0 x cosx dx < 0,

∫ 2π

0
sinx
x dx > 0.

11. 1) 2
π ; 2)

1
3 ; 3) a; 4) 0.

12. 1) 13
3 ; 2)

125
6 ; 3) 4, 5; 4) 32

15 ; 5)
8
3 ; 6) 1.

13. πab.

14. 1) a2; 2) π
2 +

3
√
3

8 ; 3) πa2

4 .

15. 1 (ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì).

16. ab
(√

3
2 −

π
6

)
.
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17. 1) 8
27(10

3/2 − 1); 2) 1
2 ln 3; 3)

3
4 +

1
2 ln 2; 4) 1 + ln 2− ln 3; 5) 4

√
2

3 ;

6) 1 + 1
2 ln

3
2 .

18. 1) 8a; 2) 2π2; 3)
√
3.

19. π
2

2 .

20. 1)
√
2
3 ; 2)

16
3 ; 3)

π
2 ; 4) 8π.

Òåìà 3. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû.

1. 1) 2; 2) ðàñõ.; 3) 1
1−p ïðè p < 1; ðàñõ. ïðè p ≥ 1; 4) ðàñõ.; 5) 1

p−1
ïðè p > 1; ðàñõ. ïðè p ≤ 1; 6) ðàñõ.; 7) 1; 8) −1; 9) ðàñõ.; 10) 1

ln 2 ; 11)
1
2 ; 12) ðàñõ.; 13)

1
ln 2 ; 14)

3
32π

2; 15) π
2 .

2. 1) π
2 ; 2) 2π.

3. 1) ðàñõ.; 2) ñõ.; 3) ñõ.; 4) ðàñõ.; 5) ñõ.; 6) ðàñõ.; 7) ðàñõ.; 8) ñõ.;

9) ñõ.; 10) ðàñõ.; 11) ñõ.; 12) ñõ.; 13) ñõ.; 14) ðàñõ.; 15) ñõ.; 16) ñõ.; 17)

ñõ.; 18) ðàñõ.

4. 1) α > 2; 2) p < 4; 3) p < 3; 4) p > −1; 5) α > 0; 6) 1 < n < 2;

7) ∅; 8) −1 < p < 1
2 ; 9) 1 < a < 2.

5. 1) π; 2) 1
2 ln 3; 3) −

1
2 ln 3; 4) 0.

Òåìà 4. ×èñëîâûå ðÿäû.

2. lim an+1

an
: 1) 1

3 ; 2) e; 3)
3
5 ; 4) 0; 5)

1
4 ; 6)

2
3 .

3. lim n
√
an: 1)

1
2 ; 2) e

−3; 3) e2; 4) e−1/2.

4. 1) ïðè p > 1 ñõ., ïðè p ≤ 1 ðàñõ.; 2) ðàñõ.; 3) ñõ.; 4) ðàñõ.; 5) ñõ.;

6) ñõ.

5. 1) ñõ.; 2) ñõ.; 3) ðàñõ.; 4) ñõ.; 5) ñõ.; 6) ðàñõ.

6. an ∼: 1) 1
n ; 2)

1
n ; 3)

1
n3/2

; 4) 1
n1/2

; 5) 1
n ; 6)

1
n3/2

; 7) 1
n3/2

; 8) 1
n1/2

; 9)(
3
5

)n
; 10) 1

n2 ; 11)
1
n2 ; 12)

1
n .

7. 1) åñòü; 2) åñòü; 3) íåò; 4) åñòü; 5) íåò; 6) åñòü.

Òåìà 5. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû.

6. R = 1, x = −2; 4 ðàñõ.; 2) R = 1
2 ; x = 1

2 ðàñõ., x = 3
2 ñõ. óñë.; 3)

R = 1; x = 2; 4 ñõ. óñë.; 4) R = 3
√
3; x = − 3

√
3 ñõ. óñë.; x = 3

√
3 ðàñõ.

7. 1) x > 0 ñõ. àáñ.; x = 0 ñõ. óñë.; 2) (1; 2) ñõ. àáñ.; 3) (−1; 1) ñõ.
àáñ.

8. 1)
∑∞

n=1
(−1)n−1

2n xn; 2)
∑∞

n=0
2n

n!x
n; 3)

∑∞
n=0 x

n;

4)
∑∞

n=1
(−1)n+122n−1

(2n)! x2n;

5) 1
x+5 −

1
x−4 =

∑∞
n=0

(
(−1)n
5n+1 + 1

4n+1

)
xn;
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6)
∑∞

n=0(−1)nx2n+1; 7) 1 +
∑∞

n=1
(2n−1)!!
n!2n xn;

8) x2

2 +
∑∞

n=1
(2n−1)!!5n
n!23n+1 xn+2; 9) 4 +

∑∞
n=1

(−1)n(2n−6)
n! xn.

9. 1
1+i−x +

1
1−i−x =

∑∞
n=0 2

1−n
2 cos π(n+1)

4 xn.

10. ln 2 +
∑∞

n=1
(−1)n−1
n2n (x− 2)n.

Òåìà 6. Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ: îñíîâíûå ïîíÿòèÿ.

3. 1) 0; 2) ∞.

6. 1) @; 2) @; 3) 0; 4) 0.
7. 1) f ′x = 4x3y, f ′y = x4− 3y2z, f ′z = −y3; f ′′xx = 12x2y, f ′′yy = −6yz,

f ′′zz = 0, f ′′xy = 4x3, f ′′yz = −3y2, f ′′xz = 0; 2) f ′x =
1

x+y2 , f
′
y =

2y
x+y2 ; f

′′
xx =

− 1
(x+y2)2 , f

′′
yy = 2x−2y2

(x+y2)2 , f
′′
xy = − 2y

(x+y2)2 ; 3) f
′
x = yxy−1, f ′y = xy lnx;

f ′′xx = y(y − 1)xy−2, f ′′yy = xy ln2 x, f ′′xy = xy−1 + yxy−1 lnx.

8. 1) ydx−xdy
x2+y2 ; 2) 3x2y dx+x3dy

cos2(x3y) .

9. 1) 12x2y dx2 − 6yz dy2 + 8x3dxdy − 6y2dydz;

2) − 1
(x+y2)2dx

2 − 4y
(x+y2)2dxdy +

2x−2y2
(x+y2)2dy

2;

3) y(y − 1)xy−2dx2 + 2(xy−1 + yxy−1 lnx)dxdy + xy ln2 xdy2.

10. 6 dx3 − 3 sin y dx dy2 − x cos ydy3.
11. e2(dx2 + 4dy2 + 6dxdy).

Òåìà 7. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèÿõ.

1. ∂u∂x = ∂f
∂t

∂t
∂x +

∂f
∂s

∂s
∂x +

∂f
∂p

∂p
∂x .

2. u′(t) = f ′x(x(t), y(t), t)x
′(t)+f ′y(x(t), y(t), t)y

′(t)+f ′t(x(t), y(t), t).

3. ∂g∂x = 1
yf
′
I −

yz2

x2 f
′
II ;

∂g
∂y = −

x
y2f
′
I +

z2

x f
′
II ;

∂g
∂z =

2yz
x f

′
II .

4. du = f ′(xy)(y dx + x dy); d2u = f ′′(xy)y2dx2 + f ′′(xy)x2dy2 +

2(xyf ′′(xy) + f ′(xy))dx dy.

5. 1) du = (f ′I +
1
yf
′
II)dx− x

y2f
′
IIdy;

2) du =
f ′
(√

x2+y2
)

√
x2+y2

(x dx+ y dy).

6. 1) dz = dx+dy
ez−1 ,

∂z
∂x = 1

ez−1 ; 2) dz =
1

z2−xy(yz dx+xz dy),
∂z
∂x = yz

z2−xy ;

3) dz = −dx− dy, ∂z∂x = −1.
7. 1) y′′ − y = 0; 2) y′′ + y = 0.

8. 1) x′′ + x = 0; 2) x′′′ + xx′5 = 0; 3) x′′′ + x′′ = 0; 4) xIV = 0(
y′ = 1

x′ ; y
′′ = − x′′

x′3 ; y
′′′ = −x′′′

x′4 +
3x′′2

x′5 ; y
IV = −xIV

x′5 + 10x′′′x′′

x′6 − 15x′′3

x′7

)
.

9. x′′ − tx′3 = 0
(
y′ = 1

xx′ −
t
x2 ; y′′ = − x′′

xx′3 −
2

x2x′ +
2t
x3

)
.

10. 1) r′ − r = 0; 2) r′′r2 + r′3 − 2r′2r − r3 = 0.
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y′ = r′ sinϕ+r cosϕ

r′ cosϕ−r sinϕ ; y′′ = r2+2r′2−rr′′
(r′ cosϕ−r sinϕ)3

)
11. |r

2+2r′2−rr′′|
(r2+r′2)3/2

.

12. 1) z(x, y) = ϕ(x+ y); 2) z(x, y) = ϕ(x2 + y2); 3) z(x, y) = ϕ(yx).

Òåìà 8. Ôóíêèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ: ïðèëîæåíèÿ.

1. 1) gradf(x, y) = arcsin y~i+ x√
1−y2

~j, gradf(2, 0) = 2~j, ∂f∂l = −
8
5 ;

2) gradf(x, y, z) = y
z
~i+ x

z
~j − xy

z2
~k, gradf(0, 1, 2) = 1

2
~i, ∂f∂l =

1√
6
;

3) gradf(x, y, z) = yzxyz−1~i+zxyz lnx~j+yxyz lnx~k, gradf(1, 1, 1) =
~i, ∂f∂l = 0;

4) gradf(x, y, z) = yz~i+xz~j+xy~k
(xyz)2+1 , gradf(1,−1, 1) = 1

2
~i+ 1

2
~j− 1

2
~k, ∂f∂l =

1
2 .

2. 2
3 .

3. 1) x − 2y + z = 0, x−1
1 = y−1

−2 = z−1
1 ; 2) x + y − z + 3 = 0,

x+1
1 = y+1

1 = z−1
−1 ; 3) x + 4y + 4z − 12 = 0, x−4

1 = y−1
4 = z−1

4 ; 4)

2x−2y−3z+3 = 0, x−12 = y+2
−2 = z+3

−3 ; 5) x+y−2z = 0, x−11 = y−1
1 = z−1

−2 ;

6) x− y + 2z − π
2 = 0, x−11 = y−1

−1 = z−π/4
2 .

4. 1) xy = 8 + 12(x− 2) + 8 ln 2(y − 3) + 1
2(12(x− 2)2 + 8 ln2 2(y −

3)2+2(4+12 ln 2)(x− 2)(y− 3))+O(((x− 2)2+(y− 3)2)3/2); 2) y2

x =
1
2−

1
4(x−2)−(y+1)+ 1

2(
1
4(x−2)

2+(y+1)2+(x−2)(y+1))+O(((x−2)2+
(y+1)2)3/2); 3) xyz = 1+(x−1)+(y−1)−(z−1)+1

2(2(z−1)
2+2(x−1)(y−

1)−2(x−1)(z−1)−2(y−1)(z−1))+O(((x−1)2+(y−1)2+(z−1)2)3/2).
5. x2 cos y = 1+ 2(x− 1) + 1

2(2(x− 1)2− y2)− 1
3(x− 1)y2 +O(((x−

1)2 + y2)2).

6. 1) (0; 3) � min; 2) (0; 0) � ñåäëî, (5; 5) � min; 3) (0; 0) � ñåäëî,

(2; 1) � min; 4) (0; 0) � ñåäëî, (−4;−2) � max; 5) (0; 0; 1) � min; 6)

(0; 0; 0) � ñåäëî.

7. (0; 0) � min, x2 + y2 = 1 � max.

8. 1) (1,−1) � min; 2) (0; 1) � min; 3) (1; 1) � max, (−1;−1) �

min; 4) (1; 0) � max, (−1; 0) � min; 5) (1; 1; 1) � max, (−1;−1;−1)
� min; 6) (1; 0; 1) � max, (−1; 0;−1) � min; 7) (−1; 1; 0) � min; 8)

(0;−1; 0) � max.

9. 1) sin(x+lnx)
x + 1

x

∫ x
1

cos(t+lnx)
t dt; 2) cosx2

2
√
x
+ cos(1/x)

x2 −
∫ √x
1/x t

2 sin(xt2)dt;

3) 2xe(x
2+sinx)2 − e(x+sinx)2 + 2 cosx

∫ x2
x (t + sinx)e(t+sinx)2dt; 4)

− 1
x+ln cosx sinx−

1
x+ln sinx cosx−

∫ cosx

sinx
1

(x+ln t)2dt.
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