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npod., 1.dp.-m.H. C. JI. Adxoies.
e [[euaTaercs 110 PEIIEHNIO yIeOHO-METOAMIECKON KOMUC-
cun pusngeckoro dpaxyabrera CIIOITY.

e PekoMeHIOBAHO YUYEHBIM COBETOM (U3MIECKOro ¢a-

KyabTeTa CIIOITY.

A. A. baraes, H. I I'eabdpeiix, I. B. ®unumnmnenko.
YIIPA?ZKHEHUA 11O MATEMATUYECKOMY AHAJIN-
3V JJIAd CTYAEHTOB BA30OBOI'O ITOTOKA ITEPBO-
'O KVYPCA.II CEMECTP. — CII6.: CIIoI'V, 2020. — 25 c.
Hacrosiiiee 1mocobue COMEPXKUT YIPaXKHEHUsT U 3aJadH,
mpejiaraeMbie CTyIeHTaM 0a30BOTO MOTOKa TIEPBOr0 Kypca
dpusngeckoro daxynabrera CIIOIY Ha mpakTmdyecKux 3aHs-
TUAX 110 guciuiinae « MaremaTudeckuil aHaIn3» BO BTOPOM
cemectpe. [locobue MoxKeT OBITH IMOJIE3HO MPENoIaBaATEIAM,
BEJIYIIUM IIpaKTUUeCKNe 3aHATHS 10 Kypcy «Maremarmnde-
CKMII aHaJIi3» B I'PYyIIax 0a30BOI0 1I0TOKA, a TaKKe CTY/IeH-

TaM, U3YyHaloIlM 9TOT IIPEIMET.



Beenenue

Hacrosimee mocobme coiepKuT yrpaXKHEHU W 33]1a11, MTPe/I-
JlaraeMble CTyJdeHTaM 6a30BOI0 IIOTOKA IIEPBOro Kypca (pusu-
geckoro dakysbrera CIIOIY Ha npakrmieckux 3aHATHAX 110
nucnuinae «MaTteMaTrndecKuil aHaan3» BO BTPOM CEMECT-
pe. Ilocobue MoxKeT OBITH IIOJIE3HO IIPENOoaBaTe/IsIM, BEIy-
UM TTPAKTUYEeCKNe 3aHATHdA 10 Kypcy «Maremarndeckmnit
aHaJIM3» B TPYyIIax 0a30BOTO TMOTOKA, & TaKyKe CTYJIeHTaM,
U3YIaloIM STOT IIPEIMET.

[IpennaraeMble 3ajaHusg pasOUTHI HA & TEeM: CHUCTEMAaTH-
YecKoe MHTErPUpPOBaHUE, OIPee/IeHHbII HMHTerpaJI; Hecob-
CTBEHHbIE MHTEI'PaJIbl; YKUCJIOBbIE Psijibl; (PYHKIMOHAIbHbBIE
TIOCJIEIOBATEILHOCTH W PAIbI;, (DYHKIMH MHOTHX IIepeMeH-
HBbIX: OCHOBHBIE IIOHSITHsI; 3aMEHa IIepeMeHHbIX B audde-
PEHITNAIbHBIX BHIPAXKEHNAX; (DYHKIINT HECKOJIbKUX TIepeMeH-
HBIX: TpujIoXkKeHus. Kaxkmgasg Tema paccumTaHa ITpuOIN3U-
TesibHO Ha 1,5 — 2 3angarusg. B konre mocobus mpuBejeHbI
OTBETHI Ha TPEeJIJIOYKEHHBIE 33, aHUsI.

[Tocobue He COMEPXKUT M3I0XKEHNA OCHOBHBIX IOHSTUN U
bopMyIT, HEOOXOMMBIX TIPU PEIICHNH 33a49 (9TH CBEJICHUS
copepkaTcd, nampumep, B [1]-]5]).

BoJbiias 9acTb IpeioyKeHHbIX 3a]aHIi — /IeMeHTapHbIE
yIIpa KHEeHNsT, He0OXOAUMBbIE JJIsT TPEHUPOBKN HABBLIKOB Perrle-
HUSI CTAaHIAPTHBIX 3aJa4. DOJIBIIMHCTBO yIpaskKHEHW 1 3a-
Jat B3gThl aBTopamu u3 |[5]-|7] u ucnoss3ytores B Tekcre 6e3
JIOTIOJTHUTEIBHBIX CCBHIJIOK. MeHee sjieMeHTapHbIe YITparkKHe-

HUS U 331291 TakKe MOXKHO Hafitu B [5]-{7].



Tema 1. CnctemaTunyeckoe NHTerpupoBaHme

1. BerancmTs nHTErpabl:

1)/@; ~ %) cosz da

2)/33(1 — )"z

o —1
3)/334—53 dx;

4)/cos4xdx;
5)/$6x2d$€;

6)/ v/4 — 5sin 2z cos 2z dx;

7) ln_:n;
T

1
/ D,

9)/ Sir\l/\i/}daz;

10)/ re* dz;

11)/ ctg 2x dx;

12)/ \/1—1—11133'613j
x

13)/ x arctg 2x dux;

14)/ 4x3+cosxdx;

x4+ sinzx

S
i
VvV1—2a8

dx
16 ;
>/ rin’zx

17) / —Vl\/gﬁd

)

18>/xsinxd$.

cosS x



2. /laHbl parumoHabHbIe (DYHKIIIH:

22— 1 a:—l. 3563—4.1’. 2¢ + 1

p+r—2" z+1  x+2 7 (34 x)?
@ o+l 1
22 —x+5 R

1) Kaxkue m3 Hux mpencraBieHbl MPABUILHBIMU, a KaKue
HeIIPaBUIbHBIME JIPOOSIMU !

2) Jlist HempaBUIBHBIX IpOOet BBIIEINUTD TEIYI0 TacTh.

3) Pazmoxuth 3HaMenarem apobeit Ha MHOMKUTEIN.

4) BammcaTh 3aJIlaHHbIE palnOHAJbHBIE (QYHKIUNH B BUJE
CYMMBI TIPOCTHIX JIpo0eil ¢ HeonpeneIeHHbBIMI Ko hu-

nueHTamMu (KO3 PUIMEHTHI OIPeIENSITh He HAJO).

3. BbramcenTh nHTerpaJib:

dx rdx dx
)/x—a’ )/x2+a2’ 7)/4x2+1’

dx rdx dx
)/(:L'—a)” n7 )/ZCZ—CLZ >/x2+6az+10

dzx dx xdx
2 6) [ ———: 9 .
3)/x2+a2’ )/x2—a2’ )/x2—4$+6




6

4. Beravwcantsb nHTerpan [ = tdr___ CpereMbl ypaBHEHHT

1)(z+1)2
Ha KO3(MUIMEHTBI COCTABUTD JIBYyMs criocobamu: 1) mpupas-
HUBast KOI(DMOUIMEHTHI IPU OJMHAKOBBIX CTEIEHSX T, 2) M0~

Jlaragd X pPpaBHBIM HEKOTOPBLIM YUCJIaM.

5. [Ipumenssa meros OcTporpajcKoro, BEIYUCINTH

6. BoramcanTh nHTerpaJib:

1>/1+d3i/? ?’)/14\-6/5%@;

dr z+Va?+
2)/3x+\?/5’ 4)/ z(1+ /) -

7. BoraucanTo MHTEr'paJibl C IIOMOIIIBIO 3aM€HDBI HepeMeHHOIL/’I

tgs =1

1) dx . 2) dx
1 +sinx + cosx’ 3sine +4cosx +5

8. Bouruncyimrh naTerpas or muddepeHnnaabHOro ONHOMA!

1) / oz — 2da: 4) / V' — 2¥da;

2)/ dv__ v
V1+zd 5)/,/x1/3+1dx’

3)/ \/#de; 6)/ (23 121)1/3@;,



Tema 2. Onpenenéuublii nHTerpan

1. CocTaBuTh MHTErpaJbHYIO CyMMY S, n € N, s QyHK-
muu f(x) = 1+ o ma orpeske [1;9], jensd 5TOT 0Tpe30K HA
n paBHBIX 4YacTeil U BLIOMpasg TOUKHU &, COBIAIAIOIIAMU C
TPABBIMU KOHIIAME OTPE3KOB [T 1, x)]. Cresarh PUCYHOK,
WJLIIOCTPUPYIOIIUAN MeOMEeTPUIeCKUil cMbICI S, Beruncants
lim,, o0 S,

2. Ilpumenss dopmyny Hbrorona-Jleitbnuma, Haiitu mHTe-

rpaJibl:
9 ™ x
/1+x 2)/sinxdx; 3)/etdt, r € R.
1 0 —x
3. HaiiTu mpousBogHbIe CIeAYIONINX (DYHKIIIA:
JT
/1nt Hf(x) = /cos Z2dz;
l/x

Dfe)= [eld g - / %

COsS T
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4. Belnuc/mTh HHTErPaJibl, UCIOJb3Ys 3a/laHHbIE 3aMEHbBI T1e-

PEMEHHBIX:

4 / d
dx L x
4 3 —, = t.
1)/1+\/§’ L+vz =1t )O/ex—l—e“" c

")
eV

Jz

1
5. Boraucanto MHTEr'paJibl, UCIIOJIb3Yd MOAXOAAINE 3aMCHDBI

2) dr, vz =t

TepEMEHHbIX:
In2 29 ( )2/3
T — 2
1)/\/6 — ldz; 2)/ z— 2>2/3+3d33.
0 3

6. BbraucnTh nHTErpa:

2w

/ dx
34+2cosx

0

7. BouramcimTb MHTErpaJibl, MOJIb3ysaCh (DOPMYJION MHTEIrPH-

pOoBaHUA 110 HaCTAM:

/2 x
1) / x sin xdx; 2)/lntdt, x> 0.
—m/2 1

8. Ilycts f(x) — mepuogmieckas dyukinus ¢ nepuogom 1
flz+T) = f(x). UsBectHo, uro fOT f(z)dx = a. Mox#o sin



OIIpeac/INTb, 9EMY paBHbI NHTETI'DAJIbI:

2T T/2 10
1) / flx)dz,  3) / flz)dz, 5 / flz)dx ?
0 ~T/2 10-T

T/2

2) [ flads, 4 / fla)ds,

9. YeMmy paBHBI HHTETPAJIBIL:

b 2 T
1)/(133, 4)/Sin xdx, 7)/008 2xdx,
a 0 0
a 3T n
2)/Sinxda:', 5)/sina:dx, 8)/(1 + cos x)dz,
—a —r -
s o 1 .
arcsin x
3 in xd 9 | —dx ?
)/smx T, 6)/Cosxda:, )/ 5 T sz
o . -1
10. He Boramciiag nHTErpasios, ONpEIeanTh UX 3HAK:
1 s 2m .
/x?’dx, /zz:cosxdx, /Smxdx.
x
~2 0 0

11. Haiitu cpegaune 3nHauenns pyHKINN HA YKa3aHHBIX TTPO-

MEZKYTKaX:

1) f(x) =sinz, [0;7]; 3) f(xr)=a+bcosx, [—m 7l

2) flz) =2* [0:1]; 4) f(z) =sin2z, [0;n].
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12. BeruncanTh moma b (purypbl, orpaHuIeHHON JTMHIAMU:

Hy=2%/2, =1, 2=3, y=0;

y=a’—do+1, y=a+1;
3)y—6:1:—:1: — 7, y=x—3;
4 y=2—a° 1y’ =%
5) y? = x, 2—y2:x,

=1

14. BoraucanTb miomaab pUrypbl, orpaHnIeHHON JIMHUER,

33JJaHHO B TOJIIPHBIX KOODANHATAX:
1
1) 7% = a*cos2p; 2)r= 5 +eose; 3) = asin 3.

15. Beraucanrs mwiomaab (GUrypbl, orpaHuaeHHon JTnHIe:
($2+-y%2::2xy

16. K smncy o + =1 B Touke C' = (3, %g) TPOBEIEHA
KacaTesbHasd, KOTOpaH mepecekaeT ochb abCcIuce B TOUKe B.
Haiitu mmomaas KpusosanHeitHoro Tpeyroabanka ABC, rie
A — touka ¢ kKoopaunatamu (a;0).

17. BorauceanTb quHy Jyrn KPUBOi

Dy’ =23 0< 2 <4

2)y=1—Insinz, 3 <x <3
By="=2 -1 1 <<,
In(z? —1), 2<x < 3;

5
6

Nelloel

)
)
4)y =
)y =arccosxz ++v1—2% 0<
)y =1Inz, V3 < <WV8.
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18. Halitn annHy Jyru KpuBoOil, 3aJaHHON TapaMeTpUIecKn:

)
, , x = el cost;
r = a(t —sint); xr = cost + tsint; .
, Yy = e sint;
y = a(l — cost); y =sint — tcost; < .
z =€
0<t<2m; 0<t<2m;
| t € (—00,0).

19. HaiiTu 00bEM Testa, 06pazoBaHHOTO BpalieHneM (GUrypHl,
OTPAHUYEHHOI OJIHOI TOJIYBOJIHOI CUHYCOUJBI ) = SINX U
orpeskoM 0 < x < 7 BokpyT ocu O.

20. BoruncmTh 00bEéM Tesa, OrpaHUYeHHOI'0 MOBEPXHOCTS-

MIL:
2 2 .
f3?2+2y2:13 3) x2+y2_?
S z=ux; t +O?'J 7
z2=0(z>0); ZQ— '
; L =
2 .2 _ 1. g T !
2) -+ y =1 R -
2422 =1, =4
. z=0.

Tema 3. HecobcTBeHHble HTErpanbl

1. Beraucsmtb HeCOOCTBEHHBIE HHTEIPAJIBbI (MM YCTAHOBUTH

MX PACXOJANMOCTD):

1 J 1 g —l—ood
x T x
D [E e[S e [
X xP xP
0 0 1
2 g +ood +00
2) /_ac; 4) /_x; 6) /sinxdaz;
x X
1 1 0



+00 1/2

re ‘dx

0
+00

\.—O\

0

: 10 ;
) /xln2x

Inz dz; 11) /6_2$d$;

9)

dz ; 12) /
rlnzx

0
1/2 +00
0

—+00

dx
13 ;
) / rn®x

2
+00

t
14) / arctg T,

22+1 7
1

1
15 dx
) V1— 22
0

2. Haiitu 00bEém Testa, 0Opa3oBaHHOIO BpallleHneM (pUryphl,

OTPAHUYEHHON JUHUAMU Y = €

run BOKpyT ocu 1) Ox; 2) Oy.

.y =0, x = 0 nupu Bpale-

3. lccnenoBaTh nHTErpaJibl Ha CXOTUMOCTD:

SINT — T
—dux;

rd

| —
~—7~
ﬁo\H

4+
g

w
~—

H\MO\EQH\JFH\

g

N
SN—

Ot
~—~

5
+
(\)
%&
+
&w

S
S

(@)
~——

=
&\a

/2

d
7)/ i
COS T

0

+00

8)/ rdr
/ Vad +1
1

9)/ dr
/ V1—2%

sin
10)/ o dx;
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+00

13) \/Eda:; 16)/Md«f'

Sin & 13/2 ’
0 0
1 +00
T vV —1
14)/636 s 17)/ du
— T
0 1
+

dx 2 + 1
15) / e 18) / ~ dx
vat—1 @3 + 22
—00 0
4. OnpeleuThb, IPpU KaKNX 3HAYEHNAX ITapaMeTpa CXOLATCs

HHTErpaJibl:

5. Beruncaurb HHTErpaJibl B CMBICJIE I'JIaBHOI'O 3HAYC€HMNA:

+00 2
). / 3+x+1 3) dx
b Ty ¢ Ul oy TS
—00 0
2 +00
4) T+ 1
V.
) vp. :1:2 b a:2+2:c—|—2
0 —00
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Tema 4. Hucnosble pagbl

1. IIpoBepuTh, BBIIOJHAETCA JI1 HEOOXOINMOE YC/IOBHE CXO-

IUMOCTH PAIA;

2. lccnenoBarh psif Ha CXOANMOCTD, UCIIOJIb3Yd IpU3HaK a-

mambepa:

DX 3 Lt Y > bl

=1

3

00 o 00 . 00 (2n—1)
2) Z (n—i—l)!; 4) ;1OSP; ) Z B”n'

3. VccnemoBarh psajl Ha CXOAUMOCTD, UCHOJIB3YSA PaJIMKAJb-

HBITT Tpm3Hak Korm:

00 n 00 . n2
IDIER I o i

) Y (=" )% () e
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4. Vcrionb30BaTh UHTETPAJIbHbBIN MPU3HAK J1J1d NCCIeI0BAHMSI

CXOJIMMOCTU CJEYIONNX PAJIOB:

D 2w 3 X 5 X sy

S
—_

)
]
3
5=
=,
Nk

n lnn

>§j%

n=2 n=2

5. VMcmonb3oBaTh | mpu3Hak cpaBHEHUS:
> > in > th(sin2 n 2
1 Zﬁ; 32 B 5) 5 (M)

n=1

> arctg > > 1
2) Z 4) Z =) 22 YR
: : n:

6. Vcronp3oBars I mpusHak cpaBHeHWst (3aMeHss TWICHbI Psi-

7T Ha SKBUBAJIEHTHDIE )

1) ;#, 5) z_:lsin%;
0 o0
2 iy 6 sin® ==
) 7;::1 3n?—n ) 712231 v
9S4 0 Euwdd
o0 (0.}
4) > @?,:Jr;i;r:, 8) > %arctgn
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9) Y 2. 1) Y =

10) 3 I 1) St -1,

7. UccnenoBaTh Ha abCOJIIOTHYIO CXOAUMOCTD PsiJIbI:

o0 —1 n—1 o0 -1 n 0 377, —1 TLQQTL

8. JlokazaTh yCJAOBHYIO CXOJAUMOCTb PAJOB C TIOMOIIIBIO TPHU-

sHaka .Jleitonuia;

3

= (=1)" = (-1 - o 2n—5
)Y e 2 H

2
n=1 ne+ n=1 n=1
Tema 5. OyHKUMOHANBHBIE NOCNEA0BATENBHOCTU U
psiAbl

1. NccaenoBarh (QyHKIIMOHAJBHYIO TTOCIEI0BATETHHOCTD

fn(ﬂf) =z
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Ha PABHOMEPHYIO CXOIUMOCTH Ha mpomexkyTkax: 1) [0,1/2],
2) [0, 1].

2. UccrnenoBarh Ha PaBHOMEPHYIO CXOQUMOCTDL IOCJIEI0BaA~

TeNLHOCTH f,(T) = {7 1 gn(2) = 57 Ha orpeske [0, 1].

xenaz

1+ e (KO-

3. Jlokazarhb, 9TO MOCIEI0BATETHLHOCTD fi(T) =

INTCs paBHOMepHO Ha R.

4. JlokazaTh, 9TO MOC/IeI0BATENHHOCTD

0,z <mn,
lL,x >n

falz) =

HEe CXOJUTCsT paBHOMEPHO Ha [0, 400).

5. Mcnonwaya npusnak BeltepmTpacca, noka3aTh paBHOMED-

HYIO CXOJIMMOCTb PHAJIOB Ha YKAa3aHHBIX IIPOMEXKYTKAX:

1) 32 = Ha (—00; +00);

3) ; B (5 — )" wa [2; 3];

© no.z
4) le ;;n”, Ha (—2;2);
n=
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6) i (£)" cosnz, na [—2;1].

n=1

6. Haittu pagnyc 1 nHTepBajJ CXOOANMOCTH CTETIEHHOTO PSIa,

1CCJae0BaTh IIOBeJeHNe psda Ha KOHIAX MHTePBaJa CXOJIU-

MOCTH:
1 — (2n—1)2 3\ 3 = = -3 2n+1.
) 2. 3n—4 (z +3)"; )Zm(w ) ;

- (=" 1—z\". = n+5 . = x"
1>n§::1 2n—1 (H—_x) ) 2>nz::1n3;;$27 3);::1%@1-

8. Hamrcars psay Teitopa B Hyse [y caeayromux (OyHKIT:

) Inv1+ z; S)ﬁ; 5)20—2—1:25

2)e?: 4) sin® x; 6) =
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7)——; 8)—~2—; 9)(3 — e )2

9. Hammcarp pgn Teitmopa B Hylne g  QyHKIUH

2 —2x
f<x)_a:2—2x+2'

10. Hamucars panm Tefimopa B OKPeCTHOCTH TOUYKH Ty = 2

st yskipm f(x) = Inw.

Tema 6.CDyHKMMM MHOINX NEPEMEHHbBIX. OCHOBHbIE

NMOHATUA

1. Haittu n n3obpasuth objactu oupeaeaeHns QyHKITUIL:

Df(e,y) =+ /7 3)f (@,y) = arcsin %;
= /1= (22 +y)? N f(x,y) =In(x — zy).
2. Haittu Touky paspbiBa CJIeAYIONNX PYHKIII:
1 1
DSy =g V@)=

3. BuramcanTh MOBTOpPHBIE TTPEIEIb:

3xy —y 3xy —y
1) lim lim ———=; 2) lim lim ———
%Wy%Ox-+y2 %W$%O$2+y

4. JlokazaTb, UTO He CYIIECTBYET MpeJies

lim Qxy
(2,y)—(0,0) X2 + y?




20

5. JlokazaThb, 4TO

562

lim —=0.

(2.9)=(0:0) /22 + 12

6. BoisgacHUTE, CyIIecTBYIOT JIU TIPe/Ie bl

1 li 2 - 3) Ty .
) (x,y)g%;()) Vatty? ) (g:,y)lg%o;o) V202 4y2’
) lim 2 4)  lim %

(2.9)—(0,0) @+ () (0:0) T F25%

7. BoIamcanTh Bce YacTHBIE TPOM3BOIHbBIE ITIEPBOTO I BTOPOTO

I[MOPANKOB:

1) f(z,y,2) =a'y—y’z 3) flz,y) =av.

2) f(z,y) =In(z +y°);
8. Haiitu nmuddepenmnuan dyHKInm

1) flz,y) = arctgg; 2) fla,y) = tg(z’y).

9. Haiitir d?f:

) f(z,y,2) =2y — v’z 3) flo,y) = V.

2) flz,y) =In(z +y°);

10. Haiitu d®f nna dynxuun f(z,y) = 2° + zsiny.
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11. g dbynxuun f(z,y) = € pouncantsb 3Hadenue d°f B

Touke (2;1).

Tema 7. 3ameHa nepemerHbix B guddepeHnanbHbIx

BblPpa>XEHNAX

1. Hamacarb popmyity s BbIUUCIEHUS YacTHON IIPOU3BO/I-

Hoit o x bynxmun u(z,y) = f(t(x,y), s(r,y),p(x,y)).

2. Hanmmcatb bopmyny /s BEITUCIEHUST TTPOU3BOTHON PYHK-
mant u(t) = f(x(t), y(t), )

0 .
3. Hamucatb hopMysibl /19 BRIMUCIEHNUS MPOU3BOAHBIX 7-;

0. 0
dy 9z bynxrn

4. Haittu du n d*u, ecrm u(z,y) = f(zy).

5. Haittu du, ecnn
D utes) =1 (2.2) 2 uto) = V)

6. Haittu dz n % HESTBHO 3aIaHHOI (DYHKIINH

Da+y+z=¢2) 22 =3ayz=1; 3) a4y+z=e @),
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7. IIpeobpazoBaTh ypaBHeHUE

~ |

1) 2'y” + 223y — y = 0, monarasa r =

)

2) 2%y" +xy +y =0, nonaras x = .

8. [IpeobpazoBaTh ypaBHEeHHE, IPUHSAB Y 33 HOBYIO HE3aBU-

CUMYIO TIepEMEeHHYI0, & T — 3a HOBYIO (DYHKITHIO:

2 2
1) y// o :L,y/?) — 0; 3) Sy// L y/y/// o y//y/ — O;
2> y/y/// . 3y//2 = 1 4) y/QyIV _ 1Oy/y//y/// + 15y//3 —0.

9. IIpeobpazoBarh ypapHEHNE
1 2 /
y +-y +y=0,
x

MIPUHSAB & 33 HOBYIO (DYHKITNIO U t = Xy — 3a HOBYIO HE3aBU-

CUMYIO TI€pEMEHHYIO.

10. ITpeobpazoBaTh K MOJAPHBIM KOOPAWHATAM I U (0, TIOJIa~
rasg r = rcosp, Yy = rsin @, caeyolue ypaBHeHU:
) _TTY.

Dy'=""0 2 (2 + %)%y = (z+yy)*.
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11. KpuBusny miockoil KpuBoii
‘y//‘2
RRGRE

BbIPA3UTH B IOJIAPDHBIX KOOPJAWHATAX 7" U .

12. BBojist HOBble He3aBUCHUMBIE IIepeMeHHble £ U 1), PELIUTh

CJIEJIyIOIIe YPaBHEHUS:

1) o 0z _ 0= ecan £ = x +
" = " — —
81’ (93/ H L Yy n=4 Y,
2) %_xg_;(), eCﬂMﬁ:an:xQ_FyQ;
0z 0z

31—ty =0, ecm{=axun="2
x Yy

O

Tema 8. PyHKUNN HECKONBKUX MEPEMEHHbIX:

MPNIOKEHNA

1. Boraucnuts gradf, gradf(M) u mpousBogayto (byHKIAN

f B Touke M 110 HalIpaBIEHUIO, 33 JaHHOMY BEKTOPOM [, eciu

—

1) f(z,y) =zarcsiny; M = (2;0), [ =30 — 47

—» -

2) fla,y,2) =2 M=(0;1;2), {=2—j+Fk
3) fla,y,2) =a¥* M= (1;1;1), [ =—27+3k

—

1) flz,y, 2) = arctg(ayz); M = (1;,—1;1), [ = —2i+2j +k.
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2. Berancauts mpousBognyio dyekimm f(x,y,2) = = B

Touke (2;1; —2) 1O HAPABIEHWIO K HAYAJTY KOODJIMHAT.

3. Hamcath ypaBHenme KacaTeabHOHN MJIOCKOCTH M ypaBHe-

HUS HOPMaJIX K 3a/[aHHOM OBEPXHOCTU B 3aJaHHON TOYKE:

1) z =a® =2zy+y* —x+2y; M(1;1;1);
) * +y* +22=3;, M(—-1;-1;1);

VT +\ytz=4 M(41;1);

5) Z:y—l—lnz; M(1;1;1);
z

6) z = arctgy; M(1;1;7/4).
x

4. Hanucarb dopmyny Teitopa BTOporo mopsiika IJid 3a-

TaHHOM (DYHKIINK B 33aHHOI TOUKe:

Df@y) =2 (23 3) fla,y,2) ==, (L,1,1).

Y
) ) =L, (2-1)
5. Hammucary dopmyny Teitnopa Tperbero mopsiika JIid

byukiuu f(z,y) = 2° cosy B Touxe (1,0).

6. Haiitn cTanmmonapHable TOUYKN 1 ONPeAeanTh X THII:

1) f(z,y) = 2* + ay + y* — 3z — Gy;
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2) f(z,y) =2’ +y° — 15zy;

3) flz,y) = 2® — dwy +2y° + y*;

4) flz,y) = " Y(x* — 2u*);

5) flx,y,2) = 2 — 2wy + 29> + 2% — 22 + 1;
6) f(z,y,2) = ey

7. UccnenoBaTh Ha SKCTPEeMyMbl (PYHKITHIO:
_ CL’2 2
flx,y) = (@ +yP)e ),
8. MerooM MHOXKUTEEl JIarpaHKa HAlTH TOUKU YCJIOBHBIX
SKCTPEMYMOB U OIPEJEINTH TUIILI SKCTPEMYMOB JJIst PYHK-
I
1) flx,y)=2*+y* =3, ecm o — y = 2;
2) f(z,y) = 2% + 2xy + 2y°, ecm = + 2y = 2;
3) f(z,y) =z +vy, ecim 2° + y? = 2;
4) f(x,y) = 2z + 3y, ecmu 222 + 6xy + Hy? = 2;

5) flz,y,2) =x+y+ 2, ecim 22 +y* + 22 = 3;

6) f(z,y,2) =z + 2y + 2z,
ecin 22 + 2% + 222 + 2zy + 2yz = 3;
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7) flm,y,2) =a*+ 2% —dy — 22 + 1,
ecmr+y=0nuy+z=1;

8) f(a?,y,z):xZ—gf—Zy—I—z—l,
ecmmr —y=1ua?+2z=0.

9. HaiiTn mpousBogHbIe (DYHKITMIA:

[ sin(t + Inz) i
1) f(a:) :/ 4 dt; 3) f(x) _ /€(t+smx)2dt;
! T
VAE COST
2) f(x) = /COS(:Et2)dt; 4) f(x) = / P +11ntdt'
1/x sin x

OTBeTbI 1 yKazaHus.

Tema 1. Cucremaruueckoe unrerpuposanue. (Koncranrbr B orBerax
OIYTIECHBI. )

1.1) (x—3)sinz+cosx; 2) — (1 )+ L (1—x) 3) —i—21nx—|——
4) 511;24””+Sin42$+%x; 5) %exz; 6) — (4 5 sin 2x)6/5 7)

) Inz 1 ;

< 8
) 222 4rx2’
9) —2cos \/z; 10) sze* — 1™ 11) 1ln|sin2z[; 12) 2(1 + Inx)*?; 13)
%xQ arctg 2z — 1z + 3 arctg 2a; 14) In|z* + sinz|; 15) 1 arcsinz?; 16)
lnac’ 17) (1 + \/_)3/2 18) 2cos2 + %tgl’
9 2x2—1 _ 2221 _ A + BatC . z—1 _ 1 _ 2. a3 —dx
Coadtr—2 (x—%%(xQ—i-xZ—i-Q)l | ) Jf—l—x—i—Q’ jlc—i-l ; Cac—i—ll)’ x—EQ F_
2 . 2041 +1 + +F
327 — 62 + 8 — 5 i = (x2+1) =7t et m
P dot5 . 2’41 _ 1 _ 1 —
:172—xx+5 =r+1- fo:c+57 $x2 =1+ x2’ o+l T (2240 2241) (22— 2241)

x24+/2z+1 22—/ 2z+1"
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3.1) Inlz — al; 2) ——o—; 3) zarctgZ; 4) 31n(a? + a?); 5)

(n—1)(xz—a)r—1>
sIn|z? — a?); 6) & In ‘Ha‘ 7) 5arctg 2z; 8)arctg(x + 3); 9) 5 In(a? —
4.T +6) + \/_arctg \@

T 1/4 —-1/4 1/2
4. (—D)(z+1)2 — xil + aH-/l + (a:—t{l 25 Allln ‘x T 1| ln ‘x + 1‘ x+1)
2 (32245) 3
. W -+ 3 arctgx.

6.1) 2y/z —2In(v/Z+1); 2) $In(3Va2+1); 3) 8256 — 2212 + 621/6 —
6 arctg /6 )3\?/_2+6arctg\/_.
7.1) In|tg L +1|; 2) —

tg 5 +3
2
8.1)z—2=t! (x— 2)9/4 Sa—2p%2) L+1=1t4 — [Fdt =
4/ 7 4/ 1
tln|H| - larctgt = 1In —X%Efi — Jarctg YL 3) 14+ Va? = 2

345 — 2t3+30t 4) 5= 1=t gy —ghnft +1[+ pn(® —t+1) -

L1/3 2 647 _ 1845 3 1 _ 43
Qﬂarjtg\/g,@ +1 =1t 2t — 2t + 6t 6t6)1+x3—tj
tgt1__t_11n|t—1|+11n(t2+t+1)+\farctg2f}1

Tema 2. OnpeneséHEBIT HHTEIPAJI.
L&=1+2%k S, =%, (2+23k) % lim, 00 5, = 48.
2.1) 48; 2) 2; 3) 2sh .
3. 1) IHTI; 2) —v1+ x4 3) . e‘x2; 4) 2\% cos T + 2 cos 12, 5)
3 Ccos T sinz
) 6) (sin® z+1)3 + (cos? z+1)3"

4.1) [P g — 4 - 21n3; 2) [[2eldt = 2¢% — 2¢; 3) [ A

1 2+1

3sinx
T

arctge—z.
5. 1)2(1—5) 2) 8 + 3¥3r.
6. 3+2(:osx = \farctg t?/é = f0ﬁ+f7r27r = \/lgW'
7.1)2;2) zlnz —z + 1.
8. 1) 2a; 2) ner; 3) a; 4) 2a; 5) a

1) b—a; 2) 0; 3) 0; 4) 0; 5) 0; 6) 0; 7) 0; 8) 2; 9) 0.

10. f_12x3d:z: <0, [y zcoszdr <O, f% ST g > 0.
11.1) 2;2) 4 3) a; 4) 0.
12. 1) 2 2) 122, 3) 4,5, 4) 2. 5) 3, 6) 1.
13. wab.
14. 1) a% 2) T 4 23, 3) 12,

15. 1 (nepeifTu K HOJSIPHBIM KOODJMHATAM ).

16. ab (4~ 7).
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17.1) 2(10%2 = 1):2) 1In3:3) 2+ 1In2;4) 1 + In2 — In3; 5) L2
7 2 4 2 3
6)1+%

[\

l\DIOO

n

OO

) 2% 3) V3.
19.
20. 1) f, 2) 16, 3) 7. 4) 8.

Tema 3. HecobcTrennbie mHTErpaJIbl.

3
wll\')\_/

1. 1) 2; 2) pacx.; 3) —Hpﬂp<1 pacx. npu p > 1; 4) pacx.; 5) —
opu p > 1; pacx. HpI/I p <1; 6) pacx.; 7) 1; 8) —1; 9) pacx.; 10)
5: 12) pacx.; 13) 3; 14) 572 15) 2

2.1) %: 2) 2.

3. 1) pacx.; 2) cx.; 3) cx.; 4) pacx.; 5) ¢x.; 6) pacx.; 7) pacx.; 8) cx
9) cx.; 10) pacx.; 11) ex.; 12) ex.; 13) ex.; 14) pacx.; 15) ex.; 16) cx.; 17)
cx.; 18) pacx.

4 D)a>22)p<43)p<3:d)p>—-15)a>0,6)1<n<2
7)2;8) —-1<p<i:9) 1<a<2.

5.1)m;2) 3In3;3) —31n3;4) 0

Tema 4. YucnoBble psiibl.

2. lim *==2: 1) 1: 2) e; 3) 25 4) 0; 5) 1; 6) 3.

3. hm\/a_n 1) 2) e73; 3) % 4) e71/2,

4.1) upu p > 1 ex., upu p < 1 pacx.; 2) pacx.; 3) ¢x.; 4) pacx.; 5) cx
6) cx.

5. 1) ex.; 2) ex.; 3) pacx.; 4) cx.; b) ¢x.; 6) pacx.

6. an ~: 1) 5 2) rlz; 3) n?}/zi 4) #3 5) %5 6) n31/25 7) n?}/25 8) n11/23 9)
(£)"; 10) L; 11) 15 12) =

7. 1) ecrb; 2) ecrb; 3) Her; 4) ecth; 5) Het; 6) ecTh.

ln2’ )

ln2’

Tema 5. OyHKuMOHANBHBIE HOCJIG,ZLOBaTeJIbHOCTI/I Y PSIJIbL.

6. R=1, o= —2;4pacx.;2) R = %, x = pacx., xr = % cX. yeii.; 3)
R=1,2=24cx yon;4) R=+3; 2 = — SCX. yeL: © = v/3 pacx.

7.1) 2 > 0 cx. abe.; © = 0 ex. yeu.; 2) (1;2) ex. abe.; 3) (—1;1) ex
aoc.

8.1) Yoo, Sk 2) Yoo Bt 3) Yo ot

00 -1 n+122n 1 n.
4) Zn:l ()Wlﬂ )

1 1 _ oo (D)7 1 n.
5) z+5  z—4 Zn:() ( Hn+l + 4”+1> L
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N2l (2n—1)! o
6) > no(-1)"2 22 :15 ) 1+ 300, Bga™s o
) 332 +Zn 1 7?]23n+1 nt2. 9) 4—|—Z % n‘
1 —n 1
9. 1+1 T 3 x - 2;0:02 2 Cos%xn.

10. In2 + > n;l (x —2)™.

Tema 6. (DyHKHI/II/I MHOT'UX II€pEMEHHBIX: OCHOBHBIC IIOHATHI.

3.1) 0; 2) oo

6.1) 3 2) 5 3) 0; 4) 0.

7.1) fl = a3y, [y = x? —3y2z f’ = —y% = 1222y, = —6yz,
=0 fry =A% S = =3 omf—%wjunﬁag:
B Y R
v =Yy — 1)33;/—27 ;/y = xyln x, fr, = a4 yxys 1lnx.

0.1) st ) o

9. 1) 121‘ y dx? 6yz dy? + 8x3dxdy 6y>dydz;
20—2
2) — (Hy o dx? (Hy sdxdy + Hyy dy?;
3) y(y — 1)a¥=2da? 4+ 2(2v~" + yav~' In z)dady + 2¥ In® zdy?.
10. 6 dz® — 3siny dx dy? — x cos ydy?>.
11. e*(dz? + 4dy? + 6dxdy).

Tewma 7. 3amena nepeMeHHbIX B JndOepeHInajibHbIX BHIPAXKEHUIX.

ou __ Ofot | 0fds | Of Op
L. ox 8t6x+ 838x+ Op Ox°

2. u/(t) = fi(z ( ) y(#), )z (t) + £y (w(t), y(8), )y (1) + Fi((t), y (1), 1).
3. ag = 1f1 fm 2‘3 =—fr+3 = fir gi =217
4. du = f (:(:y)(yda: + :(:dy), d?u = f"(xy)y?da® + f"(xy)zidy® +
20y f"(zy) + ['(zy))dx dy.
5.1) du= () + L fip)de — 2 flydy;
7' (V)

2) du = e (xd:L‘erdy).
dx+dy 0O z .
6. 1) dz _— eztly’ 6—; = ez 1, ) dZ 2’2 Ty (yZ dx +.”L‘Z dy), 81‘ — ZQy—J?yj

3) dz = —dx — dy, & = —1.
7.1y —y=0;2)y" +y=0.
8. 1) 2" +x=0;2) 2" +az” =0;3) 2" +2" =0; 4) 2!V =

S R A L ) 32, v 2!V 10:6”’33” 15:6”3
(y—;,y——ﬁ,y =—mt+m Yy =T+
1 3 _ r 1 t. " o__ z" 2
9. 27 —lw _O(y_@_ﬁ’ Y __xx’S_xzx’+x3)

10. 1) 7' —r =0;2) r"r? + 13 = 2rr — 13 = 0.
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1 _ r'sinptrcosp, "o 22—y
y = cos p—rsiny’ y = (r" cos p—rsin p)3
11. |72 42072 —rp”|

12. 1) z(z,y) = o(x +y); 2) z(z,y) = p(z® + 3*); 3) z(z,y) = p(£).

Tema 8. OyHKUM HECKOJIBKUX HepeMeHHbIX IPUIJIOXKECHUSL.
=z 0
1. 1) gradf(z,y) = arcsiny i + \/—] gradf(2,0) = 27, S f _ _%

gradf(z,y,2) = Li + 25 — 4 Wi, gradf(0,1,2) = %Z%—J;_\}g;

2)

3) gradf(x,y, z) = y2a¥ i+ zav In 2 j 4+ ya¥* In ok, gradf(1,1,1) =
i, 9 =0;
)
2

4 gradf (., 2) = EEEERE grad f(1,-1,1) = 4+ 47— 4F, 9 = |
2

N

:.
3 —2y+2=0 = ==L agt+y—2+3=0,
fCTl:?/Jlrl:2:11;3)x+4y+4z—12:0,xz4:yzl:Z; 4)

2r—2y—3243 =0, 55t = 12 = 2. 5) py—22 = 0, It = I8 = =

6) v —y+2:—2=0, == 273/4.

4.1) 2¥ =8+ 12(x — 2) + 8In2(y — 3) + 2(12(x — 2)? + 81In” 2(
3 424+ 1202)(x — 2)(y — 3)) + O(((x — 2 + (y — 32)); 2) £ =
442 ~(y 1A a2+ )P =2 1) +O (o2
(41)%)92); 3) 2 = 1 (— 1) (y—1)— (2—1)+ 3(2(e—1)242(e—1) (5~
1)=2(r=1)(e=1)=2y= D))+ O(((r= (=1 P+ (1))

b.x*cosy = 1+2(— 1)+ 32z —1)* —y*) — 3(z = Dy’ + O(((z —
1)? +y?)%).

6. 1) (0;3) — min; 2) (0;0) — cemio, (5;5) — min; 3) (0;0) — cemio,
(2;1) — min; 4) (0;0) — cemio, (—4; —2) — max; 5) (0;0;1) — min; 6)
(0;0;0) — ceio.

7. (0;0) — min, 22 + y*> = 1 — max.

8. 1) (1,—1) — min; 2) (0;1) — min; 3) (1;1) — max, (—1;—-1) —
min; 4) (1;0) — max, (—1;0) — min; 5) (1;1;1) — max, (—1;—1; —1)
— min; 6) (1;0;1) — max, (—1;0; —1) — min; 7) (—1;1;0) — min; 8)
(0; —1;0) — max.

1.

N\'

9 1) sin(x;—lnx) +1 136 cos(t—tl—lnx)dt 2) (jé)\s/;[»' + cos 1/x ff 2 SlIl ZUt2 dt
3) 2xe(x2+sing;)2 . e(:c+51ngc)2 + 2COSQ?f t + sin I’) (t-+sinx)? dt; 4)
1 . 1 cos
T rincosz ST T s COST T fsinx (x—i—lnt) et
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