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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èçâåñòíû òðè íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ñïîñîáà ââåäåíèÿ ïîíÿ-
òèÿ òåíçîðà. Ïðè îäíîì òåíçîð îïðåäåëÿåòñÿ êàê ýëåìåíò ñïåöèàëüíî
ïîñòðîåííîãî ìíîæåñòâà, íàçûâàåìîãî òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ëè-
íåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðè âòîðîì òåíçîð îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîëèëèíåé-
íîå îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòàì íåñêîëüêèõ ëè-
íåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íåêîòîðîå ÷èñëî. Ïðè òðåòüåì ñïîñîáå òåíçîð çà-
äàåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë, êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåòñÿ îïðåäåëåííûì
îáðàçîì ïðè èçìåíåíèè áàçèñà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Âñå òðè ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà îáëàäàþò îáùèì ñóùåñòâåí-
íûì íåäîñòàòêîì � îíè ââîäÿò ïîíÿòèå òåíçîðà îïîñðåäîâàííî (äâà
ïåðâûõ � ÷åðåç äðóãèå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû, òðåòèé � ÷åðåç çàêîí
ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà). Â ñâÿçè ñ ýòèì èññëå-
äîâàòåëþ, æåëàþùåìó èñïîëüçîâàòü àïïàðàò òåîðèè òåíçîðîâ â ñâîåé
îáëàñòè çíàíèÿ, áûâàåò òðóäíî ïîíÿòü, ÷òî æå òàêîå òåíçîðû è êàê èõ
ïðèìåíÿòü ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ìåæäó òåì, â ìåõàíèêå ïðè îïèñàíèè äåôîðìèðîâà-
íèÿ òåë óæå äàâíî èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ
òåîðèè òåíçîðîâ, ïðè êîòîðîì òåíçîð çàäàåòñÿ êàê ñà-
ìîñòîÿòåëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò, à åãî ñâîéñòâà,
èñïîëüçóåìûå ïðè óïîìÿíóòûõ ñïîñîáàõ îïðåäåëåíèÿ,
âûâîäÿòñÿ êàê ñëåäñòâèÿ. Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð.

Ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêèé îáðàçåö, íàõîäÿùèé-
ñÿ ïîä äåéñòâèåì ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêè (ñì. ðèñó-
íîê). Äîïóñòèì, ÷òî ñèëû, ïðèëîæåííûå ê òîðöàì îá-
ðàçöà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî èõ ïîâåðõíîñòè è
÷òî â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè îíè õà-
ðàêòåðèçóþòñÿ äëÿ âåðõíåãî è íèæíåãî òîðöà âåêòî-
ðàìè σ è −σ ñîîòâåòñòâåííî. Ñèëà, ðàññ÷èòàííàÿ íà
åäèíèöó ïëîùàäè, íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì íàïðÿæåíèÿ.

Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: ¾Êàêèå âåêòîðû íàïðÿæåíèÿ
äåéñòâóþò â ñå÷åíèÿõ îáðàçöà, íàêëîíåííûõ ïî-ðàçíî-
ìó îòíîñèòåëüíî åãî îñè?¿

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñå÷åíèÿõ, ïàðàëëåëüíûõ òîðöàì, äåéñòâóþò òàêèå
æå âåêòîðû íàïðÿæåíèÿ, êàê íà òîðöàõ. Òàê, â ñå÷åíèè a íà ÷àñòü
îáðàçöà, íàõîäÿùóþñÿ íèæå ýòîãî ñå÷åíèÿ, äåéñòâóåò âåêòîð íàïðÿæå-
íèÿ σ.
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4 ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñå÷åíèå îáðàçöà ñ åäèíè÷íûì âåêòîðîì
íîðìàëè n (ñå÷åíèå b íà ðèñóíêå). Ïóñòü σn � âåêòîð íàïðÿæåíèÿ
â ýòîì ñå÷åíèè (îí ïðèëîæåí ê íèæíåé ÷àñòè îáðàçöà è õàðàêòåðèçóåò
äåéñòâèå íà íåå âåðõíåé ÷àñòè). Â ìåõàíèêå ïîêàçûâàåòñÿ íà îñíîâà-
íèè çàêîíîâ ñòàòèêè, ÷òî âåêòîð σn ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñëåäóþùèì
ñïîñîáîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç i åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè îá-
ðàçöà (ñì. ðèñóíîê). Ñîñòàâèì èç âåêòîðîâ i è σ, ÷èñòî ôîðìàëüíî, âå-
ëè÷èíó iσ è áóäåì òðàêòîâàòü åå êàê åäèíûé ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò.
Òîãäà èñêîìûé âåêòîð íàïðÿæåíèÿ σn çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

σn = n · (iσ), (∗)
ãäå ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå âåêòîðà n íà ââåäåííûé îáúåêò iσ îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñïîñîáîì: n · (iσ) = (n · i)σ, ãäå n · i � îáû÷íîå ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (÷èñëî). Îòñþäà σn = (n · i)σ, òî åñòü
âåêòîð íàïðÿæåíèÿ σn ðàâåí âåêòîðó σ, óìíîæåííîìó íà ÷èñëî n · i
(ýòî ÷èñëî ðàâíî êîñèíóñó óãëà ìåæäó âåêòîðàìè n è i).

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííûé îáúåêò iσ ïîçâîëÿåò íàéòè âåêòîð íà-
ïðÿæåíèÿ â ëþáîì ñå÷åíèè îáðàçöà ñ ïîìîùüþ çàêîíà, îïðåäåëÿåìîãî
ôîðìóëîé (∗). Ýòîò îáúåêò è åñòü òåíçîð. Â äàííîì ïðèìåðå îí ñëóæèò
òåíçîðîì íàïðÿæåíèé äëÿ óêàçàííîãî âèäà íàãðóæåíèÿ îáðàçöà.

Â îáùåì ñëó÷àå ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ òåîðèè òåíçîðîâ, ïðèíÿòûé
â ìåõàíèêå, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Áåðåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Èç âñåâîçìîæíûõ ïàð åãî âåêòîðîâ ñîñòàâëÿþòñÿ îáúåêòû ïî òèïó ââå-
äåííîãî âûøå îáúåêòà iσ è ïîñòóëèðóþòñÿ èõ ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü
ïî êàæäîìó âåêòîðó ïàðû, ïðàâèëà ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà
è äðóãèå). Ýòè îáúåêòû, èìåíóåìûå äèàäàìè, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè
òåíçîðàìè âòîðîãî ðàíãà. Ïðîèçâîëüíûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äèàä. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
ñòðîÿòñÿ òåíçîðû âûñøèõ ðàíãîâ, òî åñòü òåíçîðû, îáðàçîâàííûå òðîé-
êàìè, ÷åòâåðêàìè è áîëüøèì êîëè÷åñòâîì âåêòîðîâ.

Â êíèãå èçëîæåíû îñíîâû òåîðèè òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà íà áàçå
ïîäõîäà, ïðèíÿòîãî â ìåõàíèêå.

Íóìåðàöèè ôîðìóë è òåîðåì ñâîè â êàæäîé ãëàâå è âêëþ÷àþò â ñå-
áÿ íîìåð ðàçäåëà â äàííîé ãëàâå è íîìåð ôîðìóëû èëè òåîðåìû â ýòîì
ðàçäåëå (íàïðèìåð, ññûëêà â ãëàâå 2 íà òåîðåìó 1.2 îçíà÷àåò âòîðóþ
òåîðåìó â ðàçä. 1 ýòîé æå ãëàâû). Ïðè íåîáõîäèìîñòè ñîñëàòüñÿ íà ôîð-
ìóëó èëè òåîðåìó èç äðóãîé ãëàâû äîïîëíèòåëüíî óêàçûâàåòñÿ íîìåð
ãëàâû. Âåêòîðû îáîçíà÷àþòñÿ ïîëóæèðíûì øðèôòîì. Ïàðàëëåëüíîñòü
è ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü âåêòîðîâ îáîçíà÷àþòñÿ çíàêàìè ∥ è ⊥. Äëÿ îáî-
çíà÷åíèÿ êîíöà äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ çíàê �.



Ãëàâà 1

ÒÅÍÇÎÐÛ: ÎÑÍÎÂÍÛÅ

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâ.

1. Îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè

Èç øêîëüíîãî êóðñà ãåîìåòðèè èçâåñòíû ñëåäóþùèå îïåðàöèè íàä
âåêòîðàìè.

1. Ñëîæåíèå âåêòîðîâ. Ñóììà âåêòîðîâ íàõîäèòñÿ ïî ïðàâèëó ïà-
ðàëëåëîãðàììà (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Ñëîæåíèå âåêòîðîâ.
Âåêòîð a+ b åñòü ñóììà âåêòîðîâ a è b.

2. Óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî. Ïðèìåð ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2. Óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî.
Âåêòîð −2a íàïðàâëåí ïðîòèâîïîëîæíî

âåêòîðó a è èìååò äëèíó, â äâà ðàçà á�îëüøóþ
äëèíû âåêòîðà a.

3. Ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê-
òîðîâ a è b ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ äëèí íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè:

a · b = ab cosφ, (1.1)

ãäå a è b � äëèíû âåêòîðîâ a è b; φ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a è b.
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6 Ãëàâà 1. ÒÅÍÇÎÐÛ: ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïåðâûå äâå îïåðàöèè ñòàâÿò â ñî-
îòâåòñòâèå âåêòîðàì âåêòîð, à ïîñëåäíÿÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå äâóì
âåêòîðàì ÷èñëî.

Â ëèíåéíîé àëãåáðå ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ íàä âåêòîðàìè, íàçûâàåìàÿ
òåíçîðíûì èëè äèàäíûì óìíîæåíèåì âåêòîðîâ. Îíà ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå äâóì âåêòîðàì íîâûé îáúåêò, íàçûâàåìûé äèàäîé. Äèàäà ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîñòåéøèì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà.

2. Ïîíÿòèå òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà

Îïðåäåëåíèå. Äèàäà � ýòî ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ a è b
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, çàïèñûâàåìîå â âèäå ab è óäîâëåòâîðÿþùåå
ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.

Ïð à â è ë î óìíîæåíèÿ äèàäû íà ÷èñëî:

αab = (αa)b = a(αb), (2.1)

ãäå α � ëþáîå ÷èñëî; ìîæíî çàïèñûâàòü αab, aαb èëè abα.
Ï ð à â è ë î ðàñêðûòèÿ ñêîáîê (îçíà÷àþùåå ëèíåéíîñòü äèàäû ïî

êàæäîìó ñîìíîæèòåëþ):

(α1a1+ α2a2)b = α1a1b+ α2a2b; a(β1b1+ β2b2) = β1ab1+ β2ab2,
(2.2)

ãäå a1,a2,a,b,b1,b2 � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, α1, α2, β1, β2 � ïðîèç-
âîëüíûå ÷èñëà.

Ïð à â è ë î ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà äèàäó è äèàäû íà
âåêòîð:

u · ab = (u · a)b; ab · u = a(b · u) = (b · u)a, (2.3)

ãäå u · a è b · u � ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ (÷èñëà); îòìåòèì,
÷òî ïåðâîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî âåêòîðó b, óìíîæåííîìó íà ÷èñëî u ·a,
à âòîðîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî âåêòîðó a, óìíîæåííîìó íà ÷èñëî b · u.

Ï ð à â è ë î ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèå äèàä:

ab · cd = a(b · c)d = (b · c)ad; (2.4)

ýòî ïðîèçâåäåíèå ðàâíî äèàäå ad, óìíîæåííîé íà ÷èñëî b · c.
Îïðåäåëåíèå. Îïåðàöèÿ ñîñòàâëåíèÿ èç äâóõ âåêòîðîâ a è b äèà-

äû ab íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì èëè äèàäíûì óìíîæåíèåì âåêòîðîâ.

Îáîçíà÷åíèå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ áåç çíàêà óìíîæå-
íèÿ ìåæäó ñîìíîæèòåëÿìè ïðèíÿòî â ìåõàíèêå. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëè-
òåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ çíàê ⊗, íàïðèìåð, ab = a⊗ b.
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Âíèìàí è å! Îïåðàöèÿ òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ íå êîììó-
òàòèâíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ab ̸= ba, òî åñòü â äèàäå
íåëüçÿ ìåíÿòü âåêòîðû ìåñòàìè.

Äåéñòâèòåëüíî, íà îñíîâàíèè ïðàâèëà (2.3) ìîæåì çàïèñàòü:

ab · u = a(b · u) = (b · u)a; ba · u = b(a · u) = (a · u)b,

îòêóäà âèäíî, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äèàäû ab íà âåêòîð u ÿâëÿ-
åòñÿ âåêòîðîì, ïàðàëëåëüíûì âåêòîðó a, òîãäà êàê ïðîèçâåäåíèå äèà-
äû ba íà u åñòü âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé b, ÷òî ñëóæèò ïîäòâåðæäåíèåì
íåðàâåíñòâà ab ̸= ba (ïðè b ∦ a).

Îïðåäåëåíèå. Òåíçîð âòîðîãî ðàíãà èëè äâóõâàëåíòíûé òåí-

çîð � ýòî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèè äèàä, òî åñòü êîíå÷íàÿ ñóììà âèäà

αab + βcd + . . . + γyz, (2.5)

ãäå ãðå÷åñêèå áóêâû � âåùåñòâåííûå ÷èñëà; ëàòèíñêèå áóêâû � âåêòî-
ðû; ab, cd, . . . ,yz � òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ (äèàäû).

Òåíçîð n-ãî ðàíãà ñîñòîèò èç ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ n âåêòîðîâ.
Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî â äàííîì ïîñîáèè ðàññìàòðèâàþòñÿ òåíçîðû òîëüêî
âòîðîãî ðàíãà, äàëåå áóäåì íàçûâàòü èõ ïðîñòî òåíçîðàìè. Èç (2.5)
âèäíî, ÷òî ïðîñòåéøèì òåíçîðîì ÿâëÿåòñÿ äèàäà, íàïðèìåð, ab.

Îáîçíà÷àþòñÿ òåíçîðû, êàê ïðàâèëî, çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóê-
âàìè (A, B è ò. ä.). Äëÿ íåêîòîðûõ òåíçîðîâ ïðèíÿòû ñïåöèàëüíûå îáî-
çíà÷åíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, â ìåõàíèêå òåíçîðû íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè
÷àñòî îáîçíà÷àþòñÿ áóêâàìè σ è ε ñîîòâåòñòâåííî (èíîãäà ñ ¾êðûøå÷-
êàìè¿ σ̂ è ε̂).

Åñëè E � ðàññìàòðèâàåìîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî è òåíçîðA îá-
ðàçîâàí âåêòîðàìè èç E, òî ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî ¾òåíçîðA îïðåäåëåí
íàä ïðîñòðàíñòâîìE¿ èëè ¾òåíçîðA îïðåäåëåí â ïðîñòðàíñòâå E¿.

Ñëîæåíèå òåíçîðîâ êîììóòàòèâíî è àññîöèàòèâíî.
Ïðè ñêàëÿðíîì óìíîæåíèè âåêòîðà íà òåíçîð, òåíçîðà íà âåêòîð

è òåíçîðà íà òåíçîð âûïîëíÿåòñÿ îáû÷íîå ïðàâèëî ðàñêðûòèÿ ñêîáîê.
Íàïðèìåð, ñ ó÷åòîì (2.1), (2.3) è (2.4) èìååì:

u · (αab + γyz) = u · αab + u · γyz

= α(u · a)b + γ(u · y)z;

(αab + γyz) · u = αab · u + γyz · u =

= α(b · u)a + γ(z · u)y ;

(αab + γyz) · βuv = αab · βuv + γyz · βuv =

= αβ(b · u)av + γβ(z · u)yv.

(2.6)
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Îïðåäåëåíèå. Íóëåâûì òåíçîðîì, îáîçíà÷àåìûì 0̂, íàçûâàåòñÿ
òåíçîð, óäîâëåòâîðÿþùèé çàâèñèìîñòè

A+ 0̂ = A äëÿ ëþáîãî òåíçîðà A. (2.7)

Òåîðåìà 2.1. Íóëåâîé òåíçîð 0̂ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí óìíîæå-

íèåì ÷èñëà íóëü íà ïðîèçâîëüíûé òåíçîð; îí ðàâåí òàêæå ëþáîé äèà-

äå, ñîäåðæàùåé íóëåâîé âåêòîð 0:

0̂ = 0(ab) = a0 = 0b ïðè ëþáûõ âåêòîðàõ a è b. (2.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òåíçîð 0(ab), ãäå a è b � êàêèå-ëè-
áî âåêòîðû (ýòîò òåíçîð ñóùåñòâóåò, òàê êàê äèàäà ìîæåò áûòü óìíî-
æåíà íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, â òîì ÷èñëå íà íóëü). Íà îñíîâàíèè ïðà-
âèëà (2.1) è ñâîéñòâ âåêòîðîâ ìîæåì çàïèñàòü:

0(ab) = (0a)b = 0b = (0x)b = 0(xb) = x(0b) = x0 = x(0y) = 0(xy),

ãäå 0 � íóëåâîé âåêòîð; x è y � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû (èñïîëüçî-
âàíî ñâîéñòâî âåêòîðîâ: 0 = 0v ïðè ëþáîì âåêòîðå v). Èç âûïèñàí-
íîé öåïî÷êè ðàâåíñòâ âûòåêàåò ñëåäóþùåå: ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà íóëü
íà ëþáóþ äèàäó åñòü îäèí è òîò æå òåíçîð è îí ñîâïàäàåò ñ äèàäîé,
ñîäåðæàùåé íóëåâîé âåêòîð. Îáîçíà÷àÿ ýòîò òåíçîð ñèìâîëîì 0̂, ïîëó-
÷àåì çàâèñèìîñòü (2.8). Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ýòîò òåíçîð ÿâëÿåòñÿ
íóëåâûì, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.7).

Ïóñòü ab � êàêàÿ-ëèáî äèàäà; α � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ñ ïîìî-
ùüþ (2.8), ïðàâèë (2.1), (2.2) è ñâîéñòâ íóëåâîãî âåêòîðà ïîëó÷àåì:

αab+ 0̂ = αab+ 0b = (αa+ 0)b = (αa)b = αab,

ñëåäîâàòåëüíî, ïðèáàâëåíèå òåíçîðà 0̂ ê òåíçîðó âèäà αab íå ìåíÿåò
åãî. Òåïåðü ïðèáàâèì òåíçîð 0̂ ê ïðîèçâîëüíîìó òåíçîðóA. Ïðåäñòàâ-
ëÿÿ òåíçîð A â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äèàä (ñì. (2.5)), ñëîæèì
òåíçîð 0̂ ñ ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì, âõîäÿùèì â ñîñòàâ A. Ïî òîëüêî ÷òî
äîêàçàííîìó, ýòî ñëàãàåìîå íå èçìåíèòñÿ, çíà÷èò, íå èçìåíèòñÿ è ñàì
òåíçîð A, òî åñòü áóäåò A+0̂ = A. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè A, ýòî äîêà-
çûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (2.7), ïîýòîìó òåíçîð 0̂, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé çàâèñèìîñòè (2.8), äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì òåíçîðîì. �

Ìíîæåñòâî òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
ñ îáû÷íûìè ïðàâèëàìè âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
íà ÷èñëî. Ïðè ýòîì ðîëü íóëåâîãî ýëåìåíòà èãðàåò íóëåâîé òåíçîð 0̂.
Òåíçîð, ïðîòèâîïîëîæíûé ê òåíçîðóA, åñòü òåíçîð −A = (−1)A. Âû-
÷èòàíèå òåíçîðîâ ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïðàâèëó A−B = A+ (−1)B.
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Îïðåäåëåíèå. Åäèíè÷íûì, ìåòðè÷åñêèì èëè ôóíäàìåíòàëü-

íûì òåíçîðîì, îáîçíà÷àåìûì I (èíîãäà E), íàçûâàåòñÿ òåíçîð, îïðå-
äåëÿåìûé çàêîíîì

A · I = I ·A = A äëÿ ëþáîãî òåíçîðà A. (2.9)

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî òåíçîð I ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí. Åäèíè÷-
íûé òåíçîð I è òîëüêî îí óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì çàâèñèìîñòÿì:

I · u = u · I = u äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u;

u · I · v = u · v äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u è v.
(2.10)

Èíîãäà åäèíè÷íûé òåíçîð îïðåäåëÿþò ñ ïîìîùüþ ïåðâîé èç çàâè-
ñèìîñòåé (2.10) âìåñòî (2.9).

Îïðåäåëåíèå. Ñâ¼ðòûâàíèåì òåíçîðà íàçûâàåòñÿ îïåðàöèÿ çà-
ìåíû âî âñåõ äèàäàõ, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ òåíçîðà, òåíçîðíîãî óìíîæå-
íèÿ âåêòîðîâ ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì.

Ðåçóëüòàòîì îïåðàöèè ñâ¼ðòûâàíèÿ òåíçîðà ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî, èìåíó-
åìîå ñëåäîì òåíçîðà. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì tr èëè sp (îò àí-
ãëèéñêîãî ñëîâà ¾trace¿ è íåìåöêîãî ¾Spur¿, îçíà÷àþùèõ ¾ñëåä¿). Íà-
ïðèìåð, ñëåä òåíçîðà A = αab+ βcd+ . . .+ γyz åñòü ÷èñëî

trA = spA = α(a · b) + β(c · d) + . . .+ γ(y · z). (2.11)

Îïðåäåëåíèå. Òðàíñïîíèðîâàíèåì òåíçîðà íàçûâàåòñÿ îïåðàöèÿ,
êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåìåíå ìåñòàìè âåêòîðîâ âî âñåõ äèàäàõ, îá-
ðàçóþùèõ òåíçîð.

Òàê, åñëè äàí òåíçîð

A = αab+ βcd+ . . .+ γyz, (2.12)

òî òðàíñïîíèðîâàííûé èëè ñîïðÿæ¼ííûé ê íåìó òåíçîðAò èìååò âèä

Aò = αba+ βdc+ . . .+ γzy; (2.13)

òðàíñïîíèðîâàííûé òåíçîð èíîãäà îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì A∗, A′ èëè At.

Òåîðåìà 2.2. Îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ òåíçîðà îáëàäàåò ñëå-

äóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(Aò)ò= A; (λA)ò= λAò; (A±B)ò= Aò±Bò; (A ·B)ò= Bò·Aò
(2.14)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òåíçîðîâ A,B è ëþáîãî ÷èñëà λ.
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Âíèìàíè å! Ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó â (2.14), òåíçîð, ÿâ-
ëÿþùèéñÿ òðàíñïîíèðîâàííûì ê ïðîèçâåäåíèþ òåíçîðîâ, ðàâåí ïðîèç-
âåäåíèþ òðàíñïîíèðîâàííûõ òåíçîðîâ, âçÿòûõ â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå òðè ðàâåíñòâà â (2.14) ïðàêòè÷åñêè î÷å-
âèäíû. Äëÿ èõ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ïðåäñòàâèòü òåíçîðû A è B â âè-
äå (2.12) è âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Äîêàæåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî. Åñëè òåíçîð A èëè B ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äèàä, òî, ðàñêðûâ ñêîáêè, ïîëó÷èì
ñóììó ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé äèàä. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ âòîðîå è òðå-
òüå ðàâåíñòâà â (2.14), çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà
(A ·B)ò= Bò ·Aò äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîèçâåäåíèå äèàä.

Ïóñòü A = ab è B = cd. Çàïèøåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ,
èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ äèàä (2.4), âòîðîå ðàâåíñòâî
â (2.14) è ñèììåòðè÷íîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ:

(A ·B)ò = (ab · cd)ò = (a(b · c)d)ò = (b · c)(ad)ò =

= (c · b)(da) = d(c · b)a = dc · ba = Bò ·Aò;

îòñþäà âûòåêàåò ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (2.14). �
Äëÿ ëþáîãî òåíçîðà A è ëþáîãî âåêòîðà u âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

A · u = u ·Aò; Aò · u = u ·A; (2.15)

ýòè ðàâåíñòâà äîêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (2.6), (2.12) è (2.13).
Òåíçîð A íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì èëè ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè

Aò = A, (2.16)

è íàçûâàåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì èëè êîñîñèììåòðè÷íûì, åñëè

Aò = −A. (2.17)

Íàïðèìåð, òåíçîð ab+ ba ñèììåòðè÷íûé, à òåíçîð ab− ba àíòè-
ñèììåòðè÷íûé.

Âñÿêèé òåíçîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷-
íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðîâ:

A =
1

2
(A+Aò) +

1

2
(A−Aò), (2.18)

ãäå òåíçîð 1
2 (A+ Aò) ñèììåòðè÷íûé, à òåíçîð 1

2 (A− Aò) àíòèñèììåò-
ðè÷íûé. Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (2.18) äîêàçûâàåòñÿ ðàñêðûòèåì
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ñêîáîê; ñèììåòðè÷íîñòü è àíòèñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðîâ äîêàçûâàåòñÿ
ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (2.14).

Ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû èãðàþò áîëüøóþ ðîëü
â ôèçèêå. Â ÷àñòíîñòè, ñèììåòðè÷íûìè ÿâëÿþòñÿ òåíçîð íàïðÿæåíèÿ σ
è òåíçîð äåôîðìàöèè ε. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ëèíåéíî óïðóãîãî òå-
ëà ýòè òåíçîðû ñâÿçàíû çàêîíîì Ãóêà, êîòîðûé äëÿ èçîòðîïíîãî òåëà
èìååò ôîðìó

σ = λ trεI + 2Gε,

ãäå λ è G � êîýôôèöèåíòû Ëàìå (ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçó-
þùèå óïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà; êîýôôèöèåíò G íàçûâàåòñÿ òàêæå
ìîäóëåì ñäâèãà); trε � ñëåä òåíçîðà ε; I � åäèíè÷íûé òåíçîð.

Îïðåäåëåíèå. Òåíçîð A íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò âåêòîð u ̸= 0 òàêîé, ÷òî A · u = 0 (ãäå 0 � íóëåâîé âåêòîð).
Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå, òî åñòü êîãäà äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ âåêòî-
ðîâ u âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî A · u ̸= 0, òåíçîð A íàçûâàåòñÿ íåâû-
ðîæäåííûì.

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ, åñëè A � íåâûðîæäåí-
íûé òåíçîð, òî èç A · u = 0 ñëåäóåò u = 0.

Ïðèìåðîì íåâûðîæäåííîãî òåíçîðà ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûé òåíçîð I.
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê, ïî îïðåäåëåíèþ åäèíè÷íîãî òåíçîðà, I ·u = u,
òî äëÿ ëþáîãî u ̸= 0 áóäåò I · u ̸= 0.

Ïðèìåðàìè âûðîæäåííûõ òåíçîðîâ ñëóæàò äèàäû. Â ñàìîì äåëå,
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äèàäû ab íà ëþáîé âåêòîð u, îðòîãîãàëüíûé
âåêòîðó b, åñòü íóëåâîé âåêòîð: ab · u = a(b · u) = a0 = 0 (òàêîé
âåêòîð u âñåãäà ñóùåñòâóåò, åñëè ïðîñòðàíñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü, íå
ìåíüøóþ äâóõ).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè A è B � íåâûðîæäåííûå òåíçîðû è α �
ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî òåíçîðû αA, Aò, A±B è A·B íåâûðîæäåííûå.

Îïðåäåëåíèå. Òåíçîð A−1 íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê òåíçîðóA, åñ-
ëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

A ·A−1 = A−1 ·A = I, (2.19)

ãäå I � åäèíè÷íûé òåíçîð. Òåíçîð A, èìåþùèé îáðàòíûé òåíçîð, íà-
çûâàåòñÿ îáðàòèìûì.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè òåíçîð A−1, îáðàòíûé ê òåíçîðó A, ñó-
ùåñòâóåò, òî îí åäèíñòâåííûé, à òàêæå, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøå-
íèÿ (2.19) äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ëþáîãî îäíîãî èç ðàâåíñòâ A·A−1= I
èëè A−1 ·A = I.
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè A � òåíçîð, òî íåëüçÿ çàìåíÿòü ñèìâîë A−1

ñèìâîëîì äåëåíèÿ 1
A èëè 1:A, ïîòîìó ÷òî îïåðàöèÿ äåëåíèÿ íà òåíçîð

íå îïðåäåëåíà; çäåñü âåðõíèé èíäåêñ ¾−1¿ � ñèìâîë îáðàòíîãî òåíçî-

ðà, à íå ïîêàçàòåëü ñòåïåíè.
Â í èì à í è å! Îáðàòíûé òåíçîð ñóùåñòâóåò íå äëÿ âñÿêîãî òåíçîðà.
Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.3. Âûðîæäåííûå òåíçîðû îáðàòíûõ òåíçîðîâ íå èìå-

þò. Âñÿêèé íåâûðîæäåííûé òåíçîð èìååò åäèíñòâåííûé îáðàòíûé

òåíçîð.

Òåîðåìà 2.4. Åñëè ñóùåñòâóþò òåíçîðû A−1 è B−1, îáðàòíûå

ê A è B, òî âûïîëíÿþòñÿ ôîðìóëû (ïðè ëþáîì íåíóëåâîì ÷èñëå α):

(A−1)−1= A; (αA)−1=
1

α
A−1; (Aò)−1= (A−1)ò; (A·B)−1= B−1·A−1.

(2.20)

Âíèìàíè å! Ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó â (2.20), òåíçîð, îá-
ðàòíûé ê ïðîèçâåäåíèþ òåíçîðîâ, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îáðàòíûõ òåí-
çîðîâ, âçÿòûõ â ïðîòèâîïîëîæíîì ïîðÿäêå.

Äëÿ òåíçîðîâ íàðÿäó ñ îïåðàöèåé ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ ââîäèòñÿ
îïåðàöèÿ äâîéíîãî ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ, îáîçíà÷àåìàÿ äâîåòî÷èåì.

Îïåðàöèÿ äâîéíîãî ñêàëÿðíîãî (áèñêàëÿðíîãî) óìíîæåíèÿ òåíçî-

ðîâ çàäàåòñÿ ïðàâèëàìè:

αax · ·βby = αβa · (x · b)y = αβ(x · b)(a · y);
(A+B) · ·C = A · ·C +B · ·C;
A · · (C +D) = A · ·C +A · ·D;

(2.21)

ðåçóëüòàòîì ýòîé îïåðàöèè (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òåíçîðîâ âòî-
ðîãî ðàíãà) ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî.

Èç (2.4), (2.11) è (2.21) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ òåíçîðîâ A è B

A · ·B = tr(A ·B) (2.22)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, âêëþ÷àþ-

ùèå â ñåáÿ îäíîâðåìåííî òåíçîðû è âåêòîðû, ìîãóò êàê îáëàäàòü

ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè, òàê è íå îáëàäàòü ýòèì ñâîéñòâîì.
Íàïðèìåð, ïðè ëþáûõ òåíçîðàõ A è B è âåêòîðàõ u è v âûïîëíÿ-

þòñÿ ðàâåíñòâà

A · (B · u) = (A ·B) · u; u · (A ·B) · v = (u ·A) · (B · v), (2.23)

ïîýòîìó âûðàæåíèÿ A ·B ·u, u ·A ·B ·v ìîãóò áûòü çàïèñàíû áåç ñêîáîê.
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Îäíàêî âûðàæåíèå A ·u ·B, çàïèñàííîå áåç ñêîáîê, íå îïðåäåëåíî,
òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

A · (u ·B) ̸= (A · u) ·B. (2.24)

Äîêàçàòåëüñòâî çàâèñèìîñòåé (2.23) è (2.24). Áëàãîäàðÿ áèëè-
íåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîèçâå-
äåíèå äèàä. Ïóñòü A = ab, B = cd è u � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Òîãäà

A · (B · u) = ab · (cd · u) = ab · c(d · u) = a(b · c)(d · u);
(A ·B) · u = (ab · cd) · u = a(b · c)d · u = a(b · c)(d · u).

Ñðàâíåíèå ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé ýòèõ öåïî÷åê ðàâåíñòâ äîêàçû-
âàåò ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî èç ðàâåíñòâ (2.23). Âòîðîå ðàâåíñòâî äî-
êàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì.

Âìåñòå ñ òåì, ìîæåì çàïèñàòü:

A · (u ·B) = ab · (u · cd) = ab · (u · c)d = a(b · d)(u · c);
(A · u) ·B = (ab · u) · cd = a(b · u) · cd = (b · u)(a · c)d.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñò-
âà (2.24), êîëëèíåàðíî âåêòîðó a, òîãäà êàê âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè
êîëëèíåàðíî âåêòîðó d, ïîýòîìó äåéñòâèòåëüíî ýòè âûðàæåíèÿ â îá-
ùåì ñëó÷àå íå ðàâíû äðóã äðóãó. �

Îòìåòèì, ÷òî íóëåâîé òåíçîð 0̂ óäîâëåòâîðÿåò çàâèñèìîñòè

u · 0̂ = 0̂ · u = 0, (2.25)

ãäå u � ëþáîé âåêòîð; 0 � íóëåâîé âåêòîð. Â ñàìîì äåëå, ïî òåîðå-
ìå 2.1 èìååì: 0̂ = 0u = u0, ïîýòîìó u · 0̂ = u · (0u) = (u · 0)u = 0u = 0
è 0̂ ·u = (u0) ·u = u(0 ·u) = u0 = 0; èç ýòèõ öåïî÷åê ðàâåíñòâ âûòåêàåò
çàâèñèìîñòü (2.25).
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3. Òåíçîð êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V � ëèíåéíîå (âåêòîðíîå) ïðîñòðàíñòâî.
Çàêîí A, êîòîðûé êàæäîìó âåêòîðó x ∈ V ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åäèí-
ñòâåííûé âåêòîð y ∈ V, íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì èëè ïðåîáðàçîâàíèåì,
äåéñòâóþùèì â ïðîñòðàíñòâå V.

Çàïèñûâàåòñÿ ýòî òàê: y = A(x).

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ âåêòîðîâ u,v ∈ V è ëþáîãî ÷èñëà α âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

A(u+ v) = A(u) +A(v);

A(αu) = αA(u).
(3.1)

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîðû A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè (A = B),
åñëè

A(u) = B(u) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u. (3.2)

Îïðåäåëåíèå. Ñóììîé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A è B íàçûâàåòñÿ
îïåðàòîð A+ B, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

(A+ B)(u) = A(u) + B(u) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u. (3.3)

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A íà ÷èñ-

ëî α íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð αA, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

(αA)(u) = αA(u) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u. (3.4)

Îïðåäåëåíèå. Êîìïîçèöèåé, èëè ñóïåðïîçèöèåé, èëè íàëîæåíè-

åì, èëè ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A è B íàçûâàåòñÿ îïåðà-
òîð A ◦ B, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

(A ◦ B)(u) = A(B(u)) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u, (3.5)

òî åñòü ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì âû-
ïîëíåíèè ñíà÷àëà ïðåîáðàçîâàíèÿ B, à çàòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ A.

Îáîçíà÷èì: I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð; îí îñòàâëÿåò âñå âåêòîðû
áåç èçìåíåíèÿ, òî åñòü

I(u) = u äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u; (3.6)

O � íóëåâîé îïåðàòîð; îí ïåðåâîäèò âñå âåêòîðû â íóëåâîé âåêòîð:

O(u) = 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u. (3.7)
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Ñóììà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà
÷èñëî, êîìïîçèöèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è îïåðàòîð, îáðàòíûé ê ëè-
íåéíîìó îïåðàòîðó, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè.

Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå, îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåìîå ïðîñòðàí-
ñòâîì îïåðàòîðîâ. Â íåì íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé
îïåðàòîð O, à îïåðàòîðîì, ïðîòèâîïîëîæíûì ê îïåðàòîðó A, ÿâëÿåòñÿ
îïåðàòîð −A = (−1)A.

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ òåíçîðîâ.
Êàæäûé òåíçîð A îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé îïåðàòîð A ñ ïîìîùüþ

çàêîíà

A : u 7−→ A · u (òî åñòü A(u) = A · u), (3.8)

ãäå u � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.
Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð A âèäà (3.8) äåéñòâèòåëüíî ëèíåéíûé. Íà

îñíîâàíèè (3.8) è ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæåì çàïèñàòü:

A(αu+ βv) = A · (αu+ βv) = αA · u+ βA · v = αA(u) + βA(v),

ãäå u,v � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû; α, β � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Îòñþäà
ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèé (3.1), çíà÷èò, îïåðàòîð A ëèíåéíûé.

Çàêîí (3.8) íå åäèíñòâåííî âîçìîæíûé. Òàê, òåíçîð A îïðåäåëÿåò ëèíåé-
íûå îïåðàòîðû òàêæå ñ ïîìîùüþ çàêîíîâ u 7−→ u ·A, u 7−→ 5A · u è äð.

Òåîðåìà 3.1. Çàêîí (3.8) óñòàíàâëèâàåò òàêîå âçàèìíî îäíî-

çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì òåíçîðîâ è ìíîæåñòâîì

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ïðè êîòîðîì:
� ñóììå òåíçîðîâ ñîîòâåòñòâóåò ñóììà îïåðàòîðîâ;
� ïðîèçâåäåíèþ òåíçîðà íà ÷èñëî ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå

îïåðàòîðà íà ýòî æå ÷èñëî;
� åäèíè÷íîìó òåíçîðó I ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííûé îïåðà-

òîð I;
� íóëåâîìó òåíçîðó 0̂ ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé îïåðàòîð O;
� ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ òåíçîðîâ ñîîòâåòñòâóåò êîìïîçèöèÿ

îïåðàòîðîâ, ïðè ýòîì ñâÿçü ìåæäó ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì òåíçî-

ðîâ è êîìïîçèöèåé îïåðàòîðîâ çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

(A ◦ B)(u) = (A ·B) · u , (3.9)

ãäå A è B � îïåðàòîðû, îïðåäåëÿåìûå òåíçîðàìè A è B ñ ïîìîùüþ

çàêîíà (3.8); ◦ � ñèìâîë êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ; u � ëþáîé âåêòîð;
� îáðàòíîìó òåíçîðó (åñëè îí ñóùåñòâóåò) ñîîòâåòñòâóåò îá-

ðàòíûé îïåðàòîð.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A, B � ïðîèçâîëüíûå òåíçîðû; A, B, C,
D, E è F � îïåðàòîðû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ çàêîíà (3.8)
òåíçîðàìè A, B, A+B, αA, I è 0̂ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåíÿÿ çàêîí (3.8),
ñâîéñòâà òåíçîðîâ (2.6), (2.10), (2.25) è ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ (3.3), (3.4),
(3.6) è (3.7), ïîëó÷àåì:

C(u) = (A+B) · u = A · u+B · u = A(u) + B(u) = (A+ B)(u);

D(u) = (αA) · u = α(A · u) = αA(u) = (αA)(u);

E(u) = I · u = u = I(u);

F(u) = 0̂ · u = 0 = O(u),

ãäå u � ëþáîé âåêòîð; α � ëþáîå ÷èñëî. Îòñþäà, ïî îïðåäåëåíèþ
ðàâåíñòâà îïåðàòîðîâ (3.2), C = A+ B, D = αA, E = I è F = O, ÷òî
äîêàçûâàåò ïåðâûå ÷åòûðå ñîîòâåòñòâèÿ.

Äîêàæåì äâà ïîñëåäíèå ñîîòâåòñòâèÿ.
Ïóñòü A è B � îïåðàòîðû, ïîðîæäàåìûå òåíçîðàìè A èB. Ïîëüçó-

ÿñü îïðåäåëåíèåì êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ (3.5), çàêîíîì (3.8) è ïåðâîé
èç ôîðìóë (2.23), ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

(A ◦ B)(u) = A(B(u)) = A(B · u) = A · (B · u) = (A ·B) · u,

ãäå u � ëþáîé âåêòîð. Îòñþäà âûòåêàåò òðåáóåìàÿ çàâèñèìîñòü (3.9).
Òåïåðü âîçüìåì òåíçîð A, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò îáðàòíûé òåí-

çîð A−1. Îáîçíà÷èì: A � îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé òåíçîðîì A ñ ïîìî-
ùüþ çàêîíà (3.8); G � îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé òåíçîðîì A−1 ñ ïîìî-
ùüþ òîãî æå çàêîíà (3.8). Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî G = A−1.

Íà îñíîâàíèè ôîðìóë (3.6), (3.9) è ñâîéñòâ îáðàòíîãî è åäèíè÷íîãî
òåíçîðîâ íàõîäèì ïðè ëþáîì âåêòîðå u:

(A ◦ G)(u) = (A ·A−1) · u = I · u = u = I(u),

îòêóäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà u, ñëåäóåò A◦G = I. Àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî G ◦ A = I. Ïî îïðåäåëåíèþ
îáðàòíîãî îïåðàòîðà, ýòè äâà ðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî G = A−1. Çíà÷èò,
îáðàòíûé îïåðàòîð äåéñòâèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò îáðàòíîìó òåíçîðó.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî óêàçàííûì â òåîðåìå òåíçîðàì è äåéñòâèÿì
íàä íèìè ñîîòâåòñòâóþò àíàëîãè÷íûå îïåðàòîðû è äåéñòâèÿ íàä íèìè.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ íóæíî
äîêàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, à èìåííî, ÷òî îïåðàòîðàì è äåéñòâèÿì
íàä íèìè ñîîòâåòñòâóþò àíàëîãè÷íûå òåíçîðû è äåéñòâèÿ íàä íèìè.
Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòü íå áóäåì, èç-çà åãî ãðîìîçäêîñòè. �
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Èç òåîðåìû 3.1 âûòåêàåò, ÷òî òåðìèíû ¾òåíçîð¿ è ¾ëèíåéíûé îïå-

ðàòîð¿ ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ êàê âçàèìîçàìåíÿåìûå, ïîýòîìó äàëåå áó-
äåì âåñòè ðå÷ü â îñíîâíîì î òåíçîðàõ.

Îïðåäåëåíèå. Òåíçîð (îïåðàòîð) A íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì,
åñëè îí íå ìåíÿåò ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ, òî åñòü óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ

(A · u) · (A · v) = u · v äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u,v. (3.10)

Òåîðåìà 3.2. Êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè òåíçîðà. Òåíçîð A
ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Aò = A−1, (3.11)

ãäå Aò� òåíçîð, òðàíñïîíèðîâàííûé ê òåíçîðóA; A−1� òåíçîð, îá-

ðàòíûé ê A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � îðòîãîíàëüíûé òåíçîð, òî åñòü âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.10). Ïðåîáðàçóåì â ýòîì óñëîâèè ëåâóþ ÷àñòü,
âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì A · u = u ·Aò è àññîöèàòèâíîñòüþ ñêà-
ëÿðíîãî óìíîæåíèÿ (ñì. (2.15) è (2.23)), à ïðàâóþ ÷àñòü îñòàâèì áåç
èçìåíåíèÿ:

(A · u) · (A · v) = (u ·Aò) · (A · v) = u · (Aò ·A) · v = u · v.

Îòñþäà, âñëåäñòâèå v = I · v, èìååì:

u · (Aò ·A) · v = u · I · v.

Ïåðåíåñåì âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, â ëåâóþ
÷àñòü è èñïîëüçóåì áèëèíåéíîñòü ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ:

u · (Aò·A) ·v−u · I ·v = u · [(Aò·A) ·v− I ·v] = u · [(Aò·A− I) ·v] = 0.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî u · [(Aò ·A − I) · v] = 0 ýêâèâàëåíòíî (3.10),
ïîòîìó ÷òî âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû â îáðàòíóþ ñòî-
ðîíó. Áëàãîäàðÿ ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà u, ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî âû-
ïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè (Aò ·A− I) · v = 0. Äàííîå
óñëîâèå, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà v, ðåàëèçóåòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Aò · A − I = 0̂, ÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó Aò · A = I.
Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (2.19) è ïîÿñíåíèÿ
ê íåé, ÷òî Aò = A−1. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âûðàæå-
íèÿ (3.10) è (3.11) ýêâèâàëåíòíû, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà âåðíà. �



18 Ãëàâà 1. ÒÅÍÇÎÐÛ: ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì îðòîãîíàëüíîãî òåíçîðà ñëóæèò åäèíè÷íûé
òåíçîð I (âûïîëíåíèå äëÿ íåãî óñëîâèÿ (3.10) ñðàçó âûòåêàåò èç ïåðâîé
çàâèñèìîñòè (2.10)).

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ âåêòîðîâ.

Â ý ë åì å í ò à ð í î é ì à ò åì à ò è ê å ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê-
òîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (1.1): a · b = ab cosφ, ãäå a, b � âåêòî-
ðû, a, b � èõ äëèíû, φ � óãîë ìåæäó íèìè. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
äëèíà âåêòîðà è óãîë ìåæäó âåêòîðàìè íàõîäÿòñÿ ïóòåì èçìåðåíèé:
äëèíà âåêòîðà ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè, à óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ñ ïîìî-
ùüþ òðàíñïîðòèðà.

Â âû ñøå é ìà ò åì à ò è ê å íå ïðèíÿòî îïèðàòüñÿ íà ðåçóëüòàòû
èçìåðåíèé, à âñå èñõîäíûå ïîíÿòèÿ çàäàþòñÿ àêñèîìàòè÷åñêè. Ñíà÷àëà
ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî (âåêòîðíîãî) ïðîñòðàíñòâà, âêëþ÷àþ-
ùåå âîñåìü àêñèîì, çàòåì ïîñðåäñòâîì åùå ÷åòûðåõ àêñèîì çàäàåòñÿ
îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ. È òîëüêî ïîñëå ýòîãî, íà
îñíîâå ïîíÿòèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ, îïðåäåëÿþòñÿ äëè-
íà âåêòîðà è óãîë ìåæäó âåêòîðàìè. Âûïèøåì ýòè îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ñêàëÿðíûì êâàäðàòîì âåêòîðà a íàçûâàåòñÿ ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ñåáÿ: a · a.

Îòìåòèì, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå a · a > 0 ïðè a ̸= 0.

Îïðåäåëåíèå. Äëèíà (ìîäóëü) âåêòîðà a, îáîçíà÷àåìàÿ a èëè |a|,
åñòü êâàäðàòíûé êîðåíü èç ñêàëÿðíîãî êâàäðàòà âåêòîðà:

a = |a| =
√
a · a . (3.12)

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð a íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì, åñëè åãî äëèíà
ðàâíà åäèíèöå: |a| = 1 (ïî (3.12), ýòî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ a · a = 1).

Îïðåäåëåíèå. Óãîë φ ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè a è b îï-
ðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

cosφ =
a · b
|a| |b|

(
cosφ ∈ [−1, 1], φ ∈ [0, π]

)
. (3.13)

Î÷åâèäíî, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå ñîãëàñîâàíî ñ ôîðìóëîé (1.1).

Îïðåäåëåíèå. Íåíóëåâûå âåêòîðû a è b íàçûâàþòñÿ ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûìè èëè îðòîãîíàëüíûìè (èíîãäà âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè
èëè âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè), åñëè èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî
íóëþ: a · b = 0.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.13) óãîë ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè (êîë-
ëèíåàðíûìè) âåêòîðàìè ðàâåí íóëþ èëè π (= 180◦), à óãîë ìåæäó ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûìè (îðòîãîíàëüíûìè) âåêòîðàìè ðàâåí π/2 (= 90◦).
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Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé
âûâîä.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïðîñòðàíñòâà, ðåàëèçóåìûõ îðòîãîíàëüíûìè
òåíçîðàìè, ñîõðàíÿþòñÿ äëèíû âåêòîðîâ è óãëû ìåæäó âåêòîðàìè, òàê
êàê, ñîãëàñíî (3.12) è (3.13), ýòè âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ñêàëÿð-
íûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ, êîòîðûå íå ìåíÿþòñÿ ïðè äåéñòâèè îðòîãî-
íàëüíûõ òåíçîðîâ. Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ëþáîé îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñ (òî åñòü áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ
åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ) ïðåîáðàçóåòñÿ ïîä äåéñòâèåì îðòîãîíàëüíûõ òåí-
çîðîâ â îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Ïðèìåðû òåíçîðîâ

1. Ò å í ç î ðû (î ï å ð à ò î ðû) ï ð î å ö è ð î â à í è ÿ

Ðàññìîòðèì åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Çàôèêñèðóåì â íåì êàêóþ-ëè-
áî ïðÿìóþ l ñ åäèíè÷íûì íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì (îðòîì) e è îáðà-
çóåì òåíçîð (äèàäó) Pl = ee. Óìíîæèì òåíçîð Pl ñêàëÿðíî íà ïðîèç-
âîëüíûé âåêòîð u:

Pl · u = (ee) · u = e(e · u) = (e · u)e, (3.14)

ãäå e ·u � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (÷èñëî); ïðèìåíåíî ïðàâè-
ëî ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ äèàäû íà âåêòîð (2.3). Îáîçíà÷èì: φ � óãîë
ìåæäó âåêòîðàìè e è u (φ ∈ [0, π], ñì. ôîðìóëó (3.13)).

Ñïðîåöèðóåì íà÷àëî è êîíåö âåêòîðà u íà ïðÿìóþ l. Âåêòîð ul, ñî-
åäèíÿþùèé ïðîåêöèþ íà÷àëà âåêòîðà u ñ ïðîåêöèåé åãî êîíöà, íàçûâà-
åòñÿ ïðîåêöèåé âåêòîðà u íà ïðÿìóþ l èëè ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà u
âäîëü l (ðèñ. 3). Íàðÿäó ñ ñèìâîëîì ul èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë Πplu.

Ðèñ. 3. Ïðîåöèðîâàíèå âåêòîðà u
íà ïðÿìóþ l: à � ñëó÷àé φ ∈

(
0, π2

)
;

á � ñëó÷àé φ ∈
(
π
2 , π

)
.

Ïîêàçàíà ñèòóàöèÿ, êîãäà âåêòîð u
è ïðÿìàÿ l ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, îä-
íàêî ïðèâîäèìàÿ äàëåå ôîðìóëà (3.16),
îñíîâàííàÿ íà ýòîì ðèñóíêå, âåðíà è â
òîì ñëó÷àå, êîãäà u è l íå ëåæàò â îäíîé
ïëîñêîñòè, òî åñòü êîãäà ïðÿìàÿ, ñîäåð-
æàùàÿ âåêòîð u, è ïðÿìàÿ l ÿâëÿþòñÿ
ñêðåùèâàþùèìèñÿ.
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Íà îñíîâàíèè (1.1) ñ ó÷åòîì åäèíè÷íîñòè âåêòîðà e (|e| = 1) èìååì:

e · u = |e||u| cosφ = |u| cosφ; (3.15)

èç ñâîéñòâ êîñèíóñà âûòåêàåò, ÷òî e ·u > 0 ïðè óãëå φ îñòðîì, e ·u < 0
ïðè óãëå φ òóïîì è e · u = 0 ïðè φ = π/2.

Ñ ïîìîùüþ ðèñ. 3 ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî

ul = |u| cosφ e. (3.16)

Èç (3.14) � (3.16) íàõîäèì:

Pl · u = (e · u)e = ul. (3.17)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè l � ïðÿìàÿ ñ íàïðàâëÿþùèì îðòîì e, òî òåíçîð
(îïåðàòîð) Pl = ee ïðåîáðàçóåò ëþáîé âåêòîð u â åãî ïðîåêöèþ ul

íà ïðÿìóþ l. Ïîýòîìó òåíçîð Pl íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì (îïåðàòîðîì)
ïðîåöèðîâàíèÿ íà ïðÿìóþ l. Òåíçîðû ïðîåöèðîâàíèÿ íàçûâàþò òàêæå
ïðîåêòîðàìè.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîåêòîð Pl � âûðîæäåííûé òåíçîð, òàê êàê îí ïðå-
îáðàçóåò ëþáîé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó e, â íóëåâîé âåêòîð
(äåéñòâèòåëüíî, ïî (3.17), åñëè e · u = 0, òî Pl · u = (e · u)e = 0e = 0).
Ïðîåêòîð Pl íå ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì òåíçîðîì, ïîòîìó ÷òî îí íå ñî-
õðàíÿåò äëèíó ïðåîáðàçóåìîãî âåêòîðà (ïðè u ∦ e; ýòî âèäíî èç (3.16)
è ðèñ. 3). Êðîìå òîãî, ïðîåêòîð Pl íå èìååò îáðàòíîãî òåíçîðà, èíà÷å ãî-
âîðÿ, îí íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì òåíçîðîì; ýòî îáúÿñíÿåòñÿ îòñóòñòâè-
åì âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè ïðîèçâîäèìîãî èì ïðåîáðàçîâàíèÿ (ðèñ. 4).

Ðèñ. 4. Èëëþñòðàöèÿ íåîáðàòèìîñòè
ïðîåêòîðà Pl = ee.

Ïðîåêòîð Pl ïåðåâîäèò âåêòîðû u, v èw
â îäèí è òîò æå âåêòîð ul, ïîýòîìó íåò îáú-
åêòèâíûõ îñíîâàíèé, ïîçâîëÿþùèõ óñòàíî-
âèòü, â êàêîé âåêòîð äîëæåí ïåðåéòè âåê-
òîð ul ïîä äåéñòâèåì îáðàòíîãî òåíçîðà; ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåò íåâîçìîæíûì ââåäå-
íèå îáðàòíîãî òåíçîðà.

Òåïåðü çàäàäèì â ïðîñòðàíñòâå îðòîãîíàëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó
êîîðäèíàò Oxyz ñ íà÷àëîì â òî÷êå O (ðèñ. 5). Ïóñòü ex, ey è ez �
íàïðàâëÿþùèå åäèíè÷íûå âåêòîðû (îðòû) êîîðäèíàòíûõ îñåé Ox, Oy
è Oz ñîîòâåòñòâåííî; îíè îáðàçóþò â ïðîñòðàíñòâå îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ {ex, ey, ez}, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

ex · ex = ey · ey = ez · ez = 1; ex · ey = ex · ez = ey · ez = 0; (3.18)
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ýòè ñîîòíîøåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî âåêòîðû ex, ey è ez åäèíè÷íûå è ïî-
ïàðíî îðòîãîíàëüíûå.

Ðèñ. 5. Îðòîãîíàëüíàÿ
äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîð-
äèíàò Oxyz.

Âåêòîð u ðàçëîæåí ïî
áàçèñó {ex, ey, ez}.

Îáîçíà÷èì: Px= exex, Py= eyey, Pz= ezez � òåíçîðû ïðîåöèðîâà-
íèÿ íà êîîðäèíàòíûå îñè Ox, Oy è Oz ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñòðîèì òåíçîð

E = exex+ eyey+ ezez = Px + Py + Pz. (3.19)

Íàéäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðà E íà ïðîèçâîëüíûé âåê-
òîð u. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.17), ïîëó÷àåì:

E · u = Px · u+ Py · u+ Pz · u = ux + uy + uz = u,

ãäå ux, uy, uz � ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà u âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé Ox,
Oy è Oz (ñì. ðèñ. 5). Îòñþäà E ·u = u. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòî-
ðà u, èç ýòîãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî òåíçîð E ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íûì
òåíçîðîì I (ñì. (2.10)). Ñ ó÷åòîì (3.19) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åäèíè÷íûé
òåíçîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû òðåõ äèàä:

I = exex+ eyey+ ezez. (3.20)

Ôîðìóëó (3.20) ìîæíî äîêàçàòü òàêæå ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.
Âîçüìåì ëþáîé âåêòîð u è ðàçëîæèì åãî ïî áàçèñó {ex, ey, ez}:

u = uxex+ uyey + uz ez, (3.21)

ãäå ux, uy, uz � êîîðäèíàòû âåêòîðà u â äàííîì áàçèñå (uxex = ux,
uyey = uy, uz ez = uz � ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà u, ñì. ðèñ. 5). Ïîäåé-
ñòâóåì íà âåêòîð u òåíçîðîì (3.20). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå çàâèñèìî-
ñòè (3.18), (3.20) è (3.21), íàõîäèì:

I ·u = (exex+eyey+ezez)·(uxex+uyey+uz ez) = uxex+uyey+uz ez = u,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òåíçîð I âèäà (3.20) äåéñòâèòåëüíî åäèíè÷íûé.
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Ââåäåì òåíçîð

Pxy = exex+ eyey = Px + Py. (3.22)

Ïîäåéñòâóåì ýòèì òåíçîðîì íà âåêòîð u:

Pxy · u = (Px + Py) · u = Px · u+ Py · u = ux + uy.

Ïîñêîëüêó ñóììà âåêòîðîâ ux+ uy åñòü ïðîåêöèÿ âåêòîðà u íà
êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oxy (ñì. ðèñ. 5), òî òåíçîð Pxy ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé òåíçîð (îïåðàòîð) ïðîåöèðîâàíèÿ íà ïëîñêîñòü Oxy.

Èç (3.20) è (3.22) ïîëó÷àåì:

Pxy = I − ezez. (3.23)

Íàçîâåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðà íà ñåáÿ êâàäðàòîì òåí-
çîðà. Âû÷èñëèì êâàäðàò òåíçîðà Pl = ee, ïðîåöèðóþùåãî âåêòîðû íà
ïðÿìóþ l ñ íàïðàâëÿþùèì îðòîì e, è êâàäðàò òåíçîðà Pxy, ïðîåöèðó-
þùåãî âåêòîðû íà ïëîñêîñòü Oxy. Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (3.23), ñâîéñòâà
åäèíè÷íîãî òåíçîðà I è åäèíè÷íîñòü âåêòîðîâ e è ez, íàõîäèì:

P 2
l = Pl · Pl = (ee) · (ee) = e(e · e)e = ee = Pl;

P 2
xy = Pxy · Pxy = (I − ezez) · (I − ezez) =

= I · I − I · ezez − ezez · I + ezez · ezez = I − ezez = Pxy,

îòêóäà P 2
l = Pl è P 2

xy = Pxy. Äàííûå ðàâåíñòâà âûðàæàþò õàðàêòåðíîå
ñâîéñòâî ïðîåêòîðîâ, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïîâòîðíîå ïðîåöèðîâàíèå íå
ìåíÿåò ðåçóëüòàò. Íàïðèìåð, èç ðàññìîòðåíèÿ ðèñ. 3 ìîæíî çàêëþ÷èòü,
÷òî åñëè ñíà÷àëà ñïðîåöèðîâàòü âåêòîð u íà ïðÿìóþ l è çàòåì ïîëó÷åí-
íûé âåêòîð ul ñïðîåöèðîâàòü íà ýòó æå ïðÿìóþ l, òî âíîâü ïîëó÷èòñÿ
âåêòîð ul.

Çàäà÷à. Ïóñòü Π � ïëîñêîñòü; L1 è L2 � äâå âçàèìíî îðòîãî-
íàëüíûå ïðÿìûå â Π ñ åäèíè÷íûìè íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè e1 è e2
(e1⊥ e2); P1 = e1e1 è P2 = e2e2 � òåíçîðû (îïåðàòîðû) ïðîåöèðîâàíèÿ
âåêòîðîâ, ëåæàùèõ â Π, íà ïðÿìûå L1 è L2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P1 è P2

îïåðàòîðû, îïðåäåëÿåìûå òåíçîðàìè P1 è P2 ñ ïîìîùüþ çàêîíà (3.8):
Pi(u) = Pi · u (ãäå i = 1, 2; u � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, ëåæàùèé â Π).
Îïåðàòîðû Pi íàçûâàþòñÿ òàê æå, êàê Pi, îïåðàòîðàìè ïðîåöèðîâàíèÿ.

Äîêàçàòü, ÷òî

P1+ P2 = I; P1 ◦ P2 = O,

ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð; O � íóëåâîé îïåðàòîð.
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2. Ò å í ç î ðû (î ï å ð à ò î ðû) ï ð å î á ð à ç î â à í è ÿ
î ð ò î í î ðìèð î â à í íûõ á à ç è ñ î â

Çàäàäèì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå äâà îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçè-
ñà {e1, e2, e3} è {e′1, e′2, e′3}. Âåêòîðû ýòèõ áàçèñîâ óäîâëåòâîðÿþò ñîîò-
íîøåíèÿì

ei · ej = δij ; e′i · e′j = δij (i, j = 1, 2, 3), (3.24)

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, îïðåäåëÿåìûé âûðàæåíèåì

δij =

{
1 ïðè i = j
0 ïðè i ̸= j

(i, j = 1, 2, 3). (3.25)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò âèä òåíçîðà (îïåðàòîðà), ïðåîá-
ðàçóþùåãî âåêòîðû ïåðâîãî áàçèñà â âåêòîðû âòîðîãî áàçèñà.

Òåîðåìà 3.3. Òåíçîð, êîòîðûé ïðåîáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ {e1, e2, e3} â îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {e′1, e′2, e′3} ñ ñîõðàíåíèåì
íóìåðàöèè âåêòîðîâ, èìååò âèä

A = e′1e1+ e′2e2 + e′3e3 (3.26)

è ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì òåíçîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäåéñòâóåì òåíçîðîì A, çàäàâàåìûì ôîðìó-
ëîé (3.26), íà áàçèñíûé âåêòîð e1. Ñ ó÷åòîì (3.24) è (3.25) ïîëó÷àåì:

A ·e1 = (e′1e1+e′2e2+e′3e3) ·e1 = e′1(e1·e1)+e′2(e2·e1)+e′3(e3·e1) = e′1,

îòêóäà A ·e1= e′1. Ïîäîáíûì îáðàçîì íàõîäèì: A ·e2 = e′2 è A ·e3 = e′3.
Òðè ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî òåíçîð A äåéñòâèòåëüíî ïðå-
îáðàçóåò áàçèñ {e1, e2, e3} â áàçèñ {e′1, e′2, e′3} ñ ñîõðàíåíèåì íóìåðàöèè
âåêòîðîâ.

Ïîêàæåì, ÷òî òåíçîð A îðòîãîíàëüíûé. Ïî äîêàçàííîìó, òåíçîð

B = e1e
′
1+ e2e

′
2 + e3e

′
3

ïðåîáðàçóåò áàçèñ {e′1, e′2, e′3} â áàçèñ {e1, e2, e3}. Ñ ïîìîùüþ (3.20) è
(3.24) � (3.26) íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî A ·B = B ·A = I. Ïî îïðå-
äåëåíèþ îáðàòíîãî òåíçîðà, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî B � òåíçîð, îáðàòíûé
ê A (òî åñòü B = A−1), ïîýòîìó A−1 = e1e

′
1+ e2e

′
2 + e3e

′
3. Ñðàâíèâàÿ

ýòî çíà÷åíèå òåíçîðà A−1 ñî çíà÷åíèåì (3.26) òåíçîðà A, ïîëó÷àåì ðà-
âåíñòâî A−1= Aò, ãäå Aò� òåíçîð, òðàíñïîíèðîâàííûé ê A. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 3.2, äàííîå ðàâåíñòâî ñëóæèò êðèòåðèåì îðòîãîíàëüíîñòè òåí-
çîðà, ñëåäîâàòåëüíî, òåíçîð A îðòîãîíàëüíûé. �
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Òåíçîð, êàê è âåêòîð, íå çàâèñèò îò èñïîëüçóåìûõ áàçèñîâ è ñèñòåì
êîîðäèíàò. Âìåñòå ñ òåì, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ó÷àñòèåì òåíçîðîâ ïëî-
äîòâîðíûì îêàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíûé ìåòîä. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî îïåðàöèè ñ òåíçîðàìè çàìåíÿþòñÿ îïåðàöèÿìè ñ ìàòðèöàìè, ñîñòî-
ÿùèìè èç êîîðäèíàò òåíçîðîâ îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííîãî áàçèñà.

1. Ðàçëîæåíèå òåíçîðà ïî áàçèñó

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ çà-
äàííûì â íåì îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì {e1, e2, e3}, êîòîðûé áóäåì
îáîçíà÷àòü {ei}. Âåêòîðû ýòîãî áàçèñà óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

ei · ej = δij (i, j = 1, 2, 3), (1.1)

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (3.25) ãëàâû 1.
Âîçüìåì ïðîñòåéøèé òåíçîð � äèàäó ab. Ðàçëîæèì â íåé âåêòîðû

a è b ïî áàçèñó {ei} è â ïîëó÷åííîì ïðîèçâåäåíèè ðàñêðîåì ñêîáêè:

ab = (a1e1+ a2e2 + a3e3)(b1e1+ b2e2 + b3e3) =

= a1b1e1e1+ a1b2e1e2 + a1b3e1e3 +

+ a2b1e2e1+ a2b2e2e2 + a2b3e2e3 +

+ a3b1e3e1+ a3b2e3e2 + a3b3e3e3 =

=
3∑

i=1

3∑
j=1

aibjeiej ,

(1.2)

ãäå ai è bj � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a è b â áàçèñå {ei} (i, j = 1, 2, 3).

24
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Èç (1.2) âèäíî, ÷òî ëþáàÿ äèàäà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äèàä eiej , ñîñòàâëåííûõ èç âåêòîðîâ áàçèñà {ei}.
Ïîñêîëüêó èíäåêñû i è j ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3, òî âñåãî èìå-
åòñÿ 32= 9 òàêèõ äèàä.

Òåïåðü âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé òåíçîðA (âòîðîãî ðàíãà). Òàê êàê îí
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äèàä, òî, ïðîèçâåäÿ ïðåîáðàçîâàíèå
êàæäîé äèàäû, àíàëîãè÷íîå ïðîèçâåäåííîìó âûøå, íàéäåì, ÷òî òåí-
çîð A ìîæåò áûòü çàïèñàí â ôîðìå

A =
3∑

i=1

3∑
j=1

aijeiej , (1.3)

ãäå aij � íåêîòîðûå ÷èñëà.
Íà îñíîâàíèè (1.3) çàêëþ÷àåì, ÷òî âñÿêèé òåíçîð ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äèàä eiej . Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî
äèàäû eiej , êàê ìîæíî äîêàçàòü, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè,
ñëåäóåò, ÷òî îíè îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ. Ýòîò áàçèñ
íàçûâàåòñÿ äèàäíûì èëè òåíçîðíûì áàçèñîì è îáîçíà÷àåòñÿ {eiej}.
Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì ðàíåå, îí ñîñòîèò èç 9 äèàä.

Âûðàæåíèå (1.3) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì òåíçîðà A ïî äèàäíîìó

(òåíçîðíîìó) áàçèñó {eiej}. Âåëè÷èíû aij èìåíóþòñÿ êîìïîíåíòàìè
èëè êîîðäèíàòàìè òåíçîðà A â áàçèñå {eiej} (èëè îòíîñèòåëüíî áàçè-
ñà {eiej}). Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

(aij) =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

, (1.4)

ñîñòîÿùàÿ èç êîìïîíåíò òåíçîðà, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó (1.3), íàçûâàåò-
ñÿ ìàòðèöåé òåíçîðà â áàçèñå {eiej} èëè ïðîñòî ìàòðèöåé òåíçîðà,
åñëè ÿñíî, î êàêîì áàçèñå èäåò ðå÷ü.

Â ëèòåðàòóðå ïî ôèçèêå è ìåõàíèêå ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîãëà-
øåíèå, ââåäåííîå À.Ýéíøòåéíîì.

Ñîãëàøåíèå î ñóììèðîâàíèè. Åñëè íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà èëè
ïðîèçâåäåíèå âåëè÷èí ñîäåðæèò äâà îäèíàêîâûõ èíäåêñà, òî ïîäðà-
çóìåâàåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó èíäåêñó ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå â ïðå-
äåëàõ îò 1 äî n, ãäå n � ðàçìåðíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Òàêîé èíäåêñ íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ñóììèðîâàíèÿ èëè
íåìûì èíäåêñîì.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîãëàøåíèÿ î ñóììèðîâàíèè ðàçëîæåíèå âåê-
òîðà a, äèàäû ab è òåíçîðà A ïî âåêòîðíîìó {ei} è äèàäíîìó {eiej}
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áàçèñàì ñòàíîâèòñÿ áîëåå êîìïàêòíûì, áëàãîäàðÿ îòñóòñòâèþ çíàêîâ
ñóììèðîâàíèÿ:

a = aiei; ab = aibjeiej ; A = aijeiej ;

ñð. ñ ôîðìóëàìè (1.2) è (1.3).

Ïðèì å ÷ à í è ÿ:
à) çàìåíà ñèìâîëà, ÿâëÿþùåãîñÿ èíäåêñîì ñóììèðîâàíèÿ, ëþáûì

äðóãèì ñèìâîëîì íå ìåíÿåò âûðàæåíèÿ; íàïðèìåð, xjej è xαeα åñòü
îäíî è òî æå âûðàæåíèå, ðàâíîå x1e1+ x2e2 + x3e3 (=

∑3
i=1 xiei);

á ) ïðè ïîäñòàíîâêå ôîðìóëû, ñîäåðæàùåé èíäåêñû, â äðóãóþ ôîð-
ìóëó ñ èíäåêñàìè íåîáõîäèìî ñëåäèòü çà òåì, ÷òîáû èíäåêñû, îòíîñÿ-
ùèåñÿ ê ðàçíûì âåëè÷èíàì, îáîçíà÷àëèñü â ýòèõ ôîðìóëàõ ðàçíûìè
ñèìâîëàìè; åñëè æå îáîçíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ñîâïàäàþò, òî íóæíî çàìå-
íèòü â îäíîé èç ôîðìóë èõ îáîçíà÷åíèå äðóãèì ñèìâîëîì; íàïðèìåð,
åñëè òðåáóåòñÿ ïîäñòàâèòü â ôîðìóëó ui=Aijvj çíà÷åíèå âåëè÷èíû vj ,
çàäàâàåìîå ôîðìóëîé vj = Bjiwi, òî ïåðåä ïîäñòàíîâêîé íóæíî çàìå-
íèòü âî âòîðîé ôîðìóëå èíäåêñ i, ïðèñóòñòâóþùèé è â ïåðâîé ôîðìó-
ëå, äðóãèì ñèìâîëîì, ê ïðèìåðó, áóêâîé k: vj = Bjkwk; ðåçóëüòàòîì
ïîäñòàíîâêè áóäåò âûðàæåíèå ui = AijBjkwk, â êîòîðîì ïðîèçâîäèòñÿ
ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñàì j è k ;

â) ôîðìóëû (1.3) è (1.4), çàäàþùèå ðàçëîæåíèå òåíçîðà ïî áàçèñó
è ìàòðèöó òåíçîðà, âåðíû äëÿ òåíçîðà, îïðåäåëåííîãî íàä ëþáûì âåê-
òîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ ëþáûì ââåäåííûì â íåì áàçèñîì, à íå òîëüêî
íàä òðåõìåðíûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áà-
çèñîì (åñëè ïðîñòðàíñòâî n-ìåðíîå, òî ñóììèðîâàíèå â ôîðìóëå (1.3)
ïðîèçâîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îò 1 äî n, à ìàòðèöà êîìïîíåíò òåíçîðà ÿâ-
ëÿåòñÿ êâàäðàòíîé ïîðÿäêà n);

ã) ïóñòüA� îïåðàòîð, ñâÿçàííûé ñ òåíçîðîì A çàêîíîì (3.8) èç ãëà-
âû 1: A(u) = A · u (u � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð); èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöà
îïåðàòîðà, êîòîðàÿ ââîäèòñÿ â òåîðèè îïåðàòîðîâ, ñîâïàäàåò ñ ìàòðè-
öåé òåíçîðà òîëüêî ïðè ðàçëîæåíèè òåíçîðà ïî äèàäíîìó áàçèñó {eie∗j},
ãäå {e∗j} � áàçèñ, âçàèìíûé ê áàçèñó {ei} (îí îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
ei·e∗j = δij); ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ çà-
äàííûì â íåì îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì, à â òàêîì ïðîñòðàíñòâå îð-
òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ÿâëÿåòñÿ âçàèìíûì ê ñàìîìó ñåáå, òî â íàøåì
ñëó÷àå ìàòðèöà îïåðàòîðà A ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé òåíçîðà A.
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Ñïîñîáû ñîñòàâëåíèÿ ìàòðèöû òåíçîðà

1-é ñ ï î ñ î á. Ýòîò ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âî âñåõ äèàäàõ,
âõîäÿùèõ â ñîñòàâ òåíçîðà, îáà âåêòîðà ðàñêëàäûâàþòñÿ ïî áàçèñó {ei},
â ïîëó÷åííîì ïðîèçâåäåíèè ðàñêðûâàþòñÿ ñêîáêè è äàëåå ñëàãàåìûå,
ñîäåðæàùèå îäèíàêîâûå äèàäû eiej , îáúåäèíÿþòñÿ. Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿ-
åòñÿ ðàçëîæåíèå òåíçîðà ïî äèàäíîìó áàçèñó {eiej}. Èç êîýôôèöèåí-
òîâ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ñîñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöà òåíçîðà.

Èìåííî òàêèì ñïîñîáîì ïîëó÷åíû ôîðìóëû (1.3) è (1.4), îïðåäåëÿ-
þùèå ðàçëîæåíèå òåíçîðà ïî áàçèñó è ìàòðèöó òåíçîðà. Îòìåòèì, ÷òî
ýòîò ñïîñîá ñîñòàâëåíèÿ ìàòðèöû òåíçîðà ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ
ëþáîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà è ëþáîãî áàçèñà.

Ïðèì å ð. Ñîñòàâèòü ìàòðèöó òåíçîðà

A = 2ab− 6cd, (1.5)

ãäå a = 3e1+4e2; b = 5e1−e2; c = −e1+e3; d = e1+e3; {ei}� áàçèñ.
Ð åø å í è å. Ïîäñòàâèì óêàçàííûå çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ a, b, c è d

â ôîðìóëó (1.5), çàòåì ðàñêðîåì ñêîáêè è îáúåäèíèì ñëàãàåìûå, ñî-
äåðæàùèå îäèíàêîâûå äèàäû:

A = 2(3e1+ 4e2)(5e1− e2)− 6(−e1+ e3)(e1+ e3) =

= 30e1e1− 6e1e2 + 40e2e1− 8e2e2 +

+ 6e1e1+ 6e1e3 − 6e3e1− 6e3e3 =

= 36e1e1− 6e1e2 + 6e1e3 +

+ 40e2e1− 8e2e2 + 0e2e3 +

− 6e3e1+ 0e3e2 − 6e3e3.

(1.6)

Îòñþäà íàõîäèì ìàòðèöó òåíçîðà A â äèàäíîì áàçèñå {eiej}:

(aij) =

 36 −6 6
40 −8 0
−6 0 −6

.
2-é ñ ï î ñ î á. Ýòîò ñïîñîá áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1.1. Òåíçîð 2-ãî ðàíãà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì

äåéñòâèåì íà áàçèñíûå âåêòîðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A è B � äâà òåíçîðà 2-ãî ðàíãà, îäèíàêîâî
äåéñòâóþùèå íà âåêòîðû áàçèñà {ei}:

A · ei = B · ei (i = 1, 2, 3). (1.7)
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Ðàçëîæèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð u ïî áàçèñó {ei} (u = uiei) è ïî-
äåéñòâóåì íà íåãî òåíçîðàìè A è B:

A · u = A · uiei = ui(A · ei);

B · u = B · uiei = ui(B · ei);

çäåñü ïðèìåíåíî ñîãëàøåíèå î ñóììèðîâàíèè ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èí-
äåêñàì. Îòñþäà è èç (1.7) íàõîäèì: A ·u = B ·u, ïîýòîìó (A−B) ·u = 0.
Âñëåäñòâèå ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà u è íåâûðîæäåííîñòè îïåðàöèè
ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò A − B = 0̂,
îòêóäà A = B. Òàê êàê A è B � òåíçîðû, îäèíàêîâî ïðåîáðàçóþùèå
áàçèñíûå âåêòîðû, òî èõ ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äåéñòâèòåëüíî òåíçîð
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì äåéñòâèåì íà áàçèñíûå âåêòîðû. �

Îòìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1 íå èñïîëüçîâàíà îðòî-
íîðìèðîâàííîñòü áàçèñà, ïîýòîìó òåîðåìà âåðíà äëÿ ëþáîãî áàçèñà. Èç
òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîðû òàê æå, êàê òåí-
çîðû, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèì äåéñòâèåì íà áàçèñíûå âåêòîðû.

Òåïåðü èçëîæèì âòîðîé ñïîñîá ñîñòàâëåíèÿ ìàòðèöû òåíçîðà.
Ïóñòü {ei} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ; A � ïðîèçâîëüíûé òåíçîð.

Ïîäåéñòâóåì òåíçîðîì A íà áàçèñíûå âåêòîðû ei, îáîçíà÷èâ îáðàçû
ýòèõ âåêòîðîâ òåìè æå ñèìâîëàìè, íî ñî øòðèõàìè:

e′1 = A · e1; e′2 = A · e2; e′3 = A · e3. (1.8)

Ïîêàæåì, ÷òî òåíçîð e′1e1+ e′2e2 + e′3e3 òîæå ïåðåâîäèò âåêòîðû ei
â âåêòîðû e′i. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëüçóÿñü îðòîíîðìèðîâàííîñòüþ áàçèñà,
òî åñòü ñîîòíîøåíèÿìè (1.1), èìååì:

(e′1e1+e′2e2+e′3e3)·ei = e′1(e1·ei)+e′2(e2·ei)+e′3(e3·ei) = e′i (i = 1, 2, 3).
(1.9)

Íà îñíîâàíèè (1.8), (1.9) è òåîðåìû 1.1 çàêëþ÷àåì, ÷òî òåíçîðû A
è e′1e1+ e′2e2 + e′3e3 òîæäåñòâåííû:

A = e′1e1+ e′2e2 + e′3e3 = e′jej . (1.10)

Ðàçëîæèì âåêòîðû e′j ïî áàçèñó {ei}:

e′j = e′j1e1 + e′j2e2 + e′j3e3 = e′jiei, (1.11)

ãäå e′j1, e
′
j2, e

′
j3 � êîîðäèíàòû âåêòîðà e′j â ýòîì áàçèñå (j = 1, 2, 3).

Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (1.11) â ôîðìóëó (1.10):

A = e′jej = e′jieiej .
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Îòñþäà, ïî àíàëîãèè ñ (1.3) è (1.4), ïîëó÷àåì ìàòðèöó òåíçîðà A:

(aij) =

e′11 e′21 e′31
e′12 e′22 e′32
e′13 e′23 e′33

. (1.12)

Èç (1.11) âèäíî, ÷òî ïåðâûé èíäåêñ ïðè âåëè÷èíå e′ji åñòü íîìåð
âåêòîðà e′j , ÿâëÿþùåãîñÿ îáðàçîì áàçèñíîãî âåêòîðà ej ïðè äåéñòâèè
òåíçîðà A, à âòîðîé èíäåêñ � íîìåð êîîðäèíàòû âåêòîðà e′j ïðè ðàç-
ëîæåíèè åãî ïî áàçèñó {ei}. Ïîýòîìó èç (1.12) ñëåäóåò, ÷òî ñòîëáöû
ìàòðèöû (aij) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòîëáöû êîîðäèíàò îáðàçîâ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ.

Èòàê, â ò î ð î é ñ ï î ñ î á ñîñòàâëåíèÿ ìàòðèöû òåíçîðà çàêëþ÷àåò-
ñÿ â òîì, ÷òî íóæíî çàïèñàòü ðÿäîì ñòîëáöû êîîðäèíàò âåêòîðîâ, ÿâëÿ-
þùèõñÿ îáðàçàìè áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðè äåéñòâèè ðàññìàòðèâàåìîãî
òåíçîðà. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ñòîëáöîâ è îáðàçóåò ìàòðèöó òåíçîðà.

Îòìåòèì, ÷òî èç ñðàâíåíèÿ âûðàæåíèé (1.4) è (1.12) âûòåêàåò, ÷òî
ýëåìåíò aij ìàòðèöû òåíçîðà A, èìåþùèé èíäåêñû ij, ðàâåí âåëè÷è-
íå e′ji, èìåþùåé èíäåêñû ji.

Ï ð èì å ÷ à í è ÿ:
� âòîðîé ñïîñîá ñîñòàâëåíèÿ ìàòðèöû òåíçîðà íå ñòîëü óíèâåðñà-

ëåí, êàê ïåðâûé, èáî îí ãîäèòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå îðòîíîðìèðîâàííîãî
áàçèñà; îãðàíè÷åííîñòü ýòîãî ñïîñîáà ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íà
ïðèìåðå åäèíè÷íîãî òåíçîðà I: âåêòîðû ëþáîãî áàçèñà èìåþò ïðè ðàç-
ëîæåíèè ïî ýòîìó æå áàçèñó ñòîëáöû êîîðäèíàò

1
0
0

,
0
1
0

,
0
0
1

, à òàê êàê

åäèíè÷íûé òåíçîð íå ìåíÿåò âåêòîðû, òî îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ
èìåþò ýòè æå ñòîëáöû êîîðäèíàò, ïîýòîìó ïðè çàïèñûâàíèè èõ ðÿäîì
îíè ñîñòàâÿò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ïðè ëþáîì áàçèñå, îäíàêî â ñëó÷àå
êîñîóãîëüíîãî áàçèñà ìàòðèöà åäèíè÷íîãî òåíçîðà I íå ÿâëÿåòñÿ åäè-
íè÷íîé, à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó Ãðàìà, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ïî-
ïàðíûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ âçàèìíîãî áàçèñà;

� åñëè òåíçîðA îðòîãîíàëüíûé, à áàçèñ {e1, e2, e3} îðòîíîðìèðîâàí-
íûé, òî ïîðîæäàåìàÿ ýòèì òåíçîðîì ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {e′1, e′2, e′3}
òîæå ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì, ïîòîìó ÷òî îðòîãîíàëü-
íûé òåíçîð ñîõðàíÿåò äëèíû âåêòîðîâ è óãëû ìåæäó âåêòîðàìè (ýòà
ñèòóàöèÿ îïèñûâàåòñÿ òåîðåìîé 3.3 èç ãëàâû 1, ñð. ôîðìóëó (3.26) èç
ýòîé òåîðåìû ñ ôîðìóëîé (1.10) èç äàííîé ãëàâû); åñëè òåíçîð A íå
îðòîãîíàëüíûé, íî ïðè ýòîì íå ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì, òî îí ïðåîá-
ðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â íåîðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, åñëè
æå òåíçîðA âûðîæäåííûé, òî ïîðîæäàåìàÿ èì ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ
{e′1, e′2, e′3} íå îáðàçóåò áàçèñà.
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Ïðèì å ð 1. Ïóñòü Oxyz � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ îð-
òîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì {e1, e2, e3}. Íàéòè òåíçîð Rz(φ), êîòîðûé
ïîâîðà÷èâàåò âåêòîðû íà óãîë φ âîêðóã êîîðäèíàòíîé îñè Oz ñ íàïðàâ-
ëÿþùèì îðòîì e3, è ìàòðèöó ýòîãî òåíçîðà â äèàäíîì áàçèñå {eiej}.

Ð åø å í è å. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1, òåíçîð îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîèì äåéñòâèåì íà áàçèñíûå âåêòîðû, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïîâîðîò
áàçèñíûõ âåêòîðîâ ei, ðåàëèçóåìûé òåíçîðîì Rz(φ) (ðèñ. 6).

Ðèñ. 6. Ïîâîðîò áàçèñíûõ âåêòîðîâ âîêðóã îñè Oz.
e′
i � âåêòîðû áàçèñà {ei} â ïîâåðíóòîì ïîëîæåíèè; óãîë ïîâî-

ðîòà φ âîçðàñòàåò â íàïðàâëåíèè, ïîêàçàííîì äóãîâîé ñòðåëêîé.

Èçîáðàçèì êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oxy (ðèñ. 7).

Ðèñ. 7. Êîîðäèíàòíàÿ
ïëîñêîñòü Oxy.

Ñ ïîìîùüþ ðèñ. 6 è 7 íàõîäèì ðàçëîæåíèå âåêòîðîâ e′1, e
′
2 è e′3 ïî

áàçèñó {e1, e2, e3}:

e′1 = cosφ e1+ sinφ e2;

e′2 = − sinφ e1+ cosφ e2;

e′3 = e3.

(1.13)

Îòìåòèì, ÷òî {e′1, e′2, e′3} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (â ýòîì íå-
òðóäíî óáåäèòüñÿ ïóòåì ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèé âèäà (1.1)
äëÿ âåêòîðîâ e′i).



1. Ðàçëîæåíèå òåíçîðà ïî áàçèñó 31

Èç (1.13) âûòåêàåò, ÷òî ñòîëáöû êîîðäèíàò âåêòîðîâ e′1, e
′
2 è e′3 åñòü

ñîîòâåòñòâåííî cosφ
sinφ
0

;
− sinφ

cosφ
0

;
0
0
1

. (1.14)

Ñîñòàâëÿÿ èç ýòèõ ñòîëáöîâ ìàòðèöó, ïîëó÷àåì èñêîìóþ ìàòðèöó
òåíçîðà ïîâîðîòà Rz(φ) â äèàäíîì áàçèñå {eiej}:cosφ − sinφ 0

sinφ cosφ 0
0 0 1

. (1.15)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñàì òåíçîð Rz(φ) èìååò âèä

Rz(φ) = cosφ e1e1 − sinφ e1e2 +

+ sinφ e2e1 + cosφ e2e2 + e3e3;
(1.16)

ðåøåíèå ïðèìåðà çàâåðøåíî.

Òåíçîð Rz(φ), ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ, ïðåîáðàçóåò áàçèñíûå âåêòî-
ðû ei â âåêòîðû e′i:

e′1 = Rz(φ) · e1; e′2 = Rz(φ) · e2; e′3 = Rz(φ) · e3. (1.17)

Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ (1.17) ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà äâóìÿ ñïî-
ñîáàìè:

à) ïîñðåäñòâîì óìíîæåíèÿ ìàòðèöû (1.15) íà ñòîëáöû êîîðäèíàò
áàçèñíûõ âåêòîðîâ

1
0
0

,
0
1
0

,
0

0
1

 è ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ñòîëáöîâ ñî

ñòîëáöàìè (1.14);
á ) ïóòåì ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (1.16) íà

áàçèñíûå âåêòîðû e1, e2 è e3 (ñ èñïîëüçîâàíèåì (1.1)) è ñðàâíåíèÿ ïî-
ëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñ ðàâåíñòâàìè (1.13).

Àíàëîãè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òåíçîð Rz(φ) äåé-
ñòâèòåëüíî ïîâîðà÷èâàåò âñå âåêòîðû âîêðóã êîîðäèíàòíîé îñè Oz íà
óãîë φ. Ïðè ýòîì ïîâåðíóòûé âåêòîð èìååò êîîðäèíàòû îòíîñèòåëüíî
áàçèñà {e′i} òàêèå æå, êàêèå èñõîäíûé âåêòîð èìååò îòíîñèòåëüíî áà-
çèñà {ei}; â ñàìîì äåëå, äåéñòâóÿ òåíçîðîì Rz(φ) íà âåêòîð u = uiei è
ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ è ðàâåíñòâàìè (1.17), íàõîäèì:

u′ = Rz(φ) · u = Rz(φ) · (uiei) = ui(Rz(φ) · ei) = uie
′
i,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî âåëè÷èíû ui ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî êîîðäèíàòàìè
âåêòîðà u â áàçèñå {ei}, íî è êîîðäèíàòàìè âåêòîðà u′ â áàçèñå {e′i}.
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Îïåðàòîð Rz(φ), ïîðîæäàåìûé òåíçîðîì Rz(φ) ñ ïîìîùüþ çàêîíà
Rz(φ)(u) = Rz(φ) ·u (ãäå u � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð), èìååò òó æå ìàò-
ðèöó (1.15), ÷òî è òåíçîð Rz(φ), è íàçûâàåòñÿ, ïîäîáíî òåíçîðó Rz(φ),
îïåðàòîðîì ïîâîðîòà âåêòîðîâ âîêðóã îñè Oz íà óãîë φ.

Ï ð èì å ð 2. Íàéòè òåíçîð Fz(η), êîòîðûé îñóùåñòâëÿåò ðàñòÿæåíèå
âåêòîðîâ âäîëü îñè Oz â η ðàç (η > 0), è åãî ìàòðèöó â áàçèñå {eiej}.

Ï î ÿ ñ í å í è å. Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ïðîåêöèè âñåõ âåêòîðîâ
íà îñü Oz óâåëè÷èâàþòñÿ â η ðàç. Òàê, âåêòîð a = e2 + e3, èìåþùèé
ñòîëáåö êîîðäèíàò

0
1
1

, ïðåîáðàçóåòñÿ â âåêòîð a′= Fz(η) · a = e2 + ηe3

ñî ñòîëáöîì êîîðäèíàò
0

1
η

 (ðèñ. 8).

Ðèñ. 8. Ðàñòÿæåíèå âåêòîðà a
âäîëü îñè Oz â η ðàç.

Ð åø å í è å. Áàçèñíûå îðòû e1, e2 è e3, èìåþùèå ñòîëáöû êîîð-
äèíàò

1
0
0

,
0
1
0

 è
0
0
1

, ïðåîáðàçóþòñÿ òåíçîðîì Fz(η) â âåêòîðû e′1, e
′
2, e

′
3

ñî ñòîëáöàìè êîîðäèíàò
1

0
0

,
0
1
0

,
0

0
η

. Îáúåäèíÿÿ ýòè ñòîëáöû â åäèíóþ

ìàòðèöó, ïîëó÷àåì ìàòðèöó òåíçîðà Fz(η) â äèàäíîì áàçèñå {eiej}:1 0 0
0 1 0
0 0 η

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1 + ε

, (1.18)

ãäå η = 1 + ε; ε � âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíîãî óäëèíåíèÿ ëþáîãî âåêòî-
ðà c = ce3, ïàðàëëåëüíîãî îñè Oz:

ε =
|Fz(η) · c| − |c|

|c|
=

|Fz(η) · ce3| − |ce3|
|ce3|

=
η|c| − |c|

|c|
= η − 1.

Èç (1.18) âûòåêàåò, ÷òî òåíçîð Fz(η) èìååò âèä

Fz(η) = e1e1 + e2e2 + ηe3e3 = e1e1 + e2e2 + (1 + ε)e3e3; (1.19)

ðåøåíèå ïðèìåðà çàêîí÷åíî.
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Ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî íàéäåííûé òåíçîð Fz(η) äåéñòâèòåëüíî ïðå-
îáðàçóåò óïîìÿíóòûé âûøå âåêòîð a = e2 + e3 â âåêòîð a′= e2 + ηe3.
Èç (1.19) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ îðòîíîðìèðîâàííîñòè áàçèñà (1.1) íàõîäèì:

Fz(η) · a = (e1e1 + e2e2 + ηe3e3) · (e2 + e3) = e2 + ηe3 = a′,

êàê è äîëæíî áûòü (ñì. ðèñ. 8).
Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü Oxyz � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå; {e1, e2, e3}� îðòîíîðìèðî-

âàííûé áàçèñ ýòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

êàæäîìó òåíçîðó åãî ìàòðèöó â äèàäíîì áàçèñå {eiej}. Òîãäà ìåæ-

äó ìíîæåñòâîì òåíçîðîâ è ìíîæåñòâîì èõ ìàòðèö óñòàíîâèòñÿ

òàêîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ïðè êîòîðîì:
� ñóììå (ðàçíîñòè) òåíçîðîâ ñîîòâåòñòâóåò ñóììà (ðàçíîñòü)

èõ ìàòðèö;
� ïðîèçâåäåíèþ òåíçîðà íà ÷èñëî ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå åãî

ìàòðèöû íà ýòî æå ÷èñëî;
� åäèíè÷íîìó òåíçîðó I ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà;
� íóëåâîìó òåíçîðó 0̂ ñîîòâåòñòâóåò íóëåâàÿ ìàòðèöà;
� ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ òåíçîðîâ ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäå-

íèå èõ ìàòðèö;
� ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ òåíçîðà íà âåêòîð ñîîòâåòñòâóåò

ïðîèçâåäåíèå åãî ìàòðèöû íà ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòîðà;
� ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðà íà òåíçîð ñîîòâåòñòâóåò

ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè êîîðäèíàò âåêòîðà íà ìàòðèöó òåíçîðà;
� îáðàòíîìó òåíçîðó (åñëè îí ñóùåñòâóåò) ñîîòâåòñòâóåò îá-

ðàòíàÿ ìàòðèöà;
� òðàíñïîíèðîâàííîìó òåíçîðó ñîîòâåòñòâóåò òðàíñïîíèðîâàí-

íàÿ ìàòðèöà;
� ñèììåòðè÷íîìó (àíòèñèììåòðè÷íîìó) òåíçîðó ñîîòâåòñòâó-

åò ñèììåòðè÷íàÿ (àíòèñèììåòðè÷íàÿ) ìàòðèöà;
� îðòîãîíàëüíîìó òåíçîðó ñîîòâåòñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿ ìàò-

ðèöà;
� ñëåä òåíçîðà ðàâåí ñëåäó åãî ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèòåëåì èëè äåòåðìèíàíòîì òåíçîðà íà-
çûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü åãî ìàòðèöû â äèàäíîì áàçèñå {eiej}, ãäå {ei}�
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà 1.2 è ââåäåííîå îïðåäåëåíèå äåòåðìèíàíòà òåíçîðà, ïîçâî-
ëÿþò çàìåíèòü äåéñòâèÿ ñ òåíçîðàìè àíàëîãè÷íûìè äåéñòâèÿìè ñ èõ
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ìàòðèöàìè. Ñ ó÷åòîì òåîðåìû 3.1 èç ãëàâû 1 (ñ. 15) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ëèíåéíûå îïåðàòîðû, òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà è èõ ìàòðèöû ìîãóò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êàê ðàâíîïðàâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå
îáúåêòû.

Âíèìà í è å! Óêàçàííîå ðàâíîïðàâèå îïåðàòîðîâ, òåíçîðîâ è ìàò-
ðèö èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ïðîñò-

ðàíñòâî åâêëèäîâî è áàçèñ â íåì îðòîíîðìèðîâàííûé. Åñëè ýòî óñëî-
âèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ìàòðèöà òåíçîðà áóäåò ñîâïàäàòü ñ ìàòðèöåé
îïåðàòîðà, êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, ëèøü ïðè ðàçëîæåíèè òåíçîðà
ïî äèàäíîìó áàçèñó {eie∗j}, ãäå {e∗j} � áàçèñ, âçàèìíûé ê áàçèñó {ei}
(îí îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé ei · e∗j = δij). Îäíàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè
áàçèñà {eie∗j} íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1.2 ìîãóò îêàçàòüñÿ
íåâåðíûìè, íàïðèìåð, ñèììåòðè÷íîìó òåíçîðó ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü
íåñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.

Çàäà÷à. Ïóñòü Oxyz � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â òðåõ-
ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå; {e1, e2, e3} � îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ ýòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò; Rx(φ) � òåíçîð ïîâîðîòà âåêòîðîâ âî-
êðóã îñè Ox íà óãîë φ; Ry(ψ) � òåíçîð ïîâîðîòà âåêòîðîâ âîêðóã
îñè Oy íà óãîë ψ; Rx(φ) è Ry(ψ) � îïåðàòîðû ïîâîðîòà, ïîðîæäàå-
ìûå òåíçîðàìè Rx(φ) è Ry(ψ) ñ ïîìîùüþ çàêîíîâ Rx(φ)(u) = Rx(φ) ·u
è Ry(ψ)(u) = Ry(ψ) · u (ãäå u � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð).

à) Ñîñòàâèòü ìàòðèöû òåíçîðîâ Rx(φ) è Ry(ψ) â áàçèñå {eiej}.
á ) Îáîçíà÷èì: Rx(90

◦) è Ry(90
◦) � îïåðàòîðû Rx(φ) è Ry(ψ) ïðè

óãëàõ ïîâîðîòà φ = 90◦ è ψ = 90◦. Íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ Rx(90
◦)

è Ry(90
◦).

â) Íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ Rx(90
◦)◦Ry(90

◦) è Ry(90
◦)◦Rx(90

◦),
ãäå ◦ � çíàê êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ; óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îïåðàòîðû
Rx(90

◦) è Ry(90
◦) íå êîììóòèðóþò.

Îòìåòèì, ÷òî íåêîììóòàòèâíîñòü îïåðàòîðîâ ïîâîðîòà îòðàæàåò
èçâåñòíûé îïûòíûé ôàêò, ñîãëàñíî êîòîðîìó ðåçóëüòàò äâóõ ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ïîâîðîòîâ òåëà âîêðóã äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îñåé çàâèñèò
îò ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ ïîâîðîòîâ.
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2. Ïðàâèëî çàìåíû âåêòîðîâ â òåíçîðå

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èíîãäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü çàìåíèòü â òåí-
çîðå âåêòîðû, âõîäÿùèå â åãî ñîñòàâ, äðóãèìè âåêòîðàìè. Òàêàÿ çàìåíà
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.

Ïðàâèëî çàìåíû âåêòîðîâ â òåíçîðå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàìå-

íèòü âåêòîðû, îáðàçóþùèå òåíçîð, äðóãèìè âåêòîðàìè, íóæíî âûðà-

çèòü çàìåíÿåìûå âåêòîðû ÷åðåç íîâûå è ïîäñòàâèòü ýòè èõ çíà÷åíèÿ

â òåíçîð.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî ïðàâèëî ôàêòè÷åñêè óæå áûëî èñïîëüçîâàíî â öå-
ïî÷êå ðàâåíñòâ (1.2), êîãäà â äèàäó ab áûëè ïîäñòàâëåíû ðàçëîæåíèÿ
âåêòîðîâ a è b ïî áàçèñó {ei}. Â ðåçóëüòàòå áûëî ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå
äèàäû ïî òåíçîðíîìó áàçèñó {eiej}: ab =

∑3
i=1

∑3
j=1 aibjeiej .

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð. Ïóñòü òðåáóåòñÿ çàìåíèòü â òåíçîðå

A = αax+ βby

âåêòîðû x è b âåêòîðàìè

u = 1
2
(x+ y) è v = −b+w.

Äëÿ ýòîãî íóæíî âûðàçèòü âåêòîðû x è b ÷åðåç u è v:

x = 2u− y; b = w − v,

è çàòåì ïîäñòàâèòü ýòè çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ x è b â òåíçîð:

A = αax+βby = αa(2u−y)+β(w−v)y = 2αau−αay+βwy−βvy,

îòêóäà
A = 2αau− αay + βwy − βvy.

Ïðàâèëüíîñòü ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà ïó-
òåì ïîäñòàíîâêè â íåãî ïðèâåäåííûõ âûøå çíà÷åíèé âåêòîðîâ u è v.
Ïðîèçâåäÿ òàêóþ ïîäñòàíîâêó, ïîëó÷àåì äëÿ òåíçîðà A èñõîäíîå çíà-
÷åíèå αax+ βby.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè çàìåíå âåêòîðîâ â òåíçîðå ñàì òåíçîð îñòàåòñÿ
íåèçìåííûì. Ìåíÿåòñÿ òîëüêî ôîðìà åãî çàïèñè. Ïðîñòåéøàÿ àíàëî-
ãèÿ: ÷èñëî 5 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê â âèäå 5 = 2 + 3, òàê è â âèäå
5 = 1 + 4. Ïðè ýòîì ñàìî ÷èñëî 5, ðàçóìååòñÿ, îñòàåòñÿ òåì æå ñàìûì.
Òàê æå è òåíçîð íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ñîñòàâëÿþùèõ åãî âåêòîðîâ
ðàâíûìè èì êîìáèíàöèÿìè äðóãèõ âåêòîðîâ.
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Òåíçîð íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà, îäíàêî åãî êîìïîíåíòû è âìå-
ñòå ñ íèìè ìàòðèöà òåíçîðà çàâèñÿò îò áàçèñà, ïî êîòîðîìó ðàñêëàäû-
âàåòñÿ òåíçîð. Ïîêàæåì, êàê ìåíÿåòñÿ ìàòðèöà òåíçîðà ïðè çàìåíå îð-
òîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {e1, e2, e3} äðóãèì îðòîíîðìèðîâàííûì áà-
çèñîì {e′1, e′2, e′3}.

Äàëåå áóäåì íàçûâàòü âåêòîðíûé è äèàäíûé áàçèñû {ei} è {eiej}
ñòàðûìè, à áàçèñû {e′i} è {e′ie′j} íîâûìè. Ìàòðèöó òåíçîðà áóäåì îáî-
çíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì, ÷òî è òåíçîð, íî ñ âîëíîé íàä ñèìâîëîì (ýòîò
çíàê íàçûâàåòñÿ òèëüäîé), íàïðèìåð, A � òåíçîð, Ã � åãî ìàòðèöà.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé òåíçîð F. Ðàçëîæèì åãî ïî ñòàðîìó {eiej}
è íîâîìó {e′ie′j} äèàäíûì áàçèñàì:

F = fijeiej = f ′kle
′
ke

′
l, (2.1)

ãäå fij è f
′
kl � êîìïîíåíòû òåíçîðà â ñòàðîì è íîâîì áàçèñàõ; èñïîëü-

çîâàíî ñîãëàøåíèå î ñóììèðîâàíèè ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì.
Ðàçëîæèì âåêòîðû e′j ïî áàçèñó {ei}:

e′j = e′j1e1 + e′j2e2 + e′j3e3 = e′jiei, (2.2)

ãäå e′j1, e
′
j2, e

′
j3 � êîîðäèíàòû âåêòîðà e′j â áàçèñå {ei} (j = 1, 2, 3).

Ïóñòü A � òåíçîð, ïðåîáðàçóþùèé ñòàðûé áàçèñ {ei} â íîâûé {e′i}:

e′1 = A · e1; e′2 = A · e2; e′3 = A · e3. (2.3)

Ðàâåíñòâà (2.3) ñîâïàäàþò ñ ðàâåíñòâàìè (1.8), ïîýòîìó, ñîãëàñíî
äîêàçàííîìó â ðàçä. 1, ìàòðèöà òåíçîðà A â áàçèñå {eiej} åñòü ìàòðè-
öà (1.12):

Ã = (aij) =

e′11 e′21 e′31
e′12 e′22 e′32
e′13 e′23 e′33

; (2.4)

ýòà ìàòðèöà îáðàçîâàíà ñòîëáöàìè êîîðäèíàò âåêòîðîâ e′j â áàçèñå {ei}
(ñì. (2.2)). Ñàì òåíçîð A èìååò âèä

A = aijeiej , ãäå aij = e′ji (i, j = 1, 2, 3). (2.5)

Ïîäñòàâèì â (2.1) çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ e′i èç (2.3), çàòåì âíåñåì â ïî-
ëó÷åííîå âûðàæåíèå çíà÷åíèå òåíçîðà A èç (2.5) (èçìåíèâ îáîçíà÷åíèÿ
íåìûõ èíäåêñîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèìå÷àíèÿìè à è á íà ñ. 26) è äàëåå
âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì îðòîíîðìèðîâàííîñòè áàçèñà (1.1) è ñâîéñòâà-
ìè ñèìâîëà Êðîíåêåðà δij :

F = fijeiej = f ′kl(A · ek)(A · el) = f ′kl(aimeiem · ek)(ajnejen · el) =

= f ′kl(aimeiδmk)(ajnejδnl) = f ′kl(aikei)(ajlej) = f ′klaikajleiej .
(2.6)



2. Ïðàâèëî çàìåíû âåêòîðîâ â òåíçîðå 37

Èç (2.6) íàõîäèì:

F = fijeiej = f ′klaikajleiej ,

îòêóäà, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ òåíçîðà ïî áàçèñó, èìååì:

fij = f ′klaikajl. (2.7)

Ïóñòü Aò� òåíçîð, òðàíñïîíèðîâàííûé ê òåíçîðóA. Ïî òåîðåìå 1.2,
åãî ìàòðèöà Ãò ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé, òðàíñïîíèðîâàííîé ê ìàòðèöå Ã
òåíçîðà A. Çíà÷èò, aòij = aji, ãäå aòij è aji � ýëåìåíòû ìàòðèö Ãò è Ã.
Ñ ó÷åòîì äàííîãî ðàâåíñòâà ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó (2.7) ê âèäó

fij = aikf
′
kla

ò
lj .

Îòñþäà ïîëó÷àåì ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî

F̃ = Ã F̃ ′Ãò, (2.8)

ãäå F̃ = (fij) è F̃ ′ = (f ′kl) � ìàòðèöû òåíçîðà F â ñòàðîì è íîâîì
áàçèñàõ; â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.8) ñòîèò ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö.

Ïîñêîëüêó òåíçîðA ïðåîáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â îðòî-
íîðìèðîâàííûé, òî, ïî òåîðåìå 3.3 èç ãëàâû 1, îí ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëü-
íûì òåíçîðîì. Êðèòåðèåì îðòîãîíàëüíîñòè òåíçîðà ñëóæèò ðàâåíñò-
âî (3.11) èç ãëàâû 1:

Aò = A−1,

ãäå A−1 � òåíçîð, îáðàòíûé ê A. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2, àíàëîãè÷íîå
ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìàòðèö:

Ãò = Ã−1. (2.9)

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.8) ñëåâà íà ìàòðèöóÃò è ñïðàâà íà
ìàòðèöó Ã, ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì (2.9):

F̃ ′ = ÃòF̃ Ã. (2.10)

Ôîðìóëû (2.8) è (2.10) ñâÿçûâàþò ìåæäó ñîáîé ìàòðèöû òåíçîðà F,
îòíîñÿùèåñÿ ê ñòàðîìó {eiej} è íîâîìó {e′ie′j} äèàäíûì áàçèñàì. Ñ ïî-
ìîùüþ ðàâåíñòâà (2.9) ìîæíî çàïèñàòü ýòè ôîðìóëû â âèäå

F̃ = Ã F̃ ′Ã−1; F̃ ′ = Ã−1F̃ Ã. (2.11)

Íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî (2.5) è (2.9), ýëåìåíòû ìàòðèö Ã, Ã−1 è Ãò

óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì

aij = e′ji; aòij = a−1
ij = e′ij , (2.12)

ãäå e′ji � êîîðäèíàòû âåêòîðà e′j â áàçèñå {ei} (ñì. (2.2)); i, j = 1, 2, 3.
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Ïðèì å ð. Ïóñòü Oxyz � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ îð-
òîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì {e1, e2, e3}; l � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò O è èìåþùàÿ íàïðàâëÿþùèé âåêòîð e3 − e2. Íàéòè
òåíçîð Rl(φ), ïîâîðà÷èâàþùèé âåêòîðû íà óãîë φ âîêðóã ïðÿìîé l,
è ìàòðèöó ýòîãî òåíçîðà â äèàäíîì áàçèñå {eiej} (ðèñ. 9).

Ðèñ. 9. Ïîâîðîò âåêòîðîâ
âîêðóã ïðÿìîé l.

Øòðèõîâàÿ äóãà � òðàåêòî-
ðèÿ äâèæåíèÿ êîíöà âåêòîðà e1;
ïëîñêîñòü, â êîòîðîé ëåæèò äó-
ãà, ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé l;
ñòðåëêà íà äóãå ïîêàçûâàåò íà-
ïðàâëåíèå ïîâîðîòà.

Ðåøåíè å. Ìîæíî ïîñòóïèòü òàê, êàê áûëî ñäåëàíî ïðè ðåøåíèè
ïðèìåðà 1 íà ñ. 30. À èìåííî íàéòè âåêòîðû, â êîòîðûå ïðè ïîâîðîòå
ïåðåõîäÿò áàçèñíûå îðòû, è ñîñòàâèòü ìàòðèöó èç ñòîëáöîâ êîîðäèíàò
ýòèõ âåêòîðîâ. Îíà è áóäåò èñêîìîé ìàòðèöåé òåíçîðà Rl(φ). Îäíàêî
îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû ïîâåðíóòûõ âåêòîðîâ íåïðîñòî, ïîòîìó ÷òî ïî-
âîðîò ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ íàêëîíåíà ïî îòíîøåíèþ ê êî-
îðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì. Ïîýòîìó ïîñòóïèì ïî-äðóãîìó.

Ââåäåì âåêòîðû

e′1 = e1; e′2 = (e2 + e3)/
√
2; e′3 = (e3 − e2)/

√
2; (2.13)

ýòè âåêòîðû, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ îðòîíîðìè-
ðîâàííîñòè (1.1), çíà÷èò, {e′1, e′2, e′3} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Ïîñêîëüêó l ∥ (e3 − e2) è e′3 ∥ (e3 − e2), òî âåêòîð e′3 ÿâëÿåòñÿ íà-
ïðàâëÿþùèì îðòîì îñè ïîâîðîòà l. À òàê êàê e′1 ⊥ e′3 è e′2 ⊥ e′3, òî
ïîâîðîò ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé âåêòîðû e′1 è e′2, è íà-
ïðàâëåí îò e′1 ê e′2 (ñì. ðèñ. 9). Òàêîé ïîâîðîò àíàëîãè÷åí ðàññìîòðåí-
íîìó ðàíåå ïîâîðîòó âåêòîðîâ âîêðóã ïðÿìîé Oz ñ îðòîì e3, êîòîðûé
ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè ñ âåêòîðàìè e1 è e2 è íàïðàâëåí îò e1 ê e2
(ñì. ïðèìåð 1 íà ñ. 30). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òåíçîð Rl(φ) èìååò â áà-
çèñå {e′ie′j} âèä òàêîé æå, êàêîé òåíçîð Rz(φ) èìååò â áàçèñå {eiej}.
Çàìåíÿÿ â ôîðìóëå (1.16), çàäàþùåé ðàçëîæåíèå òåíçîðà Rz(φ) ïî áà-
çèñó {eiej}, íåøòðèõîâàííûå âåêòîðû øòðèõîâàííûìè, ïîëó÷àåì ðàç-
ëîæåíèå òåíçîðà Rl(φ) ïî áàçèñó {e′ie′j}:

Rl(φ) = cosφ e′1e
′
1 − sinφ e′1e

′
2 +

+ sinφ e′2e
′
1 + cosφ e′2e

′
2 + e′3e

′
3.

(2.14)
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Îáîçíà÷èì ìàòðèöó òåíçîðà Rl(φ) â áàçèñå {e′ie′j} ÷åðåç R̃l(φ)′. Èç
ðàçëîæåíèÿ (2.14) âûòåêàåò:

R̃l(φ)′ =

cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0
0 0 1

; (2.15)

ýòà ìàòðèöà ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé (1.15), ÿâëÿþùåéñÿ ìàòðèöåé òåíçî-
ðà Rz(φ) â áàçèñå {eiej}.

Òåïåðü íàéäåì ðàçëîæåíèå òåíçîðà Rl(φ) ïî áàçèñó {eiej} è åãî ìà-
òðèöó â ýòîì áàçèñå. Ñäåëàåì ýòî äâóìÿ ñïîñîáàìè.

1-é ñ ï î ñ î á. Ïîäñòàâèì â (2.14) çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ e′i èç (2.13):

Rl(φ) = cosφ e1e1 − 1√
2
sinφ e1(e2 + e3)+

+ 1√
2
sinφ (e2 + e3)e1 +

1
2 cosφ (e2 + e3)(e2 + e3)+

+ 1
2 (e3 − e2)(e3 − e2).

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è îáúåäèíÿÿ ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå îäèíàêîâûå
äèàäû, íàõîäèì:

Rl(φ) = cosφ e1e1 − 1√
2
sinφ e1e2 − 1√

2
sinφ e1e3 +

+ 1√
2
sinφ e2e1 +

1
2 (1 + cosφ)e2e2 − 1

2 (1− cosφ)e2e3 +

+ 1√
2
sinφ e3e1 − 1

2 (1− cosφ)e3e2 +
1
2 (1 + cosφ)e3e3.

(2.16)

Ôîðìóëà (2.16) çàäàåò ðàçëîæåíèå òåíçîðà Rl(φ) ïî áàçèñó {eiej}.
Íà îñíîâàíèè ýòîé ôîðìóëû çàêëþ÷àåì, ÷òî ìàòðèöà òåíçîðà Rl(φ)
â áàçèñå {eiej} åñòü

R̃l(φ) =

 cosφ − 1√
2
sinφ − 1√

2
sinφ

1√
2
sinφ 1

2 (1 + cosφ) −1
2 (1− cosφ)

1√
2
sinφ − 1

2 (1− cosφ) 1
2 (1 + cosφ)

. (2.17)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè φ = 0 òåíçîð Rl(φ) è åãî ìàòðèöà R̃l(φ) ÿâëÿþòñÿ
åäèíè÷íûì òåíçîðîì è åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, êàê è äîëæíî áûòü.

2-é ñ ï î ñ î á. Ïóñòü A � òåíçîð, ïðåîáðàçóþùèé áàçèñ {ei} â áà-
çèñ {e′i}; Ã � åãî ìàòðèöà â áàçèñå {ei}. Òàê êàê ìàòðèöà Ã ñîñòîèò èç
ñòîëáöîâ êîîðäèíàò âåêòîðîâ e′i â áàçèñå {ei}, òî èç (2.13) ïîëó÷àåì:

Ã =

1 0 0

0 1/
√
2 −1/

√
2

0 1/
√
2 1/

√
2

. (2.18)
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Ìàòðèöà Ãò, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê ìàòðèöå Ã, ðàâíà:

Ãò =

1 0 0

0 1/
√
2 1/

√
2

0 −1/
√
2 1/

√
2

. (2.19)

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (2.8), (2.15), (2.18) è (2.19) íàõîäèì:

R̃l(φ) = Ã R̃l(φ)′Ãò =

=

1 0 0

0 1/
√
2 −1/

√
2

0 1/
√
2 1/

√
2

cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0
0 0 1

1 0 0

0 1/
√
2 1/

√
2

0 −1/
√
2 1/

√
2

.
Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû, âíîâü ïîëó÷àåì äëÿ ìàòðèöû R̃l(φ) çíà÷å-

íèå (2.17). Çíà÷èò, òåíçîð Rl(φ) èìååò âèä (2.16). Ïðèìåð ðåøåí.

Çàäà÷à. Â óñëîâèÿõ ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðèìåðà ââåäåì ïðÿ-
ìóþ l1 ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì e2 + e3, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò O (ñì. ðèñ. 9). Íàéòè òåíçîð Rl1(ψ), êîòîðûé ïîâîðà÷èâàåò
âåêòîðû íà óãîë ψ âîêðóã ïðÿìîé l1, è ìàòðèöó ýòîãî òåíçîðà â äèàä-
íîì áàçèñå {eiej} (ïîâîðîò îñóùåñòâëÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè îò e′3 ê e′1).

Àêòèâíîå è ïàññèâíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñà

Â ðàçäåëàõ 1 è 2 íàñòîÿùåé ãëàâû èñïîëüçîâàíû îäèíàêîâûå ôîð-
ìóëû (1.8) è (2.3), çàäàþùèå ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

e′1 = A · e1; e′2 = A · e2; e′3 = A · e3. (2.20)

Îäíàêî ýòè ôîðìóëû èìåþò â ðàçäåëàõ 1 è 2 ðàçíûé ñìûñë.
Â ðàçä. 1 ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òåíçîðA ïðåîáðàçóåò âñå âåêòîðû, ïîýòîìó

âñå îíè ìåíÿþò ñâîè êîîðäèíàòû îòíîñèòåëüíî èñõîäíîãî áàçèñà {ei}.
(Â ýòîì óòâåðæäåíèè íåÿâíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò êàê áû
äâà ýêçåìïëÿðà áàçèñà {ei}, âåêòîðû îäíîãî ïðåîáðàçóþòñÿ â e′i, à âåê-
òîðû äðóãîãî íå èçìåíÿþòñÿ è ñëóæàò äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ïðå-
îáðàçîâàííûõ âåêòîðîâ è êîìïîíåíò òåíçîðà A.) Ïîñêîëüêó ïðåîáðà-
çóþòñÿ âñå âåêòîðû, òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ àêòèâíûì.
Åñëè â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðû e′i îáðàçóþò áàçèñ, òî ãîâîðèòñÿ, ÷òî ôîð-
ìóëû (2.20) çàäàþò àêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà.

Èíàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â ðàçä. 2. Çäåñü âñå òåíçîðû è âåêòîðû
îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, è èùåòñÿ ôîðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò
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òåíçîðà ïðè çàìåíå îäíîãî áàçèñà äðóãèì áàçèñîì. Â ýòîì ñëó÷àå òåí-
çîðA âñåãî ëèøü ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé áàçèñíûå âåêòîðû èñõîäíîãî è
íîâîãî áàçèñîâ. Òàê êàê ñàìè âåêòîðû îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, òî òàêîå
ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ ïàññèâíûì. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî ôîðìóëû (2.20) çàäàþò ïàññèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà.

Èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåé ãëàâå òåðìèíû ¾ïîâîðîò âåêòîðà¿ è
¾ïðåîáðàçîâàíèå îäíîãî âåêòîðà â äðóãîé¿ îòðàæàþò ìåõàíè÷åñêóþ
òðàêòîâêó èññëåäóåìîé ñèòóàöèè. Ìàòåìàòèêà äàåò äðóãóþ òðàêòîâêó.
À èìåííî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òåíçîð â ðîëè îïåðàòîðà, êàê âñÿêîå îòîáðà-
æåíèå, ïðîñòî ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îäíè âåêòîðû äðóãèì âåêòîðàì.
È íèêàêèõ ïîâîðîòîâ âåêòîðîâ, ïðåîáðàçîâàíèé îäíèõ âåêòîðîâ â äðó-
ãèå èëè âòîðûõ ýêçåìïëÿðîâ âåêòîðîâ íå ñóùåñòâóåò.

Îòìåòèì, ÷òî â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå çà÷àñòóþ ïðèìåíÿåòñÿ èí-
äåêñíàÿ ôîðìà çàïèñè òåíçîðîâ, íàïðèìåð, ¾äèàäà aibj¿ è ¾òåíçîðfij¿
âìåñòî ñòðîãîãî íàïèñàíèÿ ¾äèàäà aibjeiej¿ è ¾òåíçîð fijeiej¿ (èñ-
ïîëüçîâàíî ñîãëàøåíèå î ñóììèðîâàíèè ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì).
Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî òàêàÿ ôîðìà çàïèñè òåíçîðîâ ìîæåò ïðèâîäèòü
ê íåòî÷íîñòÿì, îñîáåííî â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðîñòðàíñòâî ïñåâäîåâêëè-
äîâî èëè áàçèñ íå îðòîíîðìèðîâàííûé.



ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Òåíçîðû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ìåõàíèêå è ôèçèêå. Ìíîãèå õàðàê-
òåðèñòèêè ìàòåðèàëüíûõ îáúåêòîâ îïèñûâàþòñÿ ïîñðåäñòâîì òåíçîðîâ.
Ê íèì îòíîñÿòñÿ äåôîðìàöèÿ è íàïðÿæåíèå â òâåðäûõ òåëàõ, ýëåêòðî-
ìàãíèòíîå ïîëå, äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü àíèçîòðîïíûõ êðè-
ñòàëëîâ, êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è äðóãèå.

Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ òåíçîðîâ â ôîðìóëèðîâêàõ ôèçè÷åñêèõ
çàêîíîâ îáóñëîâëåíà â çíà÷èòåëüíîé ìåðå íåçàâèñèìîñòüþ òåíçîðîâ îò
ñèñòåì êîîðäèíàò. Äåëî â òîì, ÷òî â ïðèðîäå íå ñóùåñòâóþò îáúåêòèâíî
âûäåëåííûå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îíè âñåãäà çàäàþòñÿ èññëåäîâàòåëåì.
Îäíàêî çàêîíû ïðèðîäû íå ìîãóò çàâèñåòü îò ñóáúåêòèâíîãî âûáîðà
èññëåäîâàòåëåì òîé èëè èíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïîýòîìó ôèçè÷åñêèå
çàêîíû äîëæíû ôîðìóëèðîâàòüñÿ ïîñðåäñòâîì âåëè÷èí, íå çàâèñÿùèõ
îò ñèñòåì êîîðäèíàò. Ê òàêèì âåëè÷èíàì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ñêà-
ëÿðû, âåêòîðû è òåíçîðû.

Îäíî èç ïðèìåíåíèé òåíçîðîâ ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè èõ â ðîëè
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò
òåîðèè òåíçîðîâ îáëàäàåò ñóùåñòâåííî á�îëüøèìè âîçìîæíîñòÿìè, ÷åì
àïïàðàò òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â òåî-
ðèè òåíçîðîâ èìåþòñÿ îïåðàöèè, êîòîðûå îòñóòñòâóþò â òåîðèè îïåðà-
òîðîâ, â ÷àñòíîñòè, òåíçîðíîå è áèñêàëÿðíîå óìíîæåíèÿ è äð.

Ïðîöåäóðà ðàçëîæåíèÿ òåíçîðà ïî áàçèñó ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
â òåîðèè òåíçîðîâ àïïàðàò òåîðèè ìàòðèö, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ óïðîùàåò
ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè. Îäíàêî ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî çàìåíà òåíçî-
ðîâ ìàòðèöàìè äîïóñòèìà òîëüêî ïðè ðàçëîæåíèè òåíçîðîâ ïî âïîëíå
îïðåäåëåííîìó òåíçîðíîìó áàçèñó.

Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè ðàññìîòðåíû òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà â åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðè ýòîì ìàòðèöà òåíçîðà ñòðîèòñÿ òîëüêî äëÿ
òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ çàäàííûì â íåì îðòîíîðìèðîâàííûì áàçè-
ñîì. Òåîðèÿ òåíçîðîâ äëÿ åâêëèäîâûõ è ïñåâäîåâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ
ëþáîé ðàçìåðíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîèçâîëüíûõ áàçèñîâ èçëîæåíà
â êíèãå [16]. Â ýòîé æå êíèãå ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé,
îïóùåííûå â íàñòîÿùåì ïîñîáèè.
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Òåîðèÿ òåíçîðîâ èçëàãàåòñÿ â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ó÷åáíèêîâ è ïî-
ñîáèé. Íèæå ïåðå÷èñëåíû ïóáëèêàöèè, ê êîòîðûì îáðàùàëèñü àâòîðû
ïðè íàïèñàíèè íàñòîÿùåé êíèãè. Âñå îíè ìîãóò áûòü ðåêîìåíäîâàíû
â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ëèòåðàòóðû.
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