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Рассматривается многошаговая неантагонистическая игра. Она имеет конечное чис-
ло шагов, на первом шаге формируется сеть путем одновременного выбора векторов
связи, а на последующих происходят одновременные неантагонистические игры, вы-
игрыши в которых зависят от управлений, выбранных на предыдущем шаге, а также
от поведения на текущем шаге. Игроки на всех шагах, кроме первого, имеют возмож-
ность видоизменять сеть, удалив какую-либо из своих связей. Для модели построена
характеристическая функция новым способом, основанным на вычислении оптималь-
ных управлений. Для случая одношаговой подыгры доказана супермодулярность ха-
рактеристической функции. В качестве решения рассмотрены вектор Шепли, приведе-
но упрощение формулы вычисления компонент вектора Шепли для данной характе-
ристической функции. Также в качестве решения рассмотрено подмножество С-ядра
(ПРД-ядро). Для него доказана сильная динамическая устойчивость. Работа проиллю-
стрирована примером.
Ключевые слова: многошаговые игры, супермодулярность, вектор Шепли, характери-
стическая функция, сильная динамическая устойчивость, ПРД-ядро.

Введение. Теория кооперативных сетевых игр — важная часть современной тео-
рии игр, которая будет использоваться для построения решений в играх на сетях со
многими участниками. Эта теория включает в себя кооперативную траекторию, стра-
тегии, ее порождающие, выигрыш вдоль кооперативной траектории, а также распре-
деление выигрыша между игроками и анализ динамической устойчивости решений.
Сеть иллюстрирует наличие взаимодействия между игроками и возможность коопе-
рации. Особую роль играет задача нахождения оптимального поведения игроков,
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т. е. такого поведения, при котором суммарный выигрыш будет максимальным. Под-
ходам для нахождения оптимального поведения в многошаговых играх посвящена
работа [1]. Условия сильной динамической устойчивости в двухшаговой игре с попар-
ным взаимодействием были найдены в [2]. Динамические свойства кооперативных
решений в игре n-лиц были изучены в [3].

В данной статье построена характеристическая функция в многошаговой неан-
тагонистической игре особого вида, а также для подыгры, состоящей из одного шага
с фиксированной сетью, доказано свойство супермодулярности характеристической
функции, что гарантирует непустоту С-ядра и принадлежность С-ядру вектора Шеп-
ли. Вопрос о супермодулярности характеристической функции в игре с попарным
взаимодействием рассматривался в работе [4].

В работе [5] было впервые упомянуто сильно-динамически устойчивое подноже-
ство С-ядра. В ней было построено новое кооперативное решение на основе геомет-
рического подхода и доказано, что это решение — подмножество С-ядра, обладающее
свойством сильной динамической устойчивости. Позднее данное решение было назва-
но ПРД-ядром и показано, что оно может быть построено с использованием системы
линейных ограничений для процедуры распределения дележа. Такие условия опреде-
лены для каждого момента времени дифференциальной игры. Из непустоты множе-
ства, описанного этими ограничениями, т. e. непустоты соответствующего множества
ПРД в каждый момент времени, вытекает, что ПРД-ядро также не пусто. В статье [6]
подход, предложенный в [7], был применен к изучению непустоты ПРД-ядра для каж-
дого момента времени. Полученные результаты можно использовать для построения
ПРД-ядра и проверки его непустоты для численных примеров.

Следуя подходу, представленному в [5], в настоящей статье построено ПРД-ядро
и показана его сильная динамическая устойчивость.

Модель игры.Пусть задано абстрактное пространствоZ, называемое простран-
ством состояний. На первом шаге, в начальном состоянии z0 ∈ Z, игроки формируют
сеть g(z0), вершинами которой являются игроки, а ребрами — связи между игрока-
ми. В каждом последующем состоянии zk ∈ Z игроки могут изменить сеть удалением
каких-либо связей, после чего происходит неантагонистическая игра n-лиц Γ(zk) на
сети g(zk).

Определим правило формирования сети g(z0) на первом шаге подобно тому, как
было сделано в работе [8]: в начальном состоянии z0 каждый игрок i ∈ N выбирает
свое поведение bi(z0) = (bi1(z0), . . . , bin(z0)) — n-мерный вектор предложений связи
другим игрокам, компоненты которого могут принимать значения 0 или 1. Введем
следующие обозначения:Mi ⊆ N \ i — те игроки, которым игрок i ∈ N может предло-
жить связь, значение ai ∈ {0, . . . , n− 1} равно максимальному числу связей игрока i.
ЕслиMi = N\{i}, игрок i может предложить связь всем игрокам, а если ai = n−1, иг-
рок i может поддерживать любое число возможных связей. Таким образом, каждый
игрок ограничен числом связей ai, которые он может предложить, и множествомMi

игроков, доступных для создания связи. Таким образом, на первом шаге управлением
yi(z0) является вектор предложений связи bi(z0).

Игрок i выбирает подмножество игроков Qi ⊂ Mi, с которыми собирается обра-
зовать связь. Тогда компоненты вектора bi(z0) определяются следующим образом:

bij(z0) =
{

1, если j ∈ Qi,
0, еслиj /∈ Qi или i = j,
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при условии ∑
j∈N

bij(z0) � ai. (1)

Условие (1) означает, что число возможных связей ограничено для каждого игрока.
Заметим, что |Qi| � ai. Очевидно, что связь также может быть реализована лишь
с игроком из подмножества Qi.

Будем говорить, что связь ij установлена тогда и только тогда, когда bij(z0) =
bji(z0) = 1, т. е. i ∈ Qj , j ∈ Qi. Сформированные связи ij образуют ребра сети g(z0),
вершинами которой являются игроки, т. е. если bij = bji = 1, то в сети g появляется
ребро с концевыми вершинами i и j.

Будем обозначать через Ni(g(z0)) соседей игрока i в сети g(z0), т. е. Ni(g(z0)) =
{j ∈ N \ {i} : ij ∈ g(z0)}.

После формирования сети g(z0) игроки переходят в состояние z1(g(z0)), которое
определяется сетью g(z0). В состоянии z1(g(z0)) игрокам предоставляется возмож-
ность удалять некоторые из ранее установленных связей, перестраивая таким обра-
зом сеть g(z0) в g(z1) и формируя новые множества соседей Ni(g(z1)). На сети g(z1)
игроки играют в игру Γ(z1), которая представляет собой одновременную неантагони-
стическую игру между соседями по сети.

Итак, на втором шаге в состоянии z1 игрок i, i = 1, n, выбирает управление
yi(z1) = (bi(z1), xi(z1)) из множества Yi, которое в отличие от первого шага содержит
дополнительную компоненту xi(z1) поведения в игре Γ(z1). Здесь bi(z1) — это вектор
с компонентами 0 или 1, полученный по следующему правилу:

bij(z1) =
{

1, сохранить связь ij,
0, удалить связь ij,

т. е. игрок на втором шаге имеет возможность удалять существующие связи, однако
не обладает возможностью создавать новые. Компонента xi(z1) управления yi(z1) =
(bi(z1), xi(z1)) представляет собой поведение игрока i в игре Γ(z1) и выбирается из
множества Xi(z1), определенного в состоянии z1.

Пусть y(z1) = (y1(z1), . . . , yn(z1)) — ситуация в игре Γ(z1). Выигрыш игрока i
в игре Γ(z1) расписывается таким образом:

Hi(z1) =
∑

j∈Ni(g(z1))

hi(yi(z1), yj(z1)),

где g(z1) — сеть, возникшая в результате ситуации y(z1), которая предусматривает
возможность удаления некоторых ребер из сети g(z0), а функции hi(xi(z1), xj(z1)) � 0
заданы для всех i ∈ N и всех пар ij, т. е. всех ребер сети g(z1) и всех возможных
состояний z ∈ Z.

Пусть в состоянии zk−1 ∈ Z в игре Γ(zk−1) игроками i ∈ N были выбраны управ-
ления (y1(zk−1), . . . , yn(zk−1)). В результате выбора этих управлений осуществляется
переход в состояние zk, где происходит игра Γ(zk), с выигрышами hi(xj(zk), xi(zk)),
зависящими от управлений, выбранных в состоянии zk−1. То есть состояние на сле-
дующем шаге игры зависит от состояния на текущем шаге и от управлений, выбран-
ных на данном шаге. Можно получить отображение T : Z× Y1 × Y2 × . . .× Yn → Z по
формуле

zk = T (zk−1; y1(zk−1), y2(zk−1), . . . , yn(zk−1)), k = 1, �. (2)
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Таким образом, отображение T однозначным образом определяет состояние zk,
которое следует за состоянием zk−1, при условии, что были выбраны управления
y1(zk−1), y2(zk−1), . . . , yn(zk−1).

Рассмотрим многошаговую игру G(z), которая происходит следующим образом.
Игра G(z0) начинаeтся в состоянии z0. В состоянии z0 формируется сеть g(z0), после
чего игроки попадают в состояние z1. В состоянии zk−1, k = 1, �− 1, игроки выби-
рают управления y1(zk−1), y2(zk−1), . . . , yn(zk−1), играют в игру Γ(zk−1) и переходят
в состояние zk = T (zk−1; y1(zk−1), y2(zk−1), . . . , yn(zk−1)). Игра заканчивается на шаге
�+1 в состоянии z�. Таким образом, в результате выбора управлений на каждом шаге
игры реализуется путь z0, z1, . . . , zk, . . . , z�.

Состояние zk называется допустимым, если существуют последовательность
управлений и порожденная ею последовательность состояний z0, z1, . . . zk, k � �, опре-
деляемая по формуле (2), такая, что zk = z.

Естественным образом вводится понятие стратегии в полученной многошаговой
игре: yi(·), i ∈ N , — как правило, которое каждому допустимому состоянию z игры
ставит в соответствие компоненты bi(z), xi(z) управления в этом состоянии, т. е. выбор
связей, подлежащих удалению, и выбор поведения xi(z) в игре Γ(z). Из приведенно-
го выше описания следует, что любая ситуация y(·) = {y1(·), . . . , yn(·)} однозначно
определяет путь в игре, а следовательно, и выигрыш каждого игрока как сумму его
выигрышей в играх, реализованных вдоль пути:

Hi(y(·)) =
�∑

k=1

∑
j∈Ni(g(z))

hi(yi(zk), yj(zk)).

Заметим, что множество всевозможных путей в многошаговой игре G(z) конечно,
и, таким образом, конечно и множество всех допустимых состояний в игре. Обозначим
это множество через Z ⊂ Z.

Предположим, что игроки выбирают управления ȳi(z), i ∈ N , которые максими-
зируют их суммарный выигрыш в игре G(z), т. e.

�∑
k=1

∑
i∈N

Hi(ȳ1(zk), . . . , ȳn(zk)) = max
y

�∑
k=1

∑
i∈N

Hi(y1(zk), . . . , yn(zk)). (3)

Ситуацию ȳ = (ȳ1, . . . , ȳn) будем называть кооперативным поведением в игре
G(z), а соответствующую управлениям ȳi(z), i ∈ N , траекторию (z̄0, z̄1, . . . , z̄�) —
кооперативной траекторией (z0 = z̄0).

Рассмотрим одношаговую игру Γ(z) в произвольном состоянии z ∈ Z в коопе-
ративной форме и определим ее характеристическую функцию v(S; z), S ⊂ N , для
каждого подмножества (коалиции) S ⊂ N по следующему правилу:

v(∅; z) = 0,

v({i}; z) = 0,

v({ij}; z) =
{
hi(x̄i(z); x̄j(z)) + hj(x̄j(z); x̄i(z)), если j ∈ Ni(g(z)),

0, в противном случае, (4)

v(S; z) =
∑
i∈S

∑
j∈Ni(g(z))∩S

hi(x̄i(z); x̄j(z)),

606 Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2019. Т. 15. Вып. 4



v(N ; z) =
∑
i∈N

∑
j∈Ni(g(z))

hi(x̄i(z); x̄j(z)),

где x̄i(z), x̄j(z) получают согласно равенству (3).
Здесь, в отличие от работ [9, 10], в которой характеристическая функция строи-

лась как максиминное (нижнее) значение игры между коалицией S и дополнитель-
ной коалицией N \ S, процесс построения этой функции осуществляется следующим
образом. Чтобы вычислить значение характеристической функции, необходимо опре-
делить кооперативное поведение в игре G(z0) и затем рассчитать v(S; zk), k = 1, �,
в предположении, что игроки выбирают в качестве компонент управления коопера-
тивное поведение.

Найдем характеристическую функцию V (S; zk) многошаговой игры G(zk), начи-
нающейся в состоянии zk, как сумму выигрышей коалиций S вдоль кооперативной
траектории (ȳ(z0), ȳ(z1), . . . , ȳ(zl)) за �− k + 1 шагов, начиная с k:

V (S; zk) =
�∑

r=k

v(S; zr) =
�∑

r=k

∑
i∈S

∑
j∈Ni(g(zr))∩S

hi(x̄i(zr), x̄j(zr)),

V (S; z�) = v(S; z�).

Супермодулярность v(S; z). Рассмотрим вопрос о супермодулярности функ-
ции v(S; z).

Определение 1. Характеристическая функция v(S; z), S ⊂ N , называется су-
пермодулярной, если для любых X ⊂ N, Y ⊂ N выполняется неравенство

v(X ∪ Y ; z) � v(X ; z) + v(Y ; z) − v(X ∩ Y ; z). (5)

Теорема. Xарактеристическая функция v(S; z) в игре Γ(z) супермодулярна.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем неравенство (5) для характеристической

функции v(S; z) (4). Для сокращения записи вместо hi(x̄i(z), x̄j(z)) будем писать про-
сто hi(x̄i, x̄j) и вместо Ni(g(z)) — Ni. В данном случае это не противоречит логике,
поскольку рассматривается только один шаг игры, и поведения, как и множества
соседей, не меняются в течение шага. Имеет место следующее неравенство:

∑
i∈X\Y

⎛⎝ ∑
j∈Ni∩(X\Y )

hi(x̄i, x̄j) +
∑

j∈Ni∩(Y \X)

hi(x̄i, x̄j) +
∑

j∈Ni∩(X∩Y )

hi(x̄i, x̄j)

⎞⎠ +

+
∑

i∈X∩Y

⎛⎝ ∑
j∈Ni∩(X\Y )

hi(x̄i, x̄j) +
∑

j∈Ni∩(Y \X)

hi(x̄i, x̄j) +
∑

j∈Ni∩(X∩Y )

hi(x̄i, x̄j)

⎞⎠ +

+
∑

i∈Y \X

⎛⎝ ∑
j∈Ni∩(X\Y )

hi(x̄i, x̄j) +
∑

j∈Ni∩(Y \X)

hi(x̄i, x̄j) +
∑

j∈Ni∩(X∩Y )

hi(x̄i, x̄j)

⎞⎠ �

�
∑
i∈X

∑
j∈Ni∩X

hi(x̄i, x̄j) +
∑
i∈Y

∑
j∈Ni∩Y

hi(x̄i, x̄j) −
∑

i∈X∩Y

∑
j∈Ni∩(X∩Y )

hi(x̄i, x̄j). (6)
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В левой и правой частях неравенства (6) видны подобные слагаемые, а именно

∑
i∈X\Y

⎛⎝ ∑
j∈Ni∩(X\Y )

hi(x̄i, x̄j) +
∑

j∈Ni∩(X∩Y )

hi(x̄i, x̄j)

⎞⎠ +

+
∑

i∈X∩Y

⎛⎝ ∑
j∈Ni∩(X\Y )

hi(x̄i, x̄j) +
∑

j∈Ni∩(X∩Y )

hi(x̄i, x̄j)

⎞⎠ =
∑
i∈X

∑
j∈Ni∩X

hi(x̄i, x̄j).

После их сокращения получим выражение∑
i∈X\Y

∑
j∈Ni∩(Y \X)

hi(x̄i, x̄j) +
∑

i∈X∩Y

∑
j∈Ni∩(Y \X)

hi(x̄i, x̄j) +

+
∑

i∈Y \X

⎛⎝ ∑
j∈Ni∩(X\Y )

hi(x̄i, x̄j) +
∑

j∈Ni∩(Y \X)

hi(x̄i, x̄j) +
∑

j∈Ni∩(X∩Y )

hi(x̄i, x̄j)

⎞⎠ �

�
∑
i∈Y

∑
j∈Ni∩Y

hi(x̄i, x̄j) −
∑

i∈X∩Y

∑
j∈Ni∩(X∩Y )

hi(x̄i, x̄j).

Перенесем отрицательное слагаемое из правой части неравенства в левую:∑
i∈X\Y

∑
j∈Ni∩(Y \X)

hi(x̄i, x̄j) +
∑

i∈X∩Y

∑
j∈Ni∩(Y \X)

hi(x̄i, x̄j) +
∑

i∈X∩Y

∑
j∈Ni∩(X∩Y )

hi(x̄i, x̄j) +

+
∑

i∈Y \X

⎛⎝ ∑
j∈Ni∩(X\Y )

hi(x̄i, x̄j) +
∑

j∈Ni∩(Y \X)

hi(x̄i, x̄j) +

+
∑

j∈Ni∩(X∩Y )

hi(x̄i, x̄j)

⎞⎠ �
∑
i∈Y

∑
j∈Ni∩Y

hi(x̄i, x̄j).

Можно заметить вторую группу подобных слагаемых:∑
i∈X∩Y

∑
j∈Ni∩(Y \X)

hi(x̄i, x̄j) +
∑

i∈X∩Y

∑
j∈Ni∩(X∩Y )

hi(x̄i, x̄j) +

+
∑

i∈Y \X

⎛⎝ ∑
j∈Ni∩(Y \X)

hi(x̄i, x̄j) +
∑

j∈Ni∩(X∩Y )

hi(x̄i, x̄j)

⎞⎠ =
∑
i∈Y

∑
j∈Ni∩Y

hi(x̄i, x̄j).

После их сокращения имеем итоговое неравенство∑
i∈X\Y

∑
j∈Ni∩(Y \X)

hi(x̄i, x̄j) +
∑

i∈Y \X

∑
j∈Ni∩(X\Y )

hi(x̄i, x̄j) � 0. (7)

В силу неотрицательности выигрышей hi(x̄i, x̄j), неравенство (7) верное. Таким об-
разом, доказана справедливость неравенства (6), и построенная характеристическая
функция v(S; z) в игре Γ(z) супермодулярна.

Вектор Шепли. Рассмотрим вектор Шепли в качестве решения игры Γ(z).
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Определим дележ в игре Γ(z) как вектор ξ[v] = (ξ1[v], . . . , ξn[v]), который удовле-
творяет условиям коллективной рациональности, т. e.

∑
i∈N ξi[v] = v(N ; z), и инди-

видуальной рациональности, т. e. ξi[v] � v({i}; z), для всех i ∈ N . В качестве дележа
возьмем вектор Шепли ϕ[v] = (ϕ1[v], . . . , ϕn[v]), где

ϕi[v] =
∑

S⊆N,i∈S

(|S| − 1)!(n− |S|)!
n!

[v(S; z) − v(S \ {i}); z], i ∈ N. (8)

Вычислим значение разности [v(S; z) − v(S \ {i}; z)]:

[v(S; z) − v(S \ {i}); z] =
∑

j∈Ni(g(z))∩S
(hi(x̄i(z), x̄j(z)) + hj(x̄j(z), x̄i(z))).

Подставим полученное значение в формулу вектора Шепли (8)

ϕi[v] =
∑

S⊆N,i∈S

(|S| − 1)!(n− |S|)!
n!

∑
j∈Ni(g(z))∩S

(hi(x̄i(z), x̄j(z))+hj(x̄j(z), x̄i(z))), i ∈ N.

(9)
Такой вид формулы не требует определения характеристической функции для всех
коалиций S ⊂ N . Чтобы вычислить значение компоненты вектораШепли, достаточно
знать структуру сети g(z).

ПРД-ядро и его сильная динамическая устойчивость. Обозначим через
I(V ) множество всех дележей в игре G(z0).

Определение 2. Функция βi = (β0
i , . . . , β

�
i ), i ∈ N , называется процедурой рас-

пределения дележа (ПРД) для ξ ∈ I(V ) (см. [11]), если

ξi =
�∑

r=0

βri , i ∈ N.

Рассмотрим в качестве принципа оптимальности подмножество С-ядра для игры
G(z̄k) — ПРД-ядро (см. [5]) C(V (S; z̄k)), т. е. множество ПРД, удовлетворяющих усло-
виям

∑
i∈S

βi � V (S; z̄k) =
�∑

r=k

∑
i∈S

∑
j∈Ni(g(zr))∩S

hi(x̄i(zr), x̄j(zr)), S ⊂ N, S �= N,

N∑
i=1

βi = V (N ; z̄k) =
�∑

r=k

∑
i∈N

∑
j∈Ni(g(zr))∩N

hi(x̄i(zr), x̄j(zr)),

где βi = (βi1, . . . , β
i
k, . . . , β

i
�) удовлетворяет следующим условиям:∑

i∈S
βki � v(S, z̄k) =

∑
i∈S

∑
j∈Ni(g(zk))∩S

hi(x̄i(zk), x̄j(zk)), S ⊂ N, (10)

N∑
i=1

βki = v(N, z̄k) =
∑
i∈N

∑
j∈Ni(g(zk))∩N

hi(x̄i(zk), x̄j(zk)). (11)

Предположим, что все C(V (S; z̄k)) �= ∅.
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Определение 3 [12]. Принцип оптимальности C(V (S; z̄0)) �= ∅ сильнодинами-
чески устойчив в игре G(z̄0), если

1) C(V (S; z̄k)) �= ∅, k = 0, �;
2) для каждого дележа x ∈ C(V (S; z̄0)) существует такая процедура распреде-

ления дележа β = (β0, . . . , β�), ξ =
∑�
r=0 βj, что

k∑
r=0

βr ⊕ C(V (S; z̄k+1)) ⊂ C(V (S; z̄0)), k = 0, �.

Здесь символ ⊕ означает, что если a ∈ Rn, B ⊂ Rn, тогда a⊕B = {a+ b : b ∈ B}.
Утверждение. Принцип оптимальности C(V (S; z̄0)) сильнодинамически устой-

чив.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть некоторый дележ ξ0 ∈ C(V (S; z̄0)). Тогда

справедливо неравенство

∑
i∈S

ξi0 �
�∑

r=0

∑
i∈S

∑
j∈Ni(g(zr))∩S

hi(x̄i(zr), x̄j(zr)), S ⊂ N, S �= N,

N∑
i=1

ξi0 =
�∑

r=0

∑
i∈N

∑
j∈Ni(g(zr))∩N

hi(x̄i(zr), x̄j(zr)).

По определению, запишем дележ ξ0 в виде суммы ПРД:

ξ0 =
�∑

k=0

β̄k, β̄k ∈ C(v(S; z̄k)).

Аналогичным образом представим произвольный дележ ξk+1 ∈ C(V (S; z̄k+1)) как
сумму:

ξk+1 =
�∑

r=k+1

βr, βr ∈ C(v(S; z̄r)).

Возьмем в качестве ПРД вектор β = (β0, . . . , βk, βk+1, . . . , β�) и построим новый век-
тор

ξ̂0 =
k∑
r=0

βr + ξk+1 =
k∑
r=0

βr +
�∑

r=k+1

βr �
�∑

r=0

∑
i∈S

∑
j∈Ni(g(zr))∩S

hi(x̄i(zr), x̄j(zr)).

Таким образом, вектор ξ̂0 является суммой компонент ПРД β и произвольно-
го дележа ξk+1 ∈ C(V (S; z̄k+1)). Вектор ξ̂0 ∈ C(V (S; z̄0)), что доказывает сильную
динамическую устойчивость принципа оптимальности C(V (S; z̄0)). �

Пример. Рассмотрим случай, в котором N = 3, � = 3, т. е. игра состоит из
четырех шагов и начинается в состоянии z0. В этом состоянии заданы множества Mi

игроков, которым игрок i может предложить связь

M1 = {2, 3}, M2 = {1, 3}, M3 = {1, 2},
а также ограничения на количество связей, которое может поддерживать каждый
игрок:

a1 = 1, a2 = 1, a3 = 2.
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В состоянии z0 игроки выбирают векторы bi(z0), формируют сеть g(z0) и перехо-
дят в состояние z1. В каждом из состояний zk, k � 1, игроки выбирают управления
yi(zk) = (bi(zk), xi(zk)), где bi(zk) — вектор регулирования связей игрока (с компо-
нентами 1 и 0), а xi(zk) равен

x1(zk) = x1(z) ∈ X1 = {x1
1(z), x

2
1(z)},

x2(zk) = x2(z) ∈ X2 = {x1
2(z), x

2
2(z)}, x3(zk) = x3(z) ∈ X3{x1

3(z), x
2
3(z)},

т. е. каждый игрок i имеет одинаковое множество компонент управления Xi во всех
состояниях zk.

Для всех допустимых состояний zk, k � 1, и всех возможных стратегий заданы
выигрыши hi(x̄i(zr), x̄j(zr)) следующего вида: hi(x̄i(zr), x̄j(zr)) и h′i(x̄i(zr), x̄j(zr)).

В состоянии z1 игрa происходит с выигрышами h(x̄i(z1), x̄j(z1)). В состоянии
z1 каждый игрок i ∈ N выбирает свою компоненту управления xi(z1), если все
xi(z1) = x1

i (z1), i ∈ N , тогда игроки переходят в состояние z2, в котором играют
в игру с теми же выигрышами hi(x̄i(z2), x̄j(z2)). Если хотя бы одна из компонент
xi(z1) = x2

i (z1), i ∈ N , тогда в состоянии z2 игроки играют в игру с выигрышами
h′i(x̄i(z2), x̄j(z2)). Аналогичным образом осуществляется переход в состояние z3: ес-
ли все xi(z1) = x1

i (z1), i ∈ N , тогда игроки в состоянии z3 используют выигрыши
hi(x̄i(z3), x̄j(z3)), если хотя бы одна из компонент xi(z1) = x2

i (z1), i ∈ N , — выигры-
ши h′i(x̄i(z3), x̄j(z3)).

Выигрыши hi(x̄i(zr), x̄j(zr)):

h1(x̄1
1, x̄

1
2) = 4, h1(x̄1

1, x̄
1
3) = 5, h2(x̄1

2, x̄
1
3) = 5,

h1(x̄2
1, x̄

1
2) = 3, h1(x̄2

1, x̄
1
3) = 3, h2(x̄2

2, x̄
1
3) = 1,

h1(x̄1
1, x̄

2
2) = 5, h1(x̄1

1, x̄
2
3) = 1, h2(x̄1

2, x̄
2
3) = 4,

h1(x̄2
1, x̄

2
2) = 5, h1(x̄2

1, x̄
2
3) = 2, h2(x̄2

2, x̄
2
3) = 1,

h2(x̄1
2, x̄

1
1) = 4, h3(x̄1

3, x̄
1
1) = 5, h3(x̄1

3, x̄
1
2) = 5,

h2(x̄1
2, x̄

2
1) = 3, h3(x̄1

3, x̄
2
1) = 3, h3(x̄1

3, x̄
2
2) = 1,

h2(x̄2
2, x̄

1
1) = 5, h3(x̄2

3, x̄
1
1) = 1, h3(x̄2

3, x̄
1
2) = 4,

h2(x̄2
2, x̄

2
1) = 5, h3(x̄2

3, x̄
2
1) = 2, h3(x̄2

3, x̄
2
2) = 1;

выигрыши h′i(x̄i(zr), x̄j(zr)):

h′1(x̄
1
1, x̄

1
2) = 8, h′1(x̄

1
1, x̄

1
3) = 6, h′2(x̄

1
2, x̄

1
3) = 12,

h′2(x̄2
1, x̄

1
2) = 3, h′1(x̄2

1, x̄
1
3) = 5, h′2(x̄2

2, x̄
1
3) = 10,

h′1(x̄
1
1, x̄

2
2) = 7, h′1(x̄

1
1, x̄

2
3) = 4, h′2(x̄

1
2, x̄

2
3) = 5,

h′1(x̄
2
1, x̄

2
2) = 4, h′1(x̄

2
1, x̄

2
3) = 3, h′2(x̄

2
2, x̄

2
3) = 4,

h′2(x̄1
2, x̄

1
1) = 8, h′3(x̄1

3, x̄
1
1) = 6, h′3(x̄1

3, x̄
1
2) = 12,

h′2(x̄
1
2, x̄

2
1) = 3, h′3(x̄

1
3, x̄

2
1) = 5, h′3(x̄

1
3, x̄

2
2) = 10,

h′2(x̄
2
2, x̄

1
1) = 7, h′3(x̄

2
3, x̄

1
1) = 4, h′3(x̄

2
3, x̄

1
2) = 5,

h′2(x̄
2
2, x̄

2
1) = 4, h′3(x̄

2
3, x̄

2
1) = 3, h′3(x̄

2
3, x̄

2
2) = 4.

В состоянии z0 игроки выбирают свои поведения с целью максимизировать сум-
марный выигрыш всех игроков:

b1(z0) = (0, 0, 1), b2(z0) = (0, 0, 1), b3(z0) = (1, 1, 0).

В результате образуется сеть вида, которую иллюстрирует рис. 1.
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Рис. 1. Сеть на первом шаге игры

Для максимизации общего выигрыша игрокам выгодно поддерживать связи со
всеми соседями в течение всей игры, т. е. bi(z0) = bi(z1) = bi(z2) = bi(z3) для всех
i ∈ N . Компоненты управлений ȳi(z) игроков:

x̄1(z1) = x2
1, x̄2(z1) = x1

2, x̄3(z1) = x1
3,

x̄1(z2) = x1
1, x̄2(z2) = x2

2, x̄3(z2) = x1
3,

x̄1(z3) = x1
1, x̄2(z3) = x2

2, x̄3(z3) = x1
3.

Вычислим значения характеристической функции v(S; z) во всех состояниях на
кооперативной траектории, кроме z0, поскольку на первом шаге происходит только
формирование сети и игроки не получают никаких выигрышей:

S {1} {2} {3} {12} {13} {23} {123}
v(S; z̄1) 0 0 0 6 6 10 16
v(S; z̄2) 0 0 0 14 12 20 32
v(S; z̄3) 0 0 0 14 12 20 32

В состоянии z1 игроки выбирают свои управления и в зависимости от этого пе-
реходят в новое состояние. В каждом состоянии у игроков всего две альтернативы:
либо в результате выбора управлений они будут играть в игру Γ(zk) с выигрышами
hi(x̄i(zk), x̄j(zk)) в следующем состоянии, либо перейдут в состояние, где игра будет
происходить с выигрышами h′i(x̄i(zk), x̄j(zk)).

Цифры 1 и 2 над стрелками (рис. 2) указывают, какие выигрыши будут ис-
пользованы игроками в следующем состоянии: 1 обозначает hi(x̄i(zk), x̄j(zk)), 2 —
h′i(x̄i(zk), x̄j(zk)).

Рис. 2. Дерево всех возможных состояний игры

Оптимальная траектория в игре G(z0): z̄ = (z0, z1
1 , z

2
2 , z

4
3) = (z̄0, z̄1, z̄2, z̄3). Вычис-

лим характеристическую функцию многошаговой игры G(z0):

S {1} {2} {3} {12} {13} {23} {123}
V (S; z̄3) 0 0 0 14 12 20 32
V (S; z̄2) 0 0 0 28 24 40 64
V (S; z̄1) 0 0 0 34 30 50 80

612 Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2019. Т. 15. Вып. 4



Рассмотрим дележ q ∈ C(V (S; z̄1)):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 � 0,
x2 � 0,
x3 � 0,

x1 + x2 � 34,
x1 + x3 � 30,
x2 + x3 � 50,

x1 + x2 + x3 = 80.

В качестве ПРД β = (β0, β1, β2, β3) возьмем дележ αk ∈ C(v(S; z̄k)), удовлетво-
ряющий неравенствам (10), (11), βk = α, k = 1, 2, 3; β0 положим равным нулю, а β1

удовлетворяет системе ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α1
1 � 0,
α1

2 � 0,
α3 � 0,

α1
1 + α1

2 � 6,
α1

1 + α1
3 � 6,

α1
2 + α1

3 � 10,
α1

1 + α1
2 + α1

3 = 16,

β2 и β3 — неравенствам, где k = 2, 3:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

αk1 � 0,
αk2 � 0,
αk3 � 0,

αk1 + αk2 � 14,
αk1 + αk3 � 12,
αk2 + αk3 � 20,

αk1 + αk2 + αk3 = 32.

Просуммируем левую и правую части неравенств последних двух систем по k = 1, 2, 3:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

q̂1 � 0,
q̂2 � 0,
q̂3 � 0,

q̂1 + q̂2 � 34,
q̂1 + q̂3 � 30,
q̂2 + q̂3 � 50,

q̂1 + q̂2 + q̂3 = 80.

Из последнего неравенства следует, что q̂ ∈ C(V (S; z̄0)). То есть дележ, принад-
лежащий множеству C(V (S; z̄0)), удалось разложить на сумму дележей из мно-
жеств C(v(S; z̄k)), k = 1, 2, 3, что доказывает сильную динамическую устойчивость
C(V (S; z̄0)).

Заключение. Таким образом, в работе исследован один класс неантагонистиче-
ских многошаговых игр. Построена новая характеристическая функция с использо-
ванием оптимальных стратегий игроков в многошаговой игре. Этот подход позволяет
упростить работу с С-ядром и его аналогами. Доказана супермодулярность характе-
ристической функции для подыгры, состоящей из одного шага. В качестве решения
рассмотрены вектор Шепли и аналог С-ядра. Следуя [5], построено подмножество
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С-ядра — ПРД-ядро — и доказана его сильная динамическая устойчивость в данной
игре. Работа проиллюстрирована примером.

Авторы благодарят рецензента за ценные замечания.
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In the paper, a multi-step non-antagonistic game is considered. The game has a finite number
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of stages, at the first stage a network is formed by simultaneously choosing communication
vectors, and at the next, there are simultaneous non-antagonistic games, the payoffs in which
depend on the controls chosen in the previous stage, as well as the behavior in the current
stage. Players, at all stages except the first, have the opportunity to modify the network by
removing any of their connections. A characteristic function is constructed for the model in
a new way based on the calculation of optimal controls. For the case of a one-stage subgame,
the supermodularity of the characteristic function is proved. As a solution, the Shapley value
is considered, a simplification of the formula for calculating the components of the Shapley
value for this characteristic function is given. Also, as a solution, a subset of the core (PRD-
core) is considered. Strong dynamic stability has been proved for it. Work is illustrated by
an example.
Keywords: multistage games, supermodular function, Shapley value, characteristic function,
strongly time consistency, PRD-core.
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