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Ââåäåíèå

Ñèñòåìàòè÷åñêèé êóðñ òåíçîðíîãî àíàëèçà ñëåäîâàëî áû íà÷àòü
ñ îïðåäåëåíèé ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ
è äðóãèõ îñíîâîïîëàãàþùèõ ïîíÿòèé. Îäíàêî íå ñåêðåò, ÷òî ýòè
ïîíÿòèÿ ñàìè ïî ñåáå ÿâëÿþòñÿ òîíêèìè è òðåáóþò îïðåäåëåí-
íîãî âðåìåíè ïðèâûêàíèÿ ê íèì. Ïðè ïåðâîì çíàêîìñòâå ñ ïðåä-
ìåòîì òàêîé ïîäõîä âîâñå íå îáÿçàòåëåí è äàæå ìàëî æåëàòåëåí.
Ïîýòîìó ñòðåìëåíèå ê áåçóïðå÷íîé îáùíîñòè óñòóïàåò çäåñü ìå-
ñòî ñëåäóþùåé ñêðîìíîé öåëè, êîòîðóþ ñòàâèëè ïåðåä ñîáîé àâ-
òîðû äàííîãî ïîñîáèÿ: â êðàòêîì êóðñå îáúÿñíèòü ïðîñòåéøèå
êîíñòðóêöèè â ñàìîé ïðîñòîé ñèòóàöèè, â êîòîðîé ýòè êîíñòðóê-
öèè âîçìîæíû. Ïðèäåðæèâàÿñü ýòîé öåëè, ìû ñòàðòóåì â ïåð-
âîì ïàðàãðàôå ñî ñâåäåíèé îá àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå. Ñ îäíîé
ñòîðîíû ïîíÿòèå àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ëåãêî óñâàèâàåòñÿ, à
ñ äðóãîé ñòîðîíû åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîñòåéøóþ ìî-
äåëü ìíîãîîáðàçèÿ, â êîòîðîé êàñàòåëüíûé âåêòîð îòîæäåñòâëÿ-
åòñÿ ñ íàïðàâëåííûì îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì ïàðó òî÷åê. Ñëî-
âîì, àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîò ñàìûé ïðî-
ñòîé ñëó÷àé, ãäå èìåþòñÿ è òî÷êè è âåêòîðû, ò.å. èìååòñÿ âñå
íåîáõîäèìîå äëÿ çàäàíèÿ òåíçîðíûõ ïîëåé è îïðåäåëåíèÿ äåé-
ñòâèé íàä íèìè. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ìû ââîäèì ïîíÿòèå ãëàä-
êîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ ïðèçâîëüíîãî òèïà (p, q) íà àôôèííîì ïðî-
ñòðàíñòâå è óêàçûâàåì ñïîñîá çàäàíèÿ òàêîãî ïîëÿ â êðèâîëè-
íåéíûõ êîîðäèíàòàõ. Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ìû óïîìèíàåì âíåø-
íèé äèôôåðåíöèàë ãëàäêîé ôóíêöèè êàê åñòåñòâåííûé ïðèìåð
êîâåêòîðíîãî ïîëÿ, ò.å. òåíçîðíîãî ïîëÿ òèïà (1, 0). Â ÷åòâåðòîì
ïàðàãðàôå ìû îïðåäåëÿåì îïåðàöèè âíåøíåãî äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ òåíçîðíûõ ïîëåé ñïåöèàëüíîãî òèïà, íàçûâàåìûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè p-ôîðìàìè. Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ìû ïîêàçûâàåì,
÷òî â åâêëèäîâîì ñëó÷àå ýòè âíåøíèå äèôôåðåíöèàëû ïîðîæäà-
þò îïåðàöèè âåêòîðíîãî àíàëèçà (ãðàäèåíò, ðîòîð, äèâåðãåíöèÿ)
è îáñóæäàåì òåõíèêó èõ âû÷èñëåíèÿ â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäè-
íàòàõ. Â äâóõ ïîñëåäíèõ ïàðàãðàôàõ ñîáðàíû íåêîòîðûå ïðèëî-
æåíèÿ. Â øåñòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâîäèì ïðèìåðû óðàâíåíèé
ãèäðîìåõàíèêè, çàïèñàííûõ â èíâàðèàíòíîì âèäå. Â òàêîé çàïè-
ñè âìåñòî ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî òåì èëè èíûì êîîðäèíàòàì
ôèãóðèðóþò ëèøü èíâàðèàíòíî îïðåäåëåííûå òåíçîðíûå îïåðà-
öèè. Â ñåäüìîì ïàðàãðàôå ìû ïðèìåíÿåì ðàçâèòóþ òåõíèêó ê
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çàäà÷å îáòåêàíèÿ ñôåðû èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ.

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïðîäîëæå-
íèåì ïîñîáèÿ "Îñíîâû òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ", ãäå ñîáðàíû íåîá-
õîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëèçà àëãåáðàè÷åñêèå ïîíÿòèÿ è êîí-
ñòðóêöèè. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ãëàâíàÿ ÷àñòü ìàòåðèàëà ïî
òåíçîðíîìó àíàëèçó (êàê è â ñëó÷àå òåíçîðíîé àëãåáðû) ìîæåò
áûòü èçëîæåíà ïðèìåðíî â òðåõ ëåêöèÿõ. Îòáîð ìàòåðèàëà áûë
ïðîäèêòîâàí æåëàíèåì îñâåòèòü ïðîñòåéøèå îïåðàöèè äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ òåíçîðíûõ ïîëåé, ñ ó÷àñòèåì êîòîðûõ ñîñòàâëåíû
óðàâíåíèÿ ãèäðîìåõàíèêè.

�1. Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè òåíçîðíûõ ïîëåé îäíèõ âåêòîðîâ íåäî-
ñòàòî÷íî. Òðåáóþòñÿ åùå è òî÷êè. Ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ, âìåùà-
þùåé â ñåáå è òî÷êè è âåêòîðû, ñëóæèò òàê íàçûâàåìîå àôôèí-
íîå ïðîñòðàíñòâî. Ýòî ïîíÿòèå îáû÷íî ââîäèòñÿ è èçó÷àåòñÿ â
êóðñàõ àëãåáðû è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Íàïîìíèì êðàòêî
ðÿä ñâÿçàííûõ ñ íèì îïðåäåëåíèé.

Â êà÷åñòâå ìîòèâèðîâêè ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé
ïðèâåäåì ñëåäóþùèå èíòóèòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Â îêðóæàþ-
ùåì íàñ ïðîñòðàíñòâå A ëþáûå äâå òî÷êè A,B ìû ìîæåì ñî-
åäèíèòü íàïðàâëåííûì îòðåçêîì ñ íà÷àëîì â A è êîíöîì â B.
Âñå ðàâíûå ïî äëèíå è îäèíàêîâî íàïðàâëåííûå îòðåçêè ìû âîñ-
ïðèíèìàåì êàê îäèí ñâîáîäíûé âåêòîð v, êîòîðîìó ðàçðåøàåòñÿ
ïàðàëëåëüíî ñåáå ïåðåìåùàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâåA. Cîâîêóïíîñòü
òàêèõ ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ âìåñòå ñ åñòåñòâåííî îïðåäåëåííûìè
îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî äîñòàâëÿåò íàì
ïðèìåð òðåõìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Ïðèêëàäûâàÿ
ñâîáîäíûé âåêòîð v ∈ V ê òî÷êå A ∈ A, ìîæíî íàéòè íîâóþ
òî÷êó B ∈ A, ïîëó÷àþùóþñÿ èç A ñäâèãîì íà v. Ïðèêëàäûâàÿ
çàòåì ê òî÷êå B ∈ A äðóãîé âåêòîð w ∈ V , ìîæíî òàêèì æå
îáðàçîì íàéòè òðåòüþ òî÷êó C ∈ A. Íî ýòà òî÷êà ïîëó÷àåòñÿ èç
èñõîäíîé òî÷êè A ñäâèãîì íà ñóììàðíûé âåêòîð v+w. Òàêèì îá-
ðàçîì, îêðóæàþùåå íàñ ïðîñòðàíñòâî åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê A è
ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ åãî ñäâèãîâ V . Êîìïîçèöèÿ ñäâèãîâ
íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì îíè âûïîëíÿþòñÿ. Ôîðìàëèçà-
öèÿ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.
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Îïðåäåëåíèå. Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî ìíîæåñòâî A
ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû, íàçûâàåìûõ òî÷êàìè, äëÿ
êîòîðîãî çàäàíî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V è ïðàâèëî

A,B 7→ v =
−→
AB,

ñîïîñòàâëÿþùåå ïðîèçâîëüíîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðå òî÷åê A,B ∈
A âåêòîð v ∈ V . Ýòî ïðàâèëî äîëæíî ïîä÷èíÿòüñÿ äâóì óñëî-
âèÿì:

1o. Âñÿêèå òî÷êà A ∈ A è âåêòîð v ∈ V çàäàþò ðîâíî îäíó òî÷êó
B ∈ A òàêóþ, ÷òî

−→
AB= v;

2o. Äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê A,B,C ∈ A ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

−→
AB +

−→
BC=

−→
AC .

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ àññîöèèðîâàííûì ñ àô-
ôèííûì ïðîñòðàíñòâîì A.

Ïðèìåðîì àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà, îòëè÷íûì îò îêðóæàþùå-
ãî íàñ ïðîñòðàíñòâà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîA
ðåøåíèé ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì â ðîëè
àññîöèèðîâàííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V âûñòóïàåò ìíîæå-
ñòâî ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. À ïðà-
âèëî, ñîïîñòàâëÿþùåå ïàðå òî÷åê âåêòîð, ñêðûâàåòñÿ çà ñëåäó-
þùèì î÷åâèäíûì óòâåðæäåíèåì: ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ åñòü ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ðàçìåðíîñòüþ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A íàçûâàåòñÿ ðàçìåð-
íîñòü àññîöèèðîâàííîãî ñ íèì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Äà-
ëåå ìû âñþäó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ðàâíà òðåì. È
ïðåäëàãàåì ñàìîñòîÿòåëüíî ñëåäèòü çà òåì, ãäå ýòî ïðåäïîëî-
æåíèå ñóùåñòâåííî.

Àôôèííîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìîé âA íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü
Oe1e2e3, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷êè O ∈ A è áàçèñà e1, e2, e3 àññîöèè-
ðîâàííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Òî÷êà O íàçûâàåòñÿ íà-
÷àëîì êîîîðäèíàò. Âûáðàâ íà÷àëî è áàçèñ, ìû ìîæåì ñâÿçàòü ñ
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êàæäîé òî÷êîéA ∈ A åå ðàäèóñ-âåêòîð, ò.å. âåêòîð, ñîåäèíÿþùå-
ãî íà÷àëî O ñ òî÷êîé A. Êîîðäèíàòû ýòîãî âåêòîðà íàçûâàþòñÿ
àôôèííûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè A. Èíûìè ñëîâàìè, àôôèí-
íûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè A ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà x1, x2, x3 òàêèå,
÷òî −→

OA= x1e1 + x2e2 + x3e3.

Îðèåíòàöèåé íà àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A íàçûâàåòñÿ êëàññ
îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûõ àôôèííûõ êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì.
Äâå àôôèííûõ êîîðäèíàòíûõ ñèñòåìûOe1e2e3 èO

′e′1e
′
2e
′
3 ñ÷èòà-

þòñÿ îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûìè, åñëè îäèíàêîâî îðèåíòèðî-
âàíû èõ áàçèñû. Îðèåíòèðîâàííûì àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì

íàçûâàåòñÿ òàêîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì ôèêñèðî-
âàíà îäíà èç äâóõ âîçìîæíûõ îðèåíòàöèé. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòà
îðèåíòàöèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé.

Åâêëèäîâûì òî÷å÷íûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ àôôèííîå
ïðîñòðàíñòâî A, â àññîöèèðîâàííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V
êîòîðîãî çàäàíà îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ. Ýòó îïåðàöèþ
íàçûâàþò åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé íà A. Â ïðèñóòñòâèè åâêëè-
äîâîé ñòðóêòóðû îïðåäåëåíî ïîíÿòèå äëèíû âåêòîðà |v|. Ñëå-
äîâàòåëüíî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îïðåäåëèòü òàêæå ðàññòîÿíèå
ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè A,B ∈ A:

|AB| = |v|, v =
−→
AB .

�2. Òåíçîðíûå ïîëÿ è èõ êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Íà àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå ìîãóò áûòü çàäàíû ãëàäêèå òåíçîð-
íûå ïîëÿ ïðîèçâîëüíîãî òèïà (p, q).

Îïðåäåëåíèå 1. Òåíçîðíûì ïîëåì òèïà (p, q) íàçûâàåòñÿ îòîá-
ðàæåíèå

T : A → Tq
p(V )

àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A â ìíîæåñòâî òåíçîðîâ òèïà (p, q) íà
àññîöèèðîâàííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Èíûìè ñëîâàìè
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íà A çàäàíî òåíçîðíîå ïîëå, åñëè êàæäîé
òî÷êå A ∈ A ñîïîñòàâëåí ñâîé, ò.å. çàâèñÿùèé îò A, òåíçîð TA
îäíîãî è òîãî æå òèïà (p,q):

A 7→ TA ∈ Tq
p(V ).
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Òåíçîð TA íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì ïîëÿ T â òî÷êå A.

Ïðèìåð 1. Åñëè TA åñòü ñêàëÿð, ò.å. òåíçîð òèïà (0, 0), òî ïî-
ëå T íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì. Òàêîå ïîëå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé
òî÷êå íè îò ÷åãî áîëåå íåçàâèñÿùåå ÷èñëî, à ïîýòîìó åñòü íå
÷òî èíîå, êàê ôóíêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâå A. Ôèçè÷åñêèì ïðèìå-
ðîì ìîæåò ñëóæèòü ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó,
çàïîëíåííîìó æèäêîñòüþ èëè ãàçîì.

Ïðèìåð 2. Åñëè TA åñòü âåêòîð èç V , ò.å. òåíçîð òèïà (0, 1), òî
ïîëå T íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì. Òàêîå ïîëå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé
òî÷êå âåêòîð, êîòîðûé ïðè ïåðåõîäå ê ñîñåäíåé òî÷êå ìîæåò ìå-
íÿòü ñâîþ âåëè÷èíó è íàïðàâëåíèå. Ôèçè÷åñêèì ïðèìåðîì ìî-
æåò ñëóæèòü ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé â óñòàíîâèâøåìñÿ ïîòîêå
æèäêîñòè èëè ãàçà. Äðóãèì ôèçè÷åñêèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ñè-
ëîâîå ïîëå, êîòîðîå êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñîïîñòàâëÿåò
âåêòîð ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ïîïàâøóþ â ýòó òî÷êó ÷àñòèöó.

Ïðèìåð 3. Åñëè TA åñòü êîâåêòîð íà V , ò.å. òåíçîð òèïà (1, 0), òî
ïîëå T íàçûâàåòñÿ êîâåêòîðíûì. Çäåñü êàæäîé òî÷êå ñîïîñòàâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Ïî-
ñêîëüêó ðàçëè÷íûå âåêòîðû v èç V ñäâèãàþò ôèêñèðîâàííóþ
òî÷êó A â ðàçëè÷íûå òî÷êè B àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A, ëè-
íåéíóþ ôóíêöèþ TA : V → R ìîæíî ïîíèìàòü êàê ôóíêöèþ
âñåâîçìîæíûõ òàêèõ ñäâèãîâ, ò.å.

−→
AB 7→ TA

( −→
AB
)
∈ R.

Ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ïðèìåð âîçíèêàåò íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå â ïðèñóòñòâèè ñèëîâîãî ïîëÿ f : A → V . Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ
êàæäîé òî÷êè A îïðåäåëåíà ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

TA

( −→
AB
)

= fA ·
−→
AB,

âû÷èñëÿþùàÿ ðàáîòó ñèëû fA íà ïåðåìåùåíèè
−→
AB. Åñòåñòâåí-

íûé ïðèìåð êîâåêòîðíîãî ïîëÿ, íå òðåáóþùèé åâêëèäîâîé ñòðóê-
òóðû, áóäåò ïîäðîáíî ðàçîáðàí â � 3.

Çàìåòèì, ÷òî äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå íèêàê íå ïðåäïîëàãàåò
ïëàâíîãî èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ TA òåíçîðíîãî ïîëÿ T ïðè ïëàâ-
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íîì èçìåíåíèè òî÷êè A. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèäàòü òàêîìó ïðåä-
ïîëîæåíèþ òî÷íûé ñìûñë, íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîé
ïàðàìåòðèçàöèè àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A.

Çàôèêñèðóåì íà÷àëî O ∈ A è ñâÿæåì ñ êàæäîé òî÷êîé A ∈ A
åå ðàäèóñ-âåêòîð r =

−→
OA.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïàðàìåòðèçàöèåé ïðîñòðàíñòâà A (èëè åãî
÷àñòè) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ çàâèñèìîñòü r îò òðåõ âå-
ùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x1, x2, x3. Ïàðàìåòðèçàöèÿ r(x1, x2, x3)
íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè â êàæäîé òî÷êå A âåêòîðû

e1 =
∂r

∂x1
, e2 =

∂r

∂x2
, e3 =

∂r

∂x3

íåêîìïëàíàðíû, ò.å. îáðàçóþò áàçèñ âåêòîðíîãî ïðñòðàíñòâà V .
Ýòîò áàçèñ ìû áóäåì íàçûâàòü ñîïðîâîæäàþùèì áàçèñîì â òî÷-
êå A. Ïåðåìåííûå x1, x2, x3 áóäåì íàçûâàòü êðèâîëèíåéíûìè êî-
îðäèíàòàìè òî÷åê àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâå A.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè ïðîèñõîäèò èç
àôôèííîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû Oe1e2e3. Çäåñü ïåðåìåííûìè
x1, x2, x3 ñëóæàò àôôèííûå êîîðäèíàòû òî÷åê, ò.å.

r(x1, x2, x3) = x1e1 + x2e2 + x3e3.

Â åâêëèäîâîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå áàçèñà e1, e2, e3 îáû÷íî èñïîëü-
çóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ i, j,k è îòâå÷àþùèå åìó äåêàð-
òîâû êîîðäèíàòû x, y, z, ò.å.

r(x, y, z) = xi + yj + zk.

Äëÿ âñÿêîé àôôèííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîïðîâîæäàþùèé áà-
çèñ ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êè ê òî÷êå îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Â ÷àñò-
íîñòè, â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ èìååì

ex = i, ey = j, ez = k.

Òàêèå êîîðäèíàòû åäâà ëè ìîæíî íàçâàòü êðèâîëèíåéíûìè. Îä-
íàêî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íåðåäêî èïîëüçóþò íàñòîÿùèå
êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû. Íàïîìíèì äâà êëàññè÷åñêèõ ïðè-
ìåðà.
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Ïðèìåð 1. Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû r, ϕ, z äàþò ïàðàìåò-
ðèçàöèþ

r(r, ϕ, z) = r cosϕ i + r sinϕ j + zk

ñ ñîïðîâîæäàþùèì áàçèñîì

er = cosϕ i + sinϕ j, |er| = 1,

eϕ = −r sinϕ i + r cosϕ j, |eϕ| = r,

ez = k, |ez| = 1,

êîòîðûé óæå çàìåòíûì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé
òî÷êè ê äðóãîé. Òåì íå ìåíåå âåêòîðû er, eϕ, ez îñòàþòñÿ ïîïàðíî
îðòîãîíàëüíûìè âî âñåõ òî÷êàõ. Âûðîæäåíèå íàñòóïàåò ëèøü
ïðè r = 0. Ïîýòîìó ïàðàìåòðèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé âñþäó,
êðîìå òî÷åê îñè Oz.

Ïðèìåð 2. Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû R,ϕ, θ äàþò ïàðàìåòðè-
çàöèþ

r(R,ϕ, θ) = R cosϕ cos θ i +R sinϕ cos θ j +R sin θ k

ñ ñîïðîâîæäàþùèì áàçèñîì

eR = cosϕ cos θ i + sinϕ cos θ j + sin θ k, |eR| = 1,

eϕ = −R sinϕ cos θ i +R cosϕ cos θ j, |eϕ| = R cos θ,

eθ = −R cosϕ sin θ i−R sinϕ sin θ j +R cos θ k, |eθ| = R,

êîòîðûé òîæå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êè ê òî÷êå. Âåêòîðû
eR, eϕ, eθ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû âcþäó. Âûðîæäåíèå íàñòóïàåò
íà îñè Oz. Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïàðàìåòðèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãó-
ëÿðíîé.

Îïðåäåëåíèå 3. Êîìïîíåíòàìè òåíçîðíîãî ïîëÿ A 7→ TA òèïà
(p, q) â êîîðäèíàòàõ x1, x2, x3 íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòû T

j1...jq
i1...ip

òåí-
çîðà TA îòíîñèòåëüíî ñîïðîâîæäàþùåãî áàçèñà e1, e2, e3 â òî÷êå
A.

Îïðåäåëåíèå 4. Òåíçîðíîå ïîëå A 7→ TA íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì,
åñëè åãî êîìïîíåíòû T

j1...jq
i1...ip

ãëàäêî çàâèñÿò îò êîîðäèíàò x1, x2, x3

òî÷êè A.

Çàìå÷àíèå. Â ýòîì ïîñîáèè ïîä ãëàäêîé çàâèñèìîñòüþ ìû ïîä-
ðàçóìåâàåì ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ëþáîãî ïîðÿäêà.
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Óòâåðæäåíèå. Ãëàäêîñòü ïîëÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåãóëÿð-

íîé ïàðàìåòðèçàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî çàìåíà êîîðäèíàò

xi = xi(z1, z2, z3) (i = 1, 2, 3),

ñâÿçûâàþùàÿ íîâóþ ðåãóëÿðíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ r(z1, z2, z3) ñ
èñõîäíîé, ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé. Â ñàìîì äåëå, íîâàÿ ðå-
ãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîðîæäàåò ñâîé ñîïðîâîæäàþùèé áà-
çèñ

e′1 =
∂r

∂z1
, e′2 =

∂r

∂z2
, e′3 =

∂r

∂z3
,

êîòîðûé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èñõîäíûé ïî ôîðìóëå e′i = cki ek ñ ïî-
ìîøüþ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû ïåðåõîäà ‖cji‖. Ñðàâíèâàÿ ýòó
ôîðìóëó ñ ïðàâèëîì öåïî÷êè

∂r

∂zi
=
∂xk

∂zi
∂r

∂xk
,

ìû âèäèì, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ìàòðèöà
ßêîáè ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ò.å. ∂xk/∂zi = cki . Îòñþäà è
ñëåäóåò ãëàäêîñòü çàìåíû. Êðîìå òîãî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè
ýòîé çàìåíå êîìïîíåíòû òåíçîðíîãî ïîëÿ òèïà (p, q) ïðåîáðàçó-
þòñÿ ïî ïðàâèëó [1]:

∂xk1

∂zj1
· · · ∂x

kq

∂zjq
T ′

j1...jq
i1...ip

=
∂xl1

∂zi1
· · · ∂x

lp

∂zip
T
k1...kq
l1...lp

.

Ðàçðåøàÿ ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî íîâûõ (øòðèõîâàííûõ) êîì-
ïîíåíò, ïîëó÷àåì

T ′
j1...jq
i1...ip

=
∂zj1

∂xk1
· · · ∂z

jq

∂xkq
∂xl1

∂zi1
· · · ∂x

lp

∂zip
T
k1...kq
l1...lp

.

Òåïåðü óæå âèäíî, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìàÿ çàâèñèìîñòü èñõîä-
íûõ êîìïîíåíò îò êîîðäèíàò x1, x2, x3 îáåñïå÷èâàåò äèôôåðåí-
öèðóåìóþ çàâèñèìîñòü íîâûõ êîìïîíåíò îò êîîðäèíàò z1, z2, z3.
�
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�3. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

Ïóñòü f : A → R åñòü ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà A. Ðåãóëÿðíàÿ ïàðà-
ìåòðèçàöèÿ r(x1, x2, x3) ïðåâðàùàåò ôóíêöèþ f â ôóíêöèþ òðåõ
ïåðåìåííûõ f(x1, x2, x3). Ñîïîñòàâèì êàæäîé òî÷êå A ∈ A íàáîð
èç òðåõ ÷èñëîâûõ êîìïîíåíò(

∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
,
∂f

∂x3

)
.

Äðóãàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ r(z1, z2, z3) ïðåâðàùàåò ôóíê-
öèþ f â ôóíêöèþ òðåõ äðóãèõ ïåðåìåííûõ f(z1, z2, z3). Òîé æå
òî÷êå A ∈ A áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü äðóãîé ÷èñëîâîé íàáîð(

∂f

∂z1
,
∂f

∂z2
,
∂f

∂z3

)
.

Ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ÷èñëîâûìè íàáîðàìè ìîæíî ëåãêî îáíàðó-
æèòü, åñëè ó÷åñòü, ÷òî íîâàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç èñ-
õîäíîé ïîñëå çàìåíû êîîðäèíàò xi = xi(z1, z2, z3). Â ñàìîì äåëå,
ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî öåïî÷êè, íàõîäèì

∂f

∂zi
=
∂xk

∂zi
∂f

∂xk
.

Â òðàäèöèîííûõ îáîçíà÷åíèÿõ

T ′i =
∂f

∂zi
, Tk =

∂f

∂xk

ïðàâèëî öåïî÷êè ïðèíèìàåò âèä êîãðåäèåíòíîãî çàêîíà

T ′i =
∂xk

∂zi
Tk,

ò.å. çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðíîãî ïîëÿ òèïà (1, 0).
Ñëåäîâàòåëüíî â êàæäîé òî÷êå A ∈ A ÷èñëà (T1, T2, T3) ñëóæàò
êîîðäèíàòàìè íåêîòîðîãî êîâåêòîðà íà V îòíîñèòåëüíî áàçèñà
e1, e2, e3, ñîïðîâîæäàþùåãî ïàðàìåòðèçàöèþ r(x1, x2, x3). Ýòîò
êîâåêòîð íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå A è îáî-
çíà÷àþò ñèìâîëîì dfA.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîâåêòîðíîå ïîëå, çíà÷åíèå êîòîðîãî â êàæ-
äîé òî÷êå A ∈ A ñîâïàäàåò ñ äèôôåðåíöèàëîì dfA ôóíêöèè f â
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ýòîé òî÷êå, íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f íà ïðîñòðàí-
ñòâå A è îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì df .

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ r(x1, x2, x3) íà
ïðîñòðàíñòâå A çàäàåò íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå òðè ôóíêöèè

xi : A → R (i = 1, 2, 3).

Ôóíêöèÿ xi ñîïîñòàâëÿåò òî÷êå A ∈ A çíà÷åíèå i-ãî ïàðàìåò-
ðà. Íàïðèìåð, åñëè òî÷êà A èìååò ðàäèóñ-âåêòîð r(9, 5, 7), òî
x1(A) = 9, x2(A) = 5, x3(A) = 7.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèè xi : A → R íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàò-
íûìè, à èõ äèôôåðåíöèàëû dxi íàçûâàòñÿ êîîðäèíàòíûìè êî-

âåêòîðíûìè ïîëÿìè.

Óòâåðæäåíèå. Â ïðèñóòñòâèè ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè

r(x1, x2, x3)

êîâåêòîðíîå ïîëå df âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòíûå êîâåê-

òîðíûå ïîëÿ dxi ïî ôîðìóëå:

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 +

∂f

∂x3
dx3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñîïðîâîæäàþùèé áàçèñ ei =
∂r

∂xi
è òðè îòâå÷àþùèå åìó êîîðäèíàòíûå ôîðìû, ò.å. òàêèå 1-ôîðìû
εi, ÷òî

εj(ei) = δji .

Íàïîìíèì [1], ÷òî âñÿêèé êîâåêòîð ω âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîîðäè-
íàòíûå ôîðìû ïî ïðàâèëó

ω = T1 ε
1 + T2 ε

2 + T3 ε
3,

ãäå T1, T2, T3 ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè ω â áàçèñå e1, e2, e3. À ïî-
ñêîëüêó êîîðäèíàòû êîâåêòîðà ω = df â ñîïðîâîæäàþùåì áàçè-
ñå ñîâïàäàþò ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèè f , ìû èìååì

df =
∂f

∂x1
ε1 +

∂f

∂x2
ε2 +

∂f

∂x3
ε3.
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè f(x1, x2, x3) = xi îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

dxi = εi (i = 1, 2, 3).

Ñìûñë ýòîãî ðàâåíñòâà ñîñòîèò òîì, ÷òî çíà÷åíèå êîîðäèíàò-
íîãî êîâåêòîðíîãî ïîëÿ dxi â êàæäîé òî÷êå A ∈ A ñîâïàäàåò ñ
êîîðäèíàòíîé ôîðìîé εi îòíîñèòåëüíî ñîïðîâîæäàþùåãî áàçèñà
e1, e2, e3 ïðîñòðàíñòâà V . Ïîäñòàâëÿÿ dx

i âìåñòî εi â ïðåäûäó-
ùóþ ôîðìóëó äëÿ äèôôåðåíöèàëà df , ìû ïîëó÷àåì òî, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèç-
âåäåíèÿ:

d(fg) = g df + f dg.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà îáñóäèì ãåîìåòðè÷åñêèé (ò.å. áåñêî-
îðäèíàòíûé) ñìûñë äèôôåðåíöèàëà. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1,
çàäàòü äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f : A → R íà ïðîñòðàíñòâå
A îçíà÷àåò çàäàòü â êàæäîé òî÷êå A ∈ A ëèíåéíóþ ôóíêöèþ
dfA : V → R. Ðàñêðûòü ñìûñë ýòîé ëèíåéíîé ôóíêöèè ïîìîãàåò
ñëåäóþùèé ôàêò, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî îáû÷íî ïðèâîäÿò â
êóðñå àíàëèçà. Ïóñòü B ∈ A åñòü ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, áëèçêàÿ
ê òî÷êå A. Òîãäà ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

f(B)− f(A) = dfA

( −→
AB
)

+ o(|AB|) (B → A).

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå åñòü çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè dfA íà

âåêòîðå
−→
AB. Âòîðîå ñëàãàåìîå, îáîçíà÷åííîå ñèìâîëîì o(|AB|),

åñòü âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè B ê òî÷êå A èìå-
åò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè, ÷åì ðàññòîÿíèå |AB| ìåæ-
äó ýòèìè òî÷êàìè. Äîïóñêàÿ îïðåäåëåííóþ âîëüíîñòü ðå÷è, ïî-
ñëåäíþþ ôîðìóëó íåðåäêî êîììåíòèðóþò òàê: äèôôåðåíöèàë
âû÷èñëÿåò ãëàâíóþ ëèíåéíóþ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ïðè
ìàëûõ ïðèðàùåíèÿõ àðãóìåíòà.

�4. Âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå ôîðì

Ðàññìîòðåííàÿ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå îïåðàöèÿ äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ôóíêöèé, ò.å. ñêàëÿðíûõ ïîëåé, èìååò ïîëåçíûé àíà-
ëîã â êëàññå òåíçîðíûõ ïîëåé, çíà÷åíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
âíåøíèå p-ôîðìû.
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Îïðåäåëåíèå 1. Äèôôåðåíöèàëüíîé p-ôîðìîé ω íà A íàçûâà-
åòñÿ ãëàäêîå òåíçîðíîå ïîëå

A 7→ ωA ∈ Λp(V ),

çíà÷åíèå êîòîðîãî â êàæäîé òî÷êå A ∈ A åñòü âíåøíÿÿ p-ôîðìà
ωA íà V .

Óòâåðæäåíèå 1. Â ïðèñóòñòâèè ðåãóëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè

r(x1, x2, x3) äèôôåðåíöèàëüíûå p-ôîðìû íà A âûðàæàþòñÿ ÷å-

ðåç êîîðäèíàòíûå êîâåêòîðíûå ïîëÿ dxi ïî ôîðìóëàì:

ω = T1 dx
1 + T2 dx

2 + T3 dx
3 (p = 1),

ω = T23 dx
2 ∧ dx3 + T31 dx

3 ∧ dx1 + T12 dx
1 ∧ dx2 (p = 2),

ω = T123 dx
1 ∧ dx2 ∧ dx3 (p = 3).

ãäå êîìïîíåíòû Ti, Tij, Tijk äèôôåðåíöèðóåìî çàâèñÿò îò x1, x2, x3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì [1], ÷òî âíåøíèå p-ôîðìû âûðà-
æàþòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòíûå 1-ôîðìû εi ïî ôîðìóëàì:

ω = T1 ε
1 + T2 ε

2 + T3 ε
3 (p = 1),

ω = T23 ε
2 ∧ ε3 + T31 ε

3 ∧ ε1 + T12 ε
1 ∧ ε2 (p = 2),

ω = T123 ε
1 ∧ ε2 ∧ ε3 (p = 3).

Íî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êîîðäèíàòíàÿ
1-ôîðìà εi îòíîñèòåëüíî ñîïðîâîæäàþùåãî áàçèñà ei = ∂r/∂xi

(i = 1, 2, 3) ñîâïàäàåò ñ äèôôåðåíöèàëîì êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè
xi : A → R, ò.å. εi = dxi. �

Îïðåäåëåíèå 2. Âíåøíèì äèôôåðåíöèàëîì 1-ôîðìû ω íàçî-
âåì 2-ôîðìó

dω = dT1 ∧ dx1 + dT2 ∧ dx2 + dT3 ∧ dx3,

ãäå dTi åñòü äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè Ti(x
1, x2, x3).

Óòâåðæäåíèå 2. Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåãó-

ëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r(z1, z2, z3) åñòü äðóãàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïà-
ðàìåòðèçàöèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç r(x1, x2, x3) çàìåíîé ïå-
ðåìåííûõ xi(z1, z2, z3). Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ òà æå 1-ôîðìà ω

15



èìååò äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå

ω = T ′1 dz
1 + T ′2 dz

2 + T ′3 dz
3,

êîòîðîå ñâÿçàíî ñ èñõîäíûì ïðåäñòàâëåíèåì òåíçîðíûì çàêîíîì

T ′i =
∂xk

∂zi
Tk.

Ïîêàæåì, ÷òî äèôôåðåíöèàë dω = dT ′i ∧ dzi, âû÷èñëåííûé â
íîâûõ êîîðäèíàòàõ, ñîâïàäàåò ñ âû÷èñëåííûì â èñõîäíûõ êîîð-
äèíàòàõ äèôôåðåíöèàëîì dω = dTk ∧ dxk. Èìååì

dT ′i ∧ dzi = d

(
∂xk

∂zi
Tk

)
∧ dzi =

(
Tk d

∂xk

∂zi
+
∂xk

∂zi
dTk

)
∧ dzi =

=

(
Tk d

∂xk

∂zi

)
∧ dzi +

(
∂xk

∂zi
dTk

)
∧ dzi =

= Tk

(
d
∂xk

∂zi
∧ dzi

)
+ dTk ∧

(
∂xk

∂zi
dzi
)

=

= Tk

(
∂2xk

∂zi∂zj
dzj ∧ dzi

)
+ dTk ∧ dxk = dTk ∧ dxk.

Â ýòèõ âûêëàäêàõ ìû íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàëè äèñòðèáóòèâ-
íîñòü îïåðàöèè âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ. Êðîìå òîãî, â ïîñëåä-
íåé ñòðîêå ìû èñïîëüçîâàëè êîñîêîììóòàòèâíîñòü ýòîé îïåðà-
öèè (dzi ∧ dzj = − dzj ∧ dzi), à òàêæå íåçàâèñèìîñòü ñìåøàííîé
÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì îíà âû÷èñëÿåòñÿ. �

Îïðåäåëåíèå 3. Âíåøíèì äèôôåðåíöèàëîì 2-ôîðìû ω íàçî-
âåì 3-ôîðìó

dω = dT23 ∧ dx2 ∧ dx3 + dT31 ∧ dx3 ∧ dx1 + dT12 ∧ dx1 ∧ dx2,

ãäå dTij åñòü äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè Tij(x
1, x2, x3).

Óòâåðæäåíèå 3. Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåãó-

ëÿðíîé ïàðàìåòðèçàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ òà æå 2-ôîðìà ω èìååò
äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå

ω = T ′23 dz
2 ∧ dz3 + T ′31 dz

3 ∧ dz1 + T ′12 dz
1 ∧ dz2,
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êîòîðîå ñâÿçàíî ñ èñõîäíûì ïðåäñòàâëåíèåì òåíçîðíûì çàêîíîì

T ′ij =
∂xk

∂zi
∂xl

∂zj
Tkl.

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äèôôåðåíöèàë, âû÷èñëåííûé â íîâûõ
êîîðäèíàòàõ, ñîâïàäàåò ñ äèôôåðåíöèàëîì, âû÷èñëåííûì â èñ-
õîäíûõ êîîðäèíàòàõ, ò.å.

dT ′ij ∧ dzi ∧ dzj = dTkl ∧ dxk ∧ dxl.

À ýòî ðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì:

dT ′ij ∧ dzi ∧ dzj = d

(
∂xk

∂zi
∂xl

∂zj
Tkl

)
∧ dzi ∧ dzj =

= dTkl∧
∂xk

∂zi
dzi∧∂x

l

∂zj
dzj+Tkl d

(
∂xk

∂zi
∂xl

∂zj

)
∧dzi∧dzj = dTkl∧dxk∧dxl.

Óïðàæíåíèå 1. Âîññòàíîâèòå ïðîïóùåííûå âûêëàäêè â ýòîì
äîêàçàòåëüñòâå.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ ôóíêöèè íà 1-ôîðìó:

d(fω) = df ∧ ω + f dω.

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ äâóõ 1-ôîðì:

d(θ ∧ ω) = dθ ∧ ω − θ ∧ dω.

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèàë 1-ôîðìû ω ñîâ-
ïàäàåò ñ 2-ôîðìîé:

dω =

(
∂T3
∂x2
− ∂T2
∂x3

)
dx2 ∧ dx3 +

(
∂T1
∂x3
− ∂T3
∂x1

)
dx3 ∧ dx1+

+

(
∂T2
∂x1
− ∂T1
∂x2

)
dx1 ∧ dx2.
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Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèàë 2-ôîðìû ω ñîâ-
ïàäàåò ñ 3-ôîðìîé:

dω =

(
∂T23
∂x1

+
∂T31
∂x2

+
∂T12
∂x3

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

Ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ p-ôîðì íà A ïðèíÿòî îáî-
çíà÷àòü ñèìâîëîì Ωp(A). Ðàäè åäèíîîáðàçèÿ ìíîæåñòâî âñåõ
ãëàäêèõ ôóíêöèé íàA ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Ω0(A). Îïðå-
äåëåííûå âûøå òðè äèôôåðåíöèàëà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âû-
ñòðàèâàþòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

Ω0(A)
d−→ Ω1(A)

d−→ Ω2(A)
d−→ Ω3(A).

Óïðàæíåíèå 6.Äîêàæèòå, ÷òî äâàæäû âçÿòàÿ îïåðàöèÿ âíåø-
íåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äàåò òîæäåñòâåííûé íóëü: d ◦ d = 0.

�5. Îïåðàöèè âåêòîðíîãî àíàëèçà

Íàïîìíèì [1], ÷òî â òðåõìåðíîì îðèåíòèðîâàííîì åâêëèäîâîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V îïðåäåëåíû òðè åñòåñòâåííûõ èçî-
ìîðôèçìà

λ1 : V → Λ1(V ), λ2 : V → Λ2(V ), λ3 : R→ Λ3(V ).

Îòîáðàæåíèå λ1 ïåðåâîäèò âåêòîð â êîâåêòîð (îïóñêàåò èíäåêñ),
îòîáðàæåíèå λ2 ïåðåâîäèò âåêòîð â 2-ôîðìó (âû÷èñëÿåò ïîòîê),
îòîáðàæåíèå λ3 ïåðåâîäèò ÷èñëî â 3-ôîðìó (óìíîæàåò ÷èñëî íà
ýëåìåíò îáúåìà). Êàê ñëåäñòâèå, â òðåõìåðíîì îðèåíòèðîâàííîì
åâêëèäîâîì òî÷å÷íîì ïðîñòðàíñòâå A âîçíèêàþò åñòåñòâåííûå
ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó òåíçîðíûìè ïîëÿìè:

λ1 : D(A)→ Ω1(A), λ2 : D(A)→ Ω2(A), λ3 : Ω0(A)→ Ω3(A),

ãäå D(A) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé íà A. Ïðèìåíåíèå îòîáðàæåíèé λ1, λ2 ê âåêòîðíîìó ïîëþ
u ∈ D(A) îçíà÷àåò ïðèìåíåíèå ýòèõ îòîáðàæåíèé ê çíà÷åíèþ
ïîëÿ uA ∈ V â êàæäîé òî÷êå A ∈ A. Ïðèìåíåíèå îòîáðàæåíèÿ
λ3 ê ôóíêöèè f ∈ Ω0(A) ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè f(A) ∈ R íà ýëåìåíò îáúåìà ïðîñòðàíñòâà V â êàæäîé òî÷êå
A ∈ A. Ïåðå÷èñëåííûå ñîîòâåòñòâèÿ âìåñòå ñ òðåìÿ äèôôåðåí-
öèàëàìè, îïðåäåëåííûìè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ïîðîæäàþò
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òðè îïåðàöèè âåêòîðíîãî àíàëèçà: ãðàäèåíò, ðîòîð è äèâåðãåí-
öèþ. Â ñàìîì äåëå, ñîñòàâèì äèàãðàììó

Ω0(A)
d−→ Ω1(A)

d−→ Ω2(A)
d−→ Ω3(A)

↑ id ↑ λ1 ↑ λ2 ↑ λ3
Ω0(A)

grad−→ D(A)
rot−→ D(A)

div−→ Ω0(A)

è îïðåäåëèì îïåðàöèè â íèæíåì ðÿäó òàê, ÷òîáû ýòà äèàãðàììà
ñòàëà êîììóòàòèâíîé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ãðàäèåíòîì ãëàäêîé ôóíêöèè f ∈ Ω0(A) íà-
çûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå grad f ∈ D(A) òàêîå, ÷òî

df = λ1(grad f).

Îïðåäåëåíèå 2. Ðîòîðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ u ∈ D(A) íàçûâà-
åòñÿ äðóãîå âåêòîðíîå ïîëå rotu ∈ D(A) òàêîå, ÷òî

dλ1(u) = λ2(rotu).

Îïðåäåëåíèå 3. Äèâåðãåíöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ u ∈ D(A) íà-
çûâàåòñÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ divu ∈ Ω0(A) òàêàÿ, ÷òî

dλ2(u) = λ3(divu).

Óïðàæíåíèå 1.Äîêàæèòå òîæäåñòâà rot grad f = 0 è div rotu =
0.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèÿ

grad(fg) = f grad g + g grad f,

rot(fu) = f rotu + grad f × u,

div(fu) = f divu + grad f · u.

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî div(u× v) = v rotu− u rotv.

Âñå òðè îïåðàöèè îïðåäåëåíû èíâàðèàíòíî, íî â êàæäîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò èõ çàïèñü èìååò ñâîé îñîáûé âèä. Íàèáîëåå ïðîñòóþ
ôîðìó îíè ïðåîáðåòàþò â òàê íàçûâàåìûõ òðèîðòîãîíàëüíûõ

êîîðäèíàòàõ, ò.å. â òàêèõ êîîðäèíàòàõ x1, x2, x3, ÷òî ñîïðîâîæ-
äàþùèé áàçèñ

ei =
∂r

∂xi
(i = 1, 2, 3)
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ïðîñòðàíñòâà V â êàæäîé òî÷êå A ∈ A ÿâëÿåòñÿ òðèîðòîãîíàëü-
íûì, ò.å.

ei · ej = 0 (i 6= j).

Ïðè ýòîì äëèíû áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ò.å. êîýôôèöèåíòû Ëàìå

Hi = |ei| (i = 1, 2, 3),

âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò çàâèñåòü îò x1, x2, x3. Äëÿ òàêèõ êîîðäèíàò
ëåãêî óêàçàòü ÿâíûå âû÷èñëèòåëüíûå ôîðìóëû.

Ãðàäèåíò. Íàïîìíèì [1], ÷òî èçîìîðôèçì λ1 ñîïîñòàâëÿåò âåê-
òîðíîìó ïîëþ

u = u1e1 + u2e2 + u3e3

äèôôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó

λ1(u) = T1dx
1 + T2dx

2 + T3dx
3

ñ êîìïîíåíòàìè

T1 = H2
1u

1, T2 = H2
2u

2, T3 = H2
3u

3.

Îáðàùåíèå ýòîãî èçîìîðôèçìà ñâîäèòñÿ ê äåëåíèþ íà êâàäðàòû
÷èñåë Ëàìå. Ýòîò ôàêò âìåñòå ñ âûðàæåíèåì äëÿ äèôôåðåíöè-
àëà ôóíêöèè f

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 +

∂f

∂x3
dx3

ïðèâîäèò ê ÿâíîé ôîðìóëå

grad f = λ−11 (df) =
1

H2
1

∂f

∂x1
e1 +

1

H2
2

∂f

∂x2
e2 +

1

H2
3

∂f

∂x3
e3.

Ðîòîð. Èçîìîðôèçì λ2 ñîïîñòàâëÿåò âåêòîðíîìó ïîëþ

u = u1e1 + u2e2 + u3e3

äèôôåðåíöèàëüíóþ 2-ôîðìó

λ2(u) = T23dx
2 ∧ dx3 + T31dx

3 ∧ dx1 + T12dx
1 ∧ dx2

ñ êîìïîíåíòàìè

T23 = H1H2H3u
1, T31 = H1H2H3u

2, T12 = H1H2H3u
3.
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Îáðàùåíèå ýòîãî èçîìîðôèçìà ñâîäèòñÿ ê äåëåíèþ íà ïðîèçâå-
äåíèå ÷èñåë Ëàìå. Ýòîò ôàêò âìåñòå ñ âûðàæåíèåì äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëà 1-ôîðìû λ1(u)

dλ1(u) =

(
∂T3
∂x2
− ∂T2
∂x3

)
dx2 ∧ dx3 +

(
∂T1
∂x3
− ∂T3
∂x1

)
dx3 ∧ dx1+

+

(
∂T2
∂x1
− ∂T1
∂x2

)
dx1 ∧ dx2

ïðèâîäèò ê ÿâíîé ôîðìóëå

rotu = λ−12 (dλ1(u)) =
1

H1H2H3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

∂

∂x1
∂

∂x2
∂

∂x3

H2
1u

1 H2
2u

2 H2
3u

3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Äèâåðãåíöèÿ.Èçîìîðôèçì λ3 ñîïîñòàâëÿåò ôóíêöèè f(x1, x2, x3)
äèôôåðåíöèàëüíóþ 3-ôîðìó

λ3(f) = H1H2H3fdx
1 ∧ dx2 ∧ dx3.

Îáðàùåíèå ýòîãî èçîìîðôèçìà ñâîäèòñÿ ê äåëåíèþ íà ïðîèçâå-
äåíèå ÷èñåë Ëàìå. Ýòîò ôàêò âìåñòå ñ âûðàæåíèåì äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëà 2-ôîðìû λ2(u)

dλ2(u) =

(
∂T23
∂x1

+
∂T31
∂x2

+
∂T12
∂x3

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

ïðèâîäèò ê ÿâíîé ôîðìóëå

divu = λ−13 (dλ2(u)) =
1

H1H2H3

3∑
i=1

∂

∂xi
(
H1H2H3 u

i
)
.

Çàìå÷àíèå 1. Äåêàðòîâû, öèëèíäðè÷åñêèå è ñôåðè÷åñêèå êî-
îðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ òðèîðòîãîíàëüíûìè. Êîýôôèöèåíòû Ëàìå
äàþòñÿ ôîðìóëàìè:
Hx = Hy = Hz = 1 â äåêàðòîâîì ñëó÷àå,
Hr = 1, Hϕ = r, Hz = 1 â öèëèíäðè÷åñêîì ñëó÷àå,
HR = 1, Hϕ = R cos θ, Hθ = R â ñôåðè÷åñêîì ñëó÷àå.
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Çàìå÷àíèå 2. Íà ïðàêòèêå âìåñòî ñàìîãî òðèîðòîãîíàëüíîãî
ñîïðîâîæäàþùåãî áàçèñà e1, e2, e3 îáû÷íî èñïîëüçóþò íîðìèðî-
âàííûé áàçèñ

ni =
ei
Hi

(i = 1, 2, 3).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî êîìïîíåíòû âñÿêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ èçìåðÿþò
èìåííî â ýòîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, ò.å.

u = u1n1 + u2n2 + u3n3.

Ïðè ýòîì íîâàÿ êîìïîíåíòà ui ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåæíåé êîìïî-
íåíòû ui äîìíîæåíèåì íà êîýôôèöèåíò Ëàìå Hi.

Óïðàæíåíèå 4. Íàéäèòå âû÷èñëèòåëüíûå ôîðìóëû äëÿ ãðà-
äèåíòà, ðîòîðà è äèâåðãåíöèè â òðèîðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ
ïðè óñëîâèè, ÷òî êîìïîíåíòû âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé èçìåðÿþòñÿ
â íîðìèðîâàííîì ñîïðîâîæäàþùåì áàçèñå n1,n2,n3.

�6. Èíâàðèàíòíûé âèä óðàâíåíèé ãèäðîìåõàíèêè

Òåíçîðû è îïåðàöèè âåêòîðíîãî àíàëèçà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðîâ ìû ïðèâîäèì äâà ïðîñòåéøèõ óðàâíåíèÿ ãèäðîìåõàíèêè:
óðàâíåíèå íåñæèìàåìîñòè è óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ óñòàíîâèâ-
øèõñÿ òå÷åíèé èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ïóñòü æèäêîñòü çàïîëíÿåò
íåêîòîðóþ îáëàñòü åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà A. Â êàæäîé òî÷êå
A ýòîé îáëàñòè ìîæíî èçìåðèòü ñëåäóþùèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè.

• Âåêòîð fA âíåøíåé ñèëû (íàïðèìåð, ñèëû òÿæåñòè), äåé-
ñòâóþùåé íà æèäêóþ ÷àñòèöó åäèíè÷íîé ìàññû â òî÷êå A.

• Âåêòîð uA ñêîðîñòè òå÷åíèÿ æèäêîñòè â òî÷êå A.

• Äàâëåíèå pA æèäêîñòè â òî÷êå A.

• Ïëîòíîñòü ρA æèäêîñòè â òî÷êå A.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîé ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè
îïðåäåëåíû âåêòîðíûå ïîëÿ f è u, à òàêæå ñêàëÿðíûå ïîëÿ p è
ρ. Îíè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé óðàâíåíèåì íåñæèìàåìîñòè

divu = 0
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è óðàâíåíèåì Ýéëåðà (â ôîðìå Ãðîìåêè�Ëýìáà)

grad

(
u2

2

)
− u× rotu = f − 1

ρ
grad p.

Ñòîèò ñðàçó æå îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî â óêàçàííîé çàïè-
ñè îáîèõ óðàâíåíèé íå ïðèíèìàåò ó÷àñòèÿ íèêàêàÿ âûäåëåííàÿ
êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà. Óðàâíåíèÿ ñîñòàâëåíû ñ ïîìîùüþ èí-
âàðèàíòíî îïðåäåëåííûõ îïåðàöèé âåêòîðíîé àëãåáðû (ñêàëÿð-
íîå è âåêòîðíîå óìíîæåíèå) è âåêòîðíîãî àíàëèçà (ãðàäèåíò,
ðîòîð, äèâåðãåíöèÿ). Êîíå÷íî, ðàñ÷åò êàæäîãî êîíêðåòíîãî òå-
÷åíèÿ ñëåäóåò íà÷èíàòü ñ âûáîðà òåõ èëè èíûõ êîîðäèíàò. Ýòîò
âûáîð äèêòóåòñÿ ñïåöèôèêîé çàäà÷è. Â �7 ìû ðàçáåðåì èëëþ-
ñòðàòèâíûé ïðèìåð, â êîòîðîì óäà÷íûé âûáîð êîîðäèíàò ïîçâî-
ëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíîå îïèñàíèå èññëåäóåìîãî òå÷åíèÿ. Çäåñü ìû
íàìåòèì âûâîä ïðèâåäåííûõ óðàâíåíèé è îïèøåì êîíñòðóêöèþ,
ïîçâîëÿþùóþ ñòðîèòü èõ ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó æèäêîñòè îáúåìà τ âîêðóã òî÷êè A. Çà ìà-
ëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè t îíà ïåðåìåñòèòñÿ âäîëü âåêòîðíîãî
ïîëÿ u â íîâîå ïîëîæåíèå è áóäåò èìåòü îáúåì τ ′. Ìîæíî ïî-
êàçàòü (ñì. [3]), ÷òî äèâåðãåíöèÿ ïîëÿ u â òî÷êå A ñîâïàäàåò ñî
ñêîðîñòüþ îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ æèäêîñòè â ýòîé òî÷êå, ò.å.

divu = lim
τ→0
t→0

τ ′ − τ
tτ

.

Ïî îïðåäåëåíèþ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè τ ′ = τ , à ñëåäîâàòåëüíî
divu = 0.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ çàïèñüþ âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà.
×òîáû ïîÿñíèòü ýòî, ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå äåêàðòîâû êîîðäè-
íàòû x1, x2, x3 è îáîçíà÷èì ÷åðåç (u1, u2, u3) è (f1, f2, f3) êîìïî-
íåíòû âåêòîðíûõ ïîëåé u è f â ýòèõ êîîðäèíàòàõ.

Óïðàæíåíèå 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî óðàâíåíèå Ýéëåðà ðàâíîñèëü-
íî ñèñòåìå èç òðåõ óðàâíåíèé

ρuk
∂ui
∂xk

= ρfi −
∂p

∂xi
, i = 1, 2, 3.

Ïóñòü x1(t), x2(t), x3(t) � êîîðäèíàòû ÷àñòèöû æèäêîñòè îáúåìà
τ â ìîìåíò âðåìåíè t. Òîãäà i-ÿ êîìïîíîíåíòà âåêòîðà a óñêîðå-
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íèÿ ÷àñòèöû åñòü

ai =
dui
dt

=
∂ui
∂xk

dxk

dt
=
∂ui
∂xk

uk.

Èç óïðàæíåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå Ýéëåðà ðàâíîñèëüíî
ðàâåíñòâó

ρa = ρf − grad p.

Äîìíîæàÿ îáå åãî ÷àñòè íà τ , ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Íüþòîíà

ma = F,

ãäå m = τρ åñòü ìàññà æèäêîé ÷àñòèöû, à F = mf − τ grad p åñòü
ðàâíîäåéñòâóþùàÿ âíåøíåé ñèëû mf è ñèëû −τ grad p äàâëåíèÿ
íà ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû æèäêîñòè. Ñòðóêòóðà ñèëû F îòðàæàåò
ñëåäóþùèé ôàêò: óðàâíåíèå Ýéëåðà ìîäåëèðóåò äèíàìèêó èäå-
àëüíîé æèäêîñòè, ò.å. æèäêîñòè, ëèøåííîé âíóòðåííåãî òðåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 2. Çàïèøèòå óðàâíåíèå Ýéëåðà â ñôåðè÷åñêèõ è
öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

Ðàññìîòðèì æèäêîñòü ñ çàäàííîé ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ ρ, íà-
õîäÿùóþñÿ â çàäàííîì ïîòåíöèàëüíîì ñèëîâîì ïîëå f = − gradF .
Äëÿ òàêîé æèäêîñòè èñêîìûìè ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíîå ïîëå u è
ñêàëÿðíîå ïîëå p, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå, ñîñòàâëåí-
íîé èç óðàâíåíèÿ íåñæèìàåìîñòè è óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. ×àñòíûå
ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ôîðìóë:

u = gradU, p+
ρu2

2
+ ρF = const .

Ïåðâàÿ ôîðìóëà âûðàæàåò âåêòîðíîå ïîëå u ÷åðåç ñêàëÿðíîå
ïîëå U , íàçûâàåìîå ïîòåíöèàëîì ñêîðîñòåé. Âòîðàÿ ôîðìóëà,
íàçûâàåìàÿ èíòåãðàëîì Ýéëåðà-Áåðíóëëè, ïîçâîëÿåò âûðàçèòü
äàâëåíèå p ÷åðåç ïëîòíîñòü ρ, ïîòåíöèàë F ñèëû f è ñêàëÿðíûé
êâàäðàò ñêîðîñòè u.

Óïðàæíåíèå 3.Ëàïëàñèàíîì íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð ∆ = div grad.
Ïðîâåðüòå, ÷òî óêàçàííûå ôîðìóëû îïðåäåëÿþò ðåøåíèå ñèñòå-
ìû èç óðàâíåíèÿ íåñæèìàåìîñòè è óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîòåíöèàë U ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-
öèåé, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆U = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè ïîðîæäàþò ðåøåíèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé ãèäðîìåõàíèêè ñ ïîìîùüþ ïðîñòîé ÿâíîé
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êîíñòðóêöèè. Â �7 ìû ïðèìåíèì ýòó êîíñòðóêöèþ ê çàäà÷å îá-
òåêàíèÿ ñôåðû.

Óïðàæíåíèå 4. Ïðîâåðüòå, ÷òî â ëþáûõ òðèîðòîãîíàëüíûõ
êîîðäèíàòàõ x1, x2, x3, ëàïëàñèàí âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

∆U =
1

H1H2H3

3∑
i=1

∂

∂xi

(
H1H2H3

H2
i

∂U

∂xi

)
.

�7. Îáòåêàíèå ñôåðû èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé

æèäêîñòüþ

Çäåñü ðåøàåòñÿ çàäà÷à îáòåêàíèÿ íåïîäâèæíîé ñôåðû ðàäèóñà
R0 ïîòîêîì æèäêîñòè ñ çàäàííîé ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ ρ â
îòñóòñòâèå âíåøíåãî ñèëîâîãî ïîëÿ, ò.å. f = 0. Â ýòîé çàäà÷å
òðåáóåòñÿ íàéòè âåêòîðíîå ïîëå u è ñêàëÿðíîå ïîëå p, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå, ñîñòàâëåííîé èç óðàâíåíèÿ íåñæèìàå-
ìîñòè è óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. Ïðè ýòîì íà áåñêîíå÷íîñòè çíà÷åíèå
ïîëÿ u äîëæíî ðàâíÿòüñÿ çàäàííîìó âåêòîðó ñêîðîñòè íàáåãà-
þùåãî ïîòîêà u∞, à íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû íîðìàëüíàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ ïîëÿ u äîëæíà áûòü íóëåâîé (óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ
ñôåðû). Êðîìå òîãî íà áåñêîíå÷íîñòè äàâëåíèå p äîëæíî ñîâ-
ïàäàòü ñ çàäàííîé âåëè÷èíîé p∞. Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
íàéäåì ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé â �6 êîíñòðóêöèè, ïðèâîäÿùåé ê
óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, è âû÷èñëèòåëüíîé ôîðìóëû äëÿ ëàïëàñèà-
íà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ R,ϕ, θ (ñì. �6, óïðàæíåíèå 4):

∆U =
1

R2 cos θ

[
∂

∂R

(
R2 cos θ

∂U

∂R

)
+

∂

∂ϕ

(
1

cos θ

∂U

∂ϕ

)
+

+
∂

∂θ

(
cos θ

∂U

∂θ

)]
.

Ðàñïîëîæèì íà÷àëî ñôåðè÷åñêîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû â öåí-
òðå îáòåêàåìîé ñôåðû, ïëîñêîñòü ýêâàòîðà θ = 0 ïðîâåäåì ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó u∞. Ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè ïîäñêàçû-
âàþò, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå êîîðäèíàò ïîòåíöèàë U íå äîëæåí
çàâèñåòü îò ϕ, ò.å. U = U(R, θ). Íà ñàìîì äåëå ïîòåíöèàë íàé-
äåòñÿ â åùå áîëåå óçêîì êëàññå ôóíêöèé, êîòîðûå èìåþò âèä

U = Q(R) sin θ.
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå Ëàïëàñà ∆U = 0, ïðè-
õîäèì ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

R2Q′′ + 2RQ′ − 2Q = 0.

Åãî ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ñòåïåííûå ôóíêöèè Rk ïðè
k = 1,−2. Ïîýòîìó åãî îáùåå ðåøåíèå åñòü Q(R) = c1R+ c2R

−2.
À ñëåäîâàòåëüíî

U =
(
c1R +

c2
R2

)
sin θ.

Ïîñòîÿííûå c1 è c2 îïðåäåëÿåì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Äëÿ ýòîãî
çàïèøåì ïîëå ñêîðîñòåé u = gradU â íîðìèðîâàííîì ñîïðîâîæ-
äàþùåì áàçèñå (ñì. óïðàæíåíèå 4 ïàðàãðàôà 5):

u =
∂U

∂R
nR +

1

R cos θ

∂U

∂ϕ
nϕ +

1

R

∂U

∂θ
nθ =

=
(
c1 − 2

c2
R3

)
sin θ nR +

(
c1 +

c2
R3

)
cos θ nθ.

Óñòðåìëÿÿ â ýòîì ðàâåíñòâå R ê áåñêîíå÷íîñòè, íàõîäèì

lim
R→∞

u = c1 (sin θ nR + cos θ nθ) .

Çàìå÷àÿ, ÷òî åäèíè÷íûé âåêòîð sin θ nR + cos θ nθ êîëëèíåàðåí
âåêòîðó u∞, è ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè

lim
R→∞

u = u∞,

ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ïåðâîé ïîñòîÿííîé

c1 = u∞,

ãäå u∞ åñòü äëèíà âåêòîðà u∞. Çíà÷åíèå âòîðîé ïîñòîÿííîé
îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ ñôåðû. Äåéñòâèòåëüíî,
ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà

∂U

∂R
=
(
c1 − 2

c2
R3

)
sin θ

ïîëÿ u íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû ñîâïàäàåò ñ íîðìàëüíîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé, êîòîðàÿ ïî óñëîâèþ íåïðîòåêàíèÿ ðàâíà íóëþ. Îòñþäà
íàõîäèì

c2 =
1

2
c1R

3
0 =

1

2
u∞R

3
0.
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Òàêèì îáðàçîì, îáòåêàþùèé ñôåðó ïîòîê èìååò ïîòåíöèàë ñêî-
ðîñòåé

U = u∞

(
R +

R3
0

2R2

)
sin θ.

Äàâëåíèå p âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêîðîñòü u = gradU ñ ïîìîùüþ
èíòåãðàëà Áåðíóëëè

p+
ρu2

2
= const .

Çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé const îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé íà áåñêî-
íå÷íîñòè.

Óïðàæíåíèå 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî íà ñôåðå ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
äàåòñÿ ôîðìóëîé

u =
3

2
u∞ cos θ nθ.

Â ÷àñòíîñòè, âåêòîðíîå ïîëå u êàñàåòñÿ ìåðèäèàíîâ ñôåðû, íà
ïîëþñàõ ñôåðû ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðàâíà íóëþ, à íà ýêâàòîðå îíà
â ïîëòîðà ðàçà áîëüøå ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà.

Óïðàæíåíèå 2. Ïðîâåðüòå, ÷òî íà ñôåðå äàâëåíèå äàåòñÿ ôîð-
ìóëîé

p = p∞ +

(
1− 9

4
cos2 θ

)
ρu2∞

2
.

Â ÷àñòíîñòè, â äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ äàâëå-
íèå îäèíàêîâî.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë äàâ-
ëåíèÿ ïîòîêà íà ñôåðó ðàâíà íóëþ. Èíûìè ñëîâàìè, ñôåðà íå
ñîïðîòèâëÿåòñÿ íàáåãàþùåìó íà íåå îäíîðîäíîìó íà áåñêîíå÷-
íîñòè ïîòîêó èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Â ýòîì çàêëþ-
÷àåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé èçâåñòíîãî â ãèäðîìåõàíèêå ïàðàäîêñà
Äàëàìáåðà (ñì. [3]).
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