
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Êàôåäðà Âûñøåé ãåîìåòðèè

Â. Ñ. Êàëüíèöêèé, Þ. Ð. Ðîìàíîâñêèé, À. À. Ñîëûíèí,

Ì. Þ. Íèêàíîðîâà, Ä. Þ. Âîëêîâ

Îñíîâû òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå
Äèñöèïëèíà [051246]

"Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ è òåíçîðíûé àíàëèç"
ïî ñïåöèàëüíîñòè 03.05.01 Àñòðîíîìèÿ

ó÷åáíûé ïëàí ðåã. � 19/5012/1

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã
2020



ÓÄÊ 514
Â. Ñ. Êàëüíèöêèé, Þ. Ð. Ðîìàíîâñêèé, À. À. Ñîëûíèí,
Ì. Þ. Íèêàíîðîâà, Ä. Þ. Âîëêîâ
Îñíîâû òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ. - ÑÏá., 2020. - Ñ. 31.

Ðåöåíçåíò: äîöåíò, ê.ô.-ì.í. Ìàñëîâà Þëèÿ Âàëåðüåâíà

Ïå÷àòàåòñÿ ïî ðåêîìåíäàöèè ÓÌÊ ïî ÓÃÑÍ 03.00.00 Ôèçèêà

è àñòðîíîìèÿ

îò 28 ÿíâàðÿ 2020 ãîäà

Äàííîå ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ââåäå-
íèåì â àëãåáðàè÷åñêóþ òåîðèþ òåíçîðîâ. Îíî âêëþ÷àåò âåêòîð-
íóþ àëãåáðó, ïîíÿòèå òåíçîðà è ðÿä ñîäåðæàòåëüíûõ ïðèìåðîâ,
îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íàä òåíçîðàìè, âíåøíþþ àë-
ãåáðó êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ, îòîæäåñòâëåíèÿ òåíçîðîâ
ðàçíîãî òèïà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ê êàæäîìó ðàçäåëó
ïðèâîäÿòñÿ óïðàæíåíèÿ äëÿ çàêðåïëåíèÿ ìàòåðèàëà.

Ïîñîáèå ðàññ÷èòàíî íà ñòóäåíòîâ òðåòüåãî êóðñà, îáó÷àþùèõ-
ñÿ ïî îñíîâíîé îáðàçîâàòåëüíîé ïðîãðàììå âûñøåãî îáðàçîâà-
íèÿ ñïåöèàëèòåòà "Àñòðîíîìèÿ".



ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ

Ââåäåíèå. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4

�1. Ýëåìåíòû âåêòîðíîé àëãåáðû. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .5

�2. Âåêòîðû è êîâåêòîðû. Çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò 11

�3. Ïîíÿòèå òåíçîðà òèïà (p, q). Ïðèìåðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

�4. Ïîëèëèíåéíûå ôóíêöèè è êîâàðèàíòíûå òåíçîðû . . . . . . . .17

�5. Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íàä òåíçîðàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

�6. Âíåøíèå ôîðìû è êîñîñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû . . . . . . . . . 24

�7. Åñòåñòâåííûå èçîìîðôèçìû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå . 28

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3



Ââåäåíèå

Ôèçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå âåëè÷èíû ïðåäñòàâëÿþòñÿ íàì â
âèäå íåêîòîðîãî íàáîðà ÷èñëîâûõ êîìïîíåíò. Ýòè êîìïîíåíòû
çàâèñÿò îò òîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, êîòîðóþ âûáðàë èññëåäîâà-
òåëü. Îäíàêî ñàìè ôèçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå âåëè÷èíû èìå-
þò áåñêîîðäèíàòíûé ñìûñë è íèêàê íå çàâèñÿò îò ýòîãî âûáîðà.
Îïèñàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïðåäñòàâëå-
íèÿìè îäíîé è òîé æå âåëè÷èíû â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîîð-
äèíàò è îçíà÷àåò îïèñàòü ñàìó âåëè÷èíó. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåî-
ðèÿ, èçó÷àþùàÿ òàêîãî ðîäà âåëè÷èíû è ñâÿçè, íàçûâàåòñÿ òåí-
çîðíûì èñ÷èñëåíèåì. À âåëè÷èíû, âîçíèêàþùèå â ýòîé òåîðèè,
íàçûâàþòñÿ òåíçîðàìè. Ñàìûì ïðîñòûì è íàãëÿäíûì ïðèìå-
ðîì òåíçîðà ÿâëÿåòñÿ âåêòîð, áåñêîîðäèíàòíûì îáðàçîì êîòî-
ðîãî ñëóæèò íàïðàâëåííûé îòðåçîê èëè ñòðåëêà. Âûáîð ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò äàåò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü âåêòîð ÷èñëîâûì
ñòîëáöîì. Âûáîð æå èíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðèâåäåò ê ñòîëá-
öó ñ èíûìè êîìïîíåíòàìè, õîòÿ ñàì âåêòîð íèêàê íå èçìåíèëñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð � ýòî íå ñòîëáåö ÷èñåë, à áåñêîíå÷íàÿ
ñîâîêóïíîñòü ñòîëáöîâ, îòâå÷àþùèõ ðàçíûì ñèñòåìàì êîîðäè-
íàò. Âñå ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñïåöèàëüíûì
ïðàâèëîì, êîòîðîå è îòðàæàåò ñóùíîñòü âåëè÷èíû, íàçûâàåìîé
âåêòîðîì.

Èñòîðè÷åñêè âîçíèêíîâåíèå òåíçîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ áûëî ïîäãî-
òîâëåíî â XIX âåêå ðàçâèòèåì òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ êâàä-
ðàòè÷íûõ ôîðì ïîâåðõíîñòåé (Ê. Ãàóññ) è ãåîìåòðèè ìíîãîìåð-
íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (Á. Ðèìàí). Â ñîâðåìåííîé ôîðìå
òåíçîðíîå èñ÷èñëåíèå ïîÿâëÿåòñÿ â ðàáîòàõ èòàëüÿíñêîãî ìàòå-
ìàòèêà Ã. Ðè÷÷è-Êóðáàñòðî, îäíàêî øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå
åãî èäåè ïîëó÷èëè ëèøü ïîñëå ïîÿâëåíèÿ îáùåé òåîðèè îòíî-
ñèòåëüíîñòè À. Ýéíøòåéíà (1915-16 ãã.), ìàòåìàòè÷åñêàÿ ÷àñòü
êîòîðîé öåëèêîì îñíîâàíà íà òåíçîðíîì èñ÷èñëåíèè.

Ñóùåñòâóåò íåìàëî êíèã ñ ðàçâåðíóòûì èçëîæåíèåì òåîðèè òåí-
çîðîâ. Àâòîðû ýòîãî êðàòêîãî ïîñîáèÿ ñòàâèëè ïåðåä ñîáîé áî-
ëåå ÷åì ñêðîìíóþ öåëü: íàïîìíèòü îñíîâíûå êîíñòðóêöèè âåê-
òîðíîé àëãåáðû, ââåñòè ïîíÿòèå òåíçîðà, ñíàáäèòü åãî ñîäåð-
æàòåëüíûìè ïðèìåðàìè, îïðåäåëèòü îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå
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îïåðàöèè íàä òåíçîðàìè, çàäàòü ñòðóêòóðó âíåøíåé àëãåáðû íà
ìíîæåñòâå êîñîñèììåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ, îïèñàòü åñòåñòâåííûå
îòîæäåñòâëåíèÿ òåíçîðîâ ðàçíîãî òèïà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Çíàêîìñòâî ñ ýòèì ìàòåðèàëîì äàåò ëèøü ñàìîå ïåðâîå
ïðåäñòàâëåíèå î ïðåäìåòå è ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ðàáîòû
ñ óãëóáëåííîé ëèòåðàòóðîé.

Ïîñîáèå âîçíèêëî â ïðîöåññå ïîäãîòîâêè ëåêöèé è ñåìèíàðñêèõ
çàíÿòèé äëÿ ñòóäåíòîâ àñòðîíîìîâ 3-ãî ãîäà îáó÷åíèÿ ÑÏáÃÓ.
Ìàòåðèàë ïîñîáèÿ âîøåë â ñîñòàâ îáÿçàòåëüíîãî êóðñà äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òåíçîðíîãî àíàëèçà, ÷èòàâøåãîñÿ â
îñåííåì ñåìåñòðå ñ 2018 ãîäà. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ãëàâíàÿ
÷àñòü ýòîãî ìàòåðèàëà ìîæåò áûòü èçëîæåíà ïðèìåðíî â òðåõ
ëåêöèÿõ. Îòáîð ìàòåðèàëà áûë ïðîäèêòîâàí æåëàíèåì, íå ïî-
ãðóæàÿñü â ìàññó ïîäðîáíîñòåé, îñâåòèòü àëãåáðàè÷åñêèå òåí-
çîðíûå êîíñòðóêöèè. Îñâîåíèå ýòèõ êîíñòðóêöèé ñïîñîáñòâóåò
ðàçâèòèþ áåñêîîðäèíàòíîãî âçãëÿäà íà óðàâíåíèÿ, îáëåã÷àåò çà-
ïèñü óðàâíåíèé â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ, à âìåñòå ñ äèô-
ôåðåíöèàëüíûì èñ÷èñëåíèåì òåíçîðîâ ïîçâîëÿåò ñîñòàâëÿòü ïî-
äîáíûå óðàâíåíèÿ â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå.

�1. Ýëåìåíòû âåêòîðíîé àëãåáðû

Èçëîæåíèå êóðñà òåíçîðíîé àëãåáðû îñíîâàíî íà òàêèõ ïîíÿòè-
ÿõ êàê âåêòîð, âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è åâêëèäîâî âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî. Õîòÿ ýòè ïîíÿòèÿ è ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì äåòàëü-
íîãî èçó÷åíèÿ â êóðñàõ àëãåáðû è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ìû
ïîçâîëèëè ñåáå êîðîòêî íàïîìíèòü èõ çäåñü. Ñ îäíîé ñòîðîíû,
ýòî äåëàåò èçëîæåíèå áîëåå çàìêíóòûì. À ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî
ïîçâîëÿåò íà÷àòü ñ îáñóæäåíèÿ ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ, ìîòèâè-
ðóþùèõ îáùåå ïîíÿòèå òåíçîðà. Òàêèå ìîòèâèðîâêè îñîáåííî
âàæíû äëÿ íà÷èíàþùèõ, íà êîòîðûõ è ðàññ÷èòàíî äàííîå ïîñî-
áèå.

Âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ò.å.
ìíîæåñòâà V , íà êîòîðîì çàäàíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíî-

æåíèÿ íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì
åñòåñòâåííûì ñâîéñòâàì:

1o v1 + v2 = v2 + v1 ∀ v1,v2 ∈ V ;
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2o (v1 + v2) + v3 = v1 + (v2 + v3) ∀ v1,v2,v3 ∈ V ;
3o ñóùåñòâóåò âåêòîð 0 ∈ V òàêîé, ÷òî v + 0 = v ∀ v ∈ V ;
4o ∀ v ∈ V ñóùåñòâóåò âåêòîð −v ∈ V òàêîé, ÷òî v+(−v) = 0;

5o c(v1 + v2) = cv1 + cv2 ∀ c ∈ R è ∀ v1,v2 ∈ V ;
6o c1(c2v) = (c1c2)v ∀ v ∈ V è ∀ c1, c2 ∈ R;
7o (c1 + c2)v = c1v + c2v ∀ v ∈ V è ∀ c1, c2 ∈ R;
8o 1v = v ∀ v ∈ V .

Â ìàòåìàòèêå è åå ïðèìåíåíèÿõ èìååòñÿ ìíîãî ñîäåðæàòåëüíûõ
ïðèìåðîâ ýòîãî îáùåãî ïîíÿòèÿ. ×àñòî îíè âîçíèêàþò êàê ïðî-
ñòðàíñòâà âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà òî÷-
êàõ òîãî èëè èíîãî ìíîæåñòâà. Íà òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ñóùå-
ñòâóþò åñòåñòâåííûå îïåðàöèè (ïîòî÷å÷íîãî) ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ íà ÷èñëî, êîòîðûå, êîíå÷íî æå, îáëàäàþò âñåìè ïåðå÷èñ-
ëåííûìè ñâîéñòâàìè. Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ýòèõ è äðóãèõ
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî èçìåðåíèé èëè ðàçìåð-
íîñòü. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå ýòîé õàðàêòåðèñòèêè îïèðàåòñÿ íà
ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Áàçèñîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé
íàáîð åãî ýëåìåíòîâ òàêèõ, ÷òî ëþáîé âåêòîð ìîæíî îäíîçíà÷íî
ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íîé ñóììû äàííûõ ýëåìåíòîâ, äîìíî-
æåííûõ íà íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ýòè ÷èñëà íàçûâà-
þòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà â äàííîì áàçèñå.

Íå âî âñÿêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò áàçèñ, ñîñòî-
ÿùèé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò,
íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåí-
íîé (ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé). Åñëè æå
áàçèñ êîíå÷íîé äëèíû n ∈ N ñóùåñòâóåò, òî ëþáîé äðóãîé áà-
çèñ òîæå êîíå÷åí è èìååò òó æå äëèíó n, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíî, è ïèøóò dimV = n ∈ N. Ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà. Áîëåå òîãî,
ìû âñþäó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî dimV = 3. Ïðè ýòîì âåêòîðû ìîæ-
íî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê íàïðàâëåííûå îòðåçêè èëè ñòðåëêè,
èñõîäÿùèå èç îäíîé òî÷êè. Ýòà òî÷êà èãðàåò ðîëü âåêòîðíîãî
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íóëÿ 0. Óìíîæåíèå ñòðåëêè íà ÷èñëî ñâîäèòñÿ ê åå ðàñòÿæå-
íèþ, à ñëîæåíèå ñòðåëîê ïðîèçâîäèòñÿ ïî õîðîøî èçâåñòíîìó ñî
øêîëû ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà. ×òî êàñàåòñÿ ñâîéñòâ 1o � 8o,
òî èõ èçíà÷àëüíî íàáëþäàëè â ýòîì ïðèìåðå è çàòåì óæå ïðå-
âðàòèëè â ñïèñîê àêñèîì. Áàçèñ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê
óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó ñòðåëîê, íå ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè.
Ïðåäïîëîæåíèå î òðåõìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñäåëàíî íå òîëü-
êî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèâëå÷ü èíòóèöèþ âìåñòå ñ íàãëÿäíûìè
ãåîìåòðè÷åñêèìè îáðàçàìè. ×àñòü êîíñòðóêöèé, î êîòîðûõ ïîé-
äåò ðå÷ü, âîçìîæíà òîëüêî â ñëó÷àå òðåõ èçìåðåíèé. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, íåìàëî ïîíÿòèé è ìåòîäîâ ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó-
÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Ïîýòîìó ìû ñîâåòóåì ñàìîñòîÿ-
òåëüíî îòìå÷àòü òå ìåñòà, ãäå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìîæíî
ïðåâðàòèòü â ïàðàìåòð, ïðèíèìàþùèé ëþáûå íàòóðàëüíûå çíà-
÷åíèÿ.

Âûáîð áàçèñà e1, e2, e3 â ïðîñòðàíñòâå V ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü
ëþáîé âåêòîð v ∈ V ñ íàáîðîì åãî êîîðäèíàò, ò.å. ÷èñåë v1, v2, v3

òàêèõ, ÷òî

v = v1e1 + v2e2 + v3e3 =
3∑

i=1

viei = viei.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå Ýéíøòåéíà, êîòîðîå ïðåäïîëà-
ãàåò ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó. Ìû áóäåì ñè-
ñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçîâàòü ýòî óäîáíîå îáîçíà÷åíèå íà ïðîòÿ-
æåíèè âñåãî ïîñîáèÿ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ êàæäûé èç èíäåêñîâ ñóì-
ìèðîâàíèÿ áóäåò âîçíèêàòü îäèí ðàç ââåðõó è îäèí ðàç âíèçó.

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâà-
åòñÿ îïåðàöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ ëþáîé ïàðå âåêòîðîâ v1,v2 âå-
ùåñòâåííîå ÷èñëî v1 · v2 è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
ñèììåòðè÷íîñòè

v1 · v2 = v2 · v1 ∀v1,v2 ∈ V,

ëèíåéíîñòè

(c1v1+c2v2)·v = c1(v1·v)+c2(v2·v) ∀ c1, c2 ∈ R è ∀ v,v1,v2 ∈ V ,
ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè

v · v ≥ 0 ∀ v ∈ V,
ãäå ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå v = 0.
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Åâêëèäîâûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ òàêîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì çàäàíà îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî
óìíîæåíèÿ. Ýòó îïåðàöèþ ïðèíÿòî íàçûâàòü òàêæå åâêëèäîâîé
ñòðóêòóðîé íà V . Ñëåäóåò ñðàçó æå ïîä÷åðêíóòü, ÷òî äàëåêî íå
âñåãäà âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà âîçíèêàþò âìåñòå ñ (Áîãîì äàí-
íîé) åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ìîæíî ïðè-
âåñòè ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èëè ñèñòåì.
À èñêóññòâåííîå (ò.å. íå ïðîäèêòîâàííîå ðàçóìíûìè ñîîáðàæå-
íèÿìè) ââåäåíèå ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæåò
òîëüêî çàòåìíèòü ñóòü äåëà. Ïîýòîìó ìû ðåêîìåíäóåì ñ ñàìîãî
íà÷àëà ñòàðàòüñÿ îòäåëÿòü ïîíÿòèÿ è ôàêòû, òðåáóþùèå åâêëè-
äîâîé ñòðóêòóðû, îò òåõ, êîòîðûå â íåé íå íóæäàþòñÿ.

Â ïðèñóòñòâèè åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû íà V ìîæíî ãîâîðèòü î
äëèíàõ âåêòîðîâ

|v| =
√
v · v

è îá óãëàõ ìåæäó íèìè

cosϕ =
v1 · v2

|v1| |v2|
.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëåíèå óãëà êîððåêòíî:
|v1 · v2| ≤ |v1| |v2| ∀ v1,v2 ∈ V .

Âûáîð áàçèñà e1, e2, e3 â ïðîñòðàíñòâå V ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êîîðäèíàòàõ. Äëÿ ýòîãî íóæíî ñîñòà-
âèòü òàáëèöó ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ò.å. òàá-
ëèöó ÷èñåë

gij = ei · ej.
Óìíîæåíèå ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ

v1 = vi1ei, v2 = vj2ej

ñâîäèòñÿ ê òàáëè÷íîìó ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ ëèíåéíîñòè

v1 · v2 = (vi1ei) · (v
j
2ej) = vi1v

j
2(ei · ej) = gijv

i
1v

j
2.

Ýòî âû÷èñëèòåëüíîå ïðàâèëî ïðèíèìàåò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä,
êîãäà áàçèñ ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì, ò.å. òàêèì, ÷òî òàáëè-
öà ÷èñåë gij ñîñòîèò èç åäèíèö íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è íóëåé âíå
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ýòîé äèàãîíàëè. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî çíà÷èò, ÷òî âåêòîðû áàçèñà
èìåþò åäèíè÷íóþ äëèíó è ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Â ýòîì ñëó÷àå
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ñîâïàäàåò ñ ñóììîé ïðîèçâå-
äåíèé îäíîèìåííûõ êîîðäèíàò.

Óïðàæíåíèå 2. Íàéäèòå ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà áàçèñíûå âåêòîðû ïî-ïðåæíåìó èìåþò
åäèíè÷íóþ äëèíó, à óãëû ìåæäó íèìè ðàâíû 60◦.

Îðèåíòàöèåé íà ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ êëàññ îäèíàêîâî
îðèåíòèðîâàííûõ áàçèñîâ. Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñû ÿâëÿþòñÿ îäè-
íàêîâî îðèåíòèðîâàííûìè, åñëè âåêòîðû îäíîãî èç íèõ ìîæíî
íåïðåðûâíî ïðîäåôîðìèðîâàòü â îäíîèìåííûå âåêòîðû äðóãî-
ãî òàê, ÷òîáû âñå ïðîìåæóòî÷íûå òðîéêè îñòàâàëèñü íåêîìïëà-
íàðíûìè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà ëþáîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóþò
ðîâíî äâå îðèåíòàöèè. Â ñàìîì äåëå, áàçèñ

e1, e2,− e3

íåëüçÿ ïðîäåôîðìèðîâàòü â áàçèñ

e1, e2, e3,

ò.ê. òðåòüåìó âåêòîðó ïî äîðîãå ïðèøëîñü áû ëå÷ü â ïëîñêîñòü
e1, e2. Íå ìåíåå î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé äðóãîé áàçèñ

e′1, e
′
2, e
′
3

ìîæíî ïðîäåôîðìèðîâàòü â îäèí èç äâóõ óêàçàííûõ, ñîâìåùàÿ
âåêòîðû

e′1 7→ e1, e′2 7→ e2

è îïðåäåëÿÿ ïîëóïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîå ïðè ýòîì ïîïàäàåò e′3.

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî äâà áàçèñà, ñâÿçàííûå çàìåíîé

e′1 = c11e1 + c21e2 + c31e3 = ck1ek,

e′2 = c12e1 + c22e2 + c32e3 = ck2ek,

e′3 = c13e1 + c23e2 + c33e3 = ck3ek,

îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäå-
ëèòåëü ìàòðèöû ïåðåõîäà ïîëîæèòåëåí, ò.å.∣∣∣∣∣∣

c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

∣∣∣∣∣∣ > 0.
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Îðèåíòèðîâàííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ òà-
êîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì ôèêñèðîâàíà îäíà èç
äâóõ âîçìîæíûõ îðèåíòàöèé. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòà îðèåíòàöèÿ
íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé.

Íà òðåõìåðíîì îðèåíòèðîâàííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæ-
íî îïðåäåëèòü îïåðàöèè âåêòîðíîãî è ñìåøàííîãî óìíîæåíèÿ.

Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ v1,v2 íàçûâàåòñÿ òðå-
òèé âåêòîð v = v1 × v2 òàêîé, ÷òî

(1) åãî íàïðàâëåíèå îðòîãîíàëüíî ñîìíîæèòåëÿì, ò.å.

v · v1 = v · v2 = 0,

(2) äëèíà ñîâïàäàåò ñ ïëîùàäüþ ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííî-
ãî íà ñîìíîæèòåëÿõ, ò.å.

v · v =

∣∣∣∣ v1 · v1 v1 · v2

v2 · v1 v2 · v2

∣∣∣∣ ,
(3) óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà v1,v2,v ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâà-
íà.

Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì òðåõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

v1v2v3 = (v1 × v2) · v3.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ýòî ÷èñëî ñîâïàäàåò ñ îáúåìîì ïàðàëëå-
ëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà òðîéêå ñîìíîæèòåëåé, åñëè òðîéêà
îðèåíòèðîâàíà ïîëîæèòåëüíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ÷èñëî îò-
ëè÷àåòñÿ îò îáúåìà çíàêîì.

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî â êîîðäèíàòàõ ñìåøàííîå ïðî-
èçâåäåíèå íàõîäèòñÿ ïî ïðàâèëó

v1v2v3 = T123

∣∣∣∣∣∣
v11 v21 v31
v12 v22 v32
v13 v23 v33

∣∣∣∣∣∣ ,
ãäå T123 = e1e2e3 åñòü ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ, vj = vijei (j = 1, 2, 3).
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�2. Âåêòîðû è êîâåêòîðû. Çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ
êîîðäèíàò

Âåêòîð äîñòàâëÿåò íàì ïðèìåð âåëè÷èíû, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
îïèñàíà íàáîðîì ÷èñåë òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê â ïðîñòðàíñòâå
óæå âûáðàí êàêîé-òî áàçèñ. Äðóãîé ïðîñòåéøèé ïðèìåð âåëè-
÷èíû òàêîãî ðîäà ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì êîâåêòîðà. Â ïðèñóòñòâèè
áàçèñà êàê âåêòîðû òàê è êîâåêòîðû çàäàþòñÿ íàáîðàìè ñâîèõ
êîîðäèíàò. Îäíàêî êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ
òèïàìè âåëè÷èí ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî èõ êîîðäèíàòû ïðè çà-
ìåíå áàçèñà ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ðàçíûì çàêîíàì. Â òåðìèíîëîãèè
ïàðàãðàôà 3 ýòîò ôàêò áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî âåêòîð è êîâåêòîð
ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè ðàçíûõ òèïîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîâåêòîðîì íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

ω : V → R,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ëèíåéíîñòè

ω(c1v1 + c2v2) = c1ω(v1) + c2ω(v2)

äëÿ âñåõ c1, c2 ∈ R è v1,v2 ∈ V .

Îïðåäåëåíèå 2. Êîîðäèíàòàìè êîâåêòîðà ω â áàçèñå e1, e2, e3
íàçûâàþòñÿ ÷èñëà

ω1 = ω(e1), ω2 = ω(e2), ω3 = ω(e3).

Óòâåðæäåíèå 1. Ñîîòâåòñòâèå ω 7→ (ω1, ω2, ω3) ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè, äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà v íàõîäèì

ω(v) = ω(v1e1 + v2e2 + v3e3) = v1ω(e1) + v2ω(e2) + v3ω(e3) =

= ω1v
1 + ω2v

2 + ω3v
3 = ωiv

i.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ðàçíûì êîâåêòîðàì îòâå÷àþò ðàçíûå íàáîðû
êîîðäèíàò. Êðîìå òîãî ÿñíî, ÷òî ëþáûå òðè ÷èñëà ω1, ω2, ω3 â
ïðèñóòñòâèè âñå òîãî æå áàçèñà e1, e2, e3 ñëóæàò êîîðäèíàòàìè
êîâåêòîðà ω, îïðåäåëåííîãî ïðàâèëîì: ω(v) = ωiv

i. �
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Èòàê, åñëè â ïðîñòðàíñòâå âûáðàí áàçèñ, òî êàæäûé âåêòîð v è
êàæäûé êîâåêòîð ω ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ íàáîðîì ÷èñåë:

v ∼ (v1, v2, v3), ω ∼ (ω1, ω2, ω3).

Ýòè äâå âåëè÷èíû èìåþò ðàçëè÷íóþ ïðèðîäó, íî ñàìî êîîðäè-
íàòíîå ïðåäñòàâëåíèå íå îòðàæàåò ýòîãî ðàçëè÷èÿ. ×òî æå îòëè-
÷àåò êîîðäèíàòû âåêòîðà îò êîîðäèíàò êîâåêòîðà? Îòâåò êðîåò-
ñÿ â çàêîíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî
áàçèñà ê äðóãîìó. Íàéäåì ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ
âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå V äðóãîé áàçèñ e′1, e

′
2, e
′
3. Òîãäà òîò æå

âåêòîð v è òîò æå êîâåêòîð ω îòîæäåñòâÿòñÿ ñ íåêîòîðûìè èíû-
ìè íàáîðàìè ÷èñåë:

v ∼ (v′1, v′2, v′3), ω ∼ (ω′1, ω
′
2, ω

′
3).

Óòâåðæäåíèå 2. Ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó áà-

çèñó

e′i = cki ek (i = 1, 2, 3)

êîîðäèíàòû âåêòîðà ïðåîáðàçóþòñÿ êîíòðàãðåäèåíòíî:

vi = cikv
′k (i = 1, 2, 3),

à êîîðäèíàòû êîâåêòîðà ïðåîáðàçóþòñÿ êîãðåäèåíòíî:

ω′i = cki ωk (i = 1, 2, 3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà v èìååì

viei = v′ke′k = v′k(cikei) = (cikv
′k)ei,

îòêóäà ñëåäóåò êîíòðàãðåäèåíòíûé çàêîí vi = cikv
′k. Äëÿ êîîð-

äèíàò êîâåêòîðà ω èìååì

ω′i = ω(e′i) = ω(cki ek) = cki ω(ek) = cki ωk,

îòêóäà ñëåäóåò êîãðåäèåíòíûé çàêîí ω′i = cki ωk. �

Â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ êîíòðàãðåäèåíòíûé çàêîí ïðèíèìà-
åò âèä

C

 v′1

v′2

v′3

 =

 v1

v2

v3

 ,
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ãäå C îáîçíà÷àåò ìàòðèöó ïåðåõîäà

C =

 c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

 .

Êîãðåäèåíòíûé çàêîí ïðèíèìàåò äðóãîé âèä ω′1
ω′2
ω′3

 = C>

 ω1

ω2

ω3

 ,

ãäå C> îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó. Âîçíèêàåò åñòå-
ñòâåííûé âîïðîñ: â êàêèõ ñëó÷àÿõ çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîð-
äèíàò âåêòîðîâ è êîâåêòîðîâ ñîâïàäàþò? Î÷åâèäíî, ýòî âîçìîæ-
íî òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà C−1 = C>, ò.å. êîãäà ìàòðèöà
C îðòîãîíàëüíà. Íàïîìíèì, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû âîçíè-
êàþò â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî îðòî-
íîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìû îãðàíè÷èì-
ñÿ òîëüêî îðòîíîðìèðîâàííûìè áàçèñàìè, òî ìû íå ñìîæåì îò-
ëè÷èòü êîîðäèíàòû êîâåêòîðà îò êîîðäèíàò âåêòîðà.

Óïðàæíåíèå. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå çàôèêñèðóåì âåê-
òîð u è êàæäîìó áàçèñó ïðèâåäåì â ñîîòâåòñòâèå íàáîð èç òðåõ
÷èñëîâûõ êîìïîíåíò

u · e1, u · e2, u · e3.

Ïî êàêîìó çàêîíó ïðåîáðàçóþòñÿ ýòè êîìïîíåíòû ïðè çàìåíå
áàçèñà?
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� 3. Ïîíÿòèå òåíçîðà òèïà (p, q). Ïðèìåðû

Ïîäâåäåì èòîã òîìó, ÷òî áûëî ñêàçàíî âûøå ïðî âåêòîð è êî-
âåêòîð. Ñõîäñòâî ýòèõ äâóõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåëè÷èí çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî îáå îíè äîïóñêàþò êîîðäèíàòíîå îïèñàíèå, êî-
òîðîå ïîëíîñòüþ çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå. Íà
ýòîì óðîâíå îïèñàíèÿ îíè ðàçëè÷àþòñÿ ïðàâèëîì, ïî êîòîðîìó
ïðåîáðàçóþòñÿ êîîðäèíàòû ïðè çàìåíå áàçèñà. Èíâàðèàíòíûé
(ò.å. íåçàâèñÿùèé îò áàçèñà) ñìûñë ýòèõ âåëè÷èí ïðîÿâëÿåòñÿ
â íàëè÷èè òàêîãî ïðàâèëà. Ýòè íàáëþäåíèÿ ìîæíî ïðåâðàòèòü
â îïðåäåëåíèå øèðîêîãî êëàññà âåëè÷èí, íàçûâàåìûõ òåíçîðà-
ìè. Ïðè ýòîì âåêòîð è êîâåêòîð ÿâÿòñÿ ïðîñòåéøèìè è íàèáîëåå
íàãëÿäíûìè ïðèìåðàìè òåíçîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ãîâîðÿò, ÷òî íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V çà-
äàí òåíçîð òèïà (p, q), åñëè êàæäîìó áàçèñó ïðèâåäåí â ñîîò-
âåòñòâèå íàáîð èç 3p+q ÷èñëîâûõ êîìïîíåíò

T
j1...jq
i1...ip

(i, j = 1, 2, 3)

òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè çàìåíå áàçèñà e′i = cki ek ýòè êîìïîíåíòû
ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðàâèëó

ck1j1 . . . c
kq
jq
T
′j1...jq
i1...ip

= cl1i1 . . . c
lp
ip
T

k1...kq
l1...lp

.

×èñëî p + q íàçûâàåòñÿ ðàíãîì òåíçîðà. Òåíçîð òèïà (p, q) ïðè-
íÿòî íàçûâàòü p ðàç êîâàðèàíòíûì è q ðàç êîíòðàâàðèàíòíûì.

Çàìå÷àíèå 1. Ðàñøèôðóåì ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò
òåíçîðà áîëåå ïîäðîáíî. Ñëåâà ïåðåìíîæàþòñÿ q ýëåìåíòîâ ìàò-
ðèöû ïåðåõîäà, à ñïðàâà ïåðåìíîæàþòñÿ p ýëåìåíòîâ òîé æå
ìàòðèöû. Êðîìå òîãî çäåñü ñíîâà èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå Ýéí-
øòåéíà: ïî âñåì q èíäåêñàì ñ èìåíåì j ñëåâà è ïî âñåì p èíäåê-
ñàì ñ èìåíåì l ñïðàâà âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Ïðè ýòîì óðàâíå-
íèÿ, ñâÿçûâàþùèå øòðèõîâàííûå êîìïîíåíòû ñ íåøòðèõîâàí-
íûìè, çàïèñûâàþòñÿ â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå. Ïðè æåëàíèè ýòè
óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàçðåøèòü â îäíîì èç äâóõ âîçìîæíûõ íà-
ïðàâëåíèé.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî

T
′j1...jq
i1...ip

= dj1k1 . . . d
jq
kq
cl1i1 . . . c

lp
ip
T

k1...kq
l1...lp

,
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ãäå ìàòðèöà D = ‖djk‖ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ìàòðèöå ïåðåõîäà
C = ‖cki ‖, ò.å.

djkc
k
i = δji =

{
1 ïðè i = j,
0 ïðè i 6= j.

Çàìå÷àíèå 2. Ñòîèò ñðàçó æå îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî
êîìïîíåíòû òåíçîðà â îäíîì áàçèñå ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
êîìïîíåíòû òîãî æå òåíçîðà â äðóãîì áàçèñå. Îòñþäà íåìåäëåí-
íî ñëåäóåò, ÷òî íà ìíîæåñòâå òåíçîðîâ îäíîãî è òîãî æå òèïà,
êàê è íà èñõîäíîì ìíîæåñòâå âåêòîðîâ V , êîððåêòíî îïðåäåëå-
íû îïåðàöèè ïîêîìïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.
Ïðè÷åì ýòè îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì, ïîäîáíûì 1o �
8o. Âîçíèêàþùåå òàêèì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâîì òåíçîðîâ òèïà (p, q) è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Tq

p(V ).
Î÷åâèäíî, dimTq

p(V ) = 3p+q.

Òåíçîðû ðàíãà íîëü. Ýòî ñêàëÿðû, ò.å. âåëè÷èíû, êîòîðûå
â ëþáîì áàçèñå çàäàþòñÿ îäíèì è òåì æå ÷èñëîì. Ïðèìåðîì
ñêàëÿðà ìîæåò ñëóæèòü äëèíà ôèêñèðîâàíîãî âåêòîðà â ïðî-
ñòðàíñòâå, ñíàáæåííîì åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé. Êàæäûé ìîæåò
âû÷èñëÿòü äëèíó âåêòîðà, âûáèðàÿ ñâîé ñîáñòâåííûé áàçèñ. Íî
ðåçóëüòàò íå áóäåò çàâèñåòü îò ýòîãî âûáîðà.

Òåíçîðû ðàíãà îäèí. Êàæäûé âåêòîð v ∈ V çàäàåò òåíçîð òè-
ïà (0, 1), ïîñêîëüêó åãî êîìïîíåíòû ïðåîáðàçóþòñÿ êîíòðàãðå-
äèåíòíî:

cki v
′i = vk.

Âåêòîð � ýòî îäèí ðàç êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð. Êàæäûé êî-
âåêòîð ω íà V çàäàåò òåíçîð òèïà (1, 0), ïîñêîëüêó åãî êîìïî-
íåíòû ïðåîáðàçóþòñÿ êîãðåäèåíòíî:

ω′i = cki ωk.

Êîâåêòîð � ýòî îäèí ðàç êîâàðèàíòíûé òåíçîð.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé òåíçîð ïåðâîãî ðàíãà
åñòü ëèáî âåêòîð, ëèáî êîâåêòîð.

Òåíçîðû òèïà (1,1). Îäèí ðàç êîâàðèàíòíûé è îäèí ðàç êîí-
òðàâàðèàíòíûé òåíçîð ìîæíî çàäàòü, èñõîäÿ èç ïîíÿòèÿ ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà. Íàïîìíèì åãî çäåñü.
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Îïðåäåëåíèå 2. Ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà V íàçûâàåòñÿ îòîá-
ðàæåíèå

T : V → V,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ëèíåéíîñòè

T (c1v1 + c2v2) = c1T (v1) + c2T (v2)

∀ c1, c2 ∈ R è ∀ v1,v2 ∈ V.

Óòâåðæäåíèå. Ëèíåéíûé îïåðàòîð T íà V çàäàåò òåíçîð òè-

ïà (1, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â èñõîäíîì áàçèñå e1, e2, e3 îïåðàòîð T îòîæ-
äåñòâëÿåòñÿ ñ ìàòðèöåé

T ∼M =

 T 1
1 T 1

2 T 1
3

T 2
1 T 2

2 T 2
3

T 3
1 T 3

2 T 3
3

 ,

â i-îì ñòîëáöå êîòîðîé ðàñïîëîæåíû êîîðäèíàòû âåêòîðà T (ei),
ò.å.

T (ei) = T j
i ej.

Â äðóãîì áàçèñå e′1, e
′
2, e
′
3 òîò æå îïåðàòîð T îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ

äðóãîé ìàòðèöåé

T ∼M ′ =

 T ′11 T ′12 T ′13
T ′21 T ′22 T ′23
T ′31 T ′32 T ′33

 ,

êîìïîíåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ïî òîìó æå ïðèíöèïó, ò.å.

T (e′i) = T ′ji e
′
j.

Ýòî âìåñòå ñ ëèíåéíîñòüþ è ñîîòíîøåíèÿìè e′i = cki ek ïðèâîäèò
ê ðàâåíñòâàì

T (e′i) = T ′ji e
′
j = T ′ji (ckjek) = (ckjT

′j
i )ek,

T (e′i) = T (cliel) = cliT (el) = cli(T
k
l ek) = (cliT

k
l )ek.

Ñðàâíèâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîì-
ïîíåíò òåíçîðà òèïà (1, 1):

ckjT
′j
i = T k

l c
l
i. �
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Çàìå÷àíèå 3. Â ìàòðè÷íîé ôîðìå ýòî ðàâåíñòâî èìååò âèä
CM ′ = MC èëè

M ′ = C−1MC.

Ýòî èçâåñòíîå èç êóðñà àëãåáðû ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ, êî-
òîðûì (â ñëó÷àå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë) âñÿêóþ ìàòðèöó M
ìîæíî ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå. Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñ, â
êîòîðîì âîçíèêàåò æîðäàíîâà ôîðìà, ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ è
êîðíåâûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà T .

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé òåíçîð òèïà (1, 1) ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà ïðîñòðàíñòâå V .

Óïðàæíåíèå 4. Çàäàéòå íà V òåíçîð òèïà (2, 0). Óêàçàíèå: åñëè
íå ïîëó÷èòñÿ, âíèìàòåëüíåé ïðîñìîòðèòå ïðåäûäóùèå ïàðàãðà-
ôû.

Óïðàæíåíèå 5. Çàäàéòå íà V òåíçîð òèïà (0, 2). Óêàçàíèå: åñ-
ëè íå ïîëó÷èòñÿ, âíèìàòåëüíî ïðî÷èòàéòå ïîñëåäóþùèå ïàðà-
ãðàôû.

� 4. Ïîëèëèíåéíûå ôóíêöèè è êîâàðèàíòíûå òåíçîðû

Ôóíêöèè îò p âåêòîðíûõ àðãóìåíòîâ, ëèíåéíûå ïî êàæäîìó èç
íèõ, äîñòàâëÿþò ïðèìåðû êîâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ ðàíãà p. Òà-
êèìè ïðèìåðàìè èñ÷åðïûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òåíçîðîâ òèïà
(p, 0).

Îïðåäåëåíèå 1. Âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ äâóõ âåêòîð-
íûõ àðãóìåíòîâ ω(v1,v2) íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé, åñëè îíà óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëèíåéíîñòè ïî êàæäîìó èç ýòèõ àðãóìåíòîâ,
ò.å.

ω(c1v1 + c2v2,v) = c1ω(v1,v) + c2ω(v2,v),

ω(v, c1v1 + c2v2) = c1ω(v,v1) + c2ω(v,v2),

äëÿ âñåõ c1, c2 ∈ R è v,v1,v2 ∈ V .

Óòâåðæäåíèå 1. Êàæäàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ çàäàåò òåíçîð

òèïà (2, 0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ω ñîïîñòàâëÿåò êàæäî-
ìó áàçèñó e1, e2, e3 íàáîð ÷èñëîâûõ êîìïîíåíò Tij ïî ïðàâèëó

Tij = ω(ei, ej).

Ïðè çàìåíå áàçèñà e′i = cliel ïîëó÷àåì

T ′ij = ω(e′i, e
′
j) = ω(cliel, c

k
jek) = clic

k
jω(el, ek) = clic

k
jTlk.

À ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷èñëà Tij ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà òèïà
(2, 0). �

Óòâåðæäåíèå 2. Êàæäûé òåíçîð òèïà (2, 0) îïðåäåëÿåò áè-

ëèíåéíóþ ôóíêöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå òåí-
çîð òèïà (2, 0) ñ êîìïîíåíòàìè Tij â íåêîòîðîì áàçèñå e1, e2, e3.

Ñîïîñòàâèì ïàðå âåêòîðîâ v1,v2 ñ êîìïîíåíòàìè v
i
1, v

j
2 ÷èñëî

ω = Tijv
i
1v

j
2.

Ýòî ÷èñëî íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà. Äåéñòâèòåëüíî, â äðóãîì
áàçèñå èìååì

ω′ = T ′ijv
′i
1 v
′j
2 = clic

k
jTlkv

′i
1 v
′j
2 = Tlkc

l
iv
′i
1 c

k
jv
′j
2 = Tlkv

l
1v

k
2 = ω.

Êîíå÷íî, çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ïðè çàìåíå áàçèñà
âñå êîìïîíåíòû ïðåîáðàçóþòñÿ ïî òåíçîðíîìó çàêîíó:

T ′ij = clic
k
jTlk, cliv

′i
1 = vl1, ckjv

′j
2 = vk2 .

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ω íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà, à çàâèñèò
ëèøü îò ïàðû âåêòîðîâ v1,v2. Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ ω(v1,v2)
ëèíåéíà ïî êàæäîìó ñâîåìó àðãóìåíòó. �

Ñëåäñòâèå.Èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-

äó òåíçîðàìè òèïà (2, 0) è áèëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè.

Ïðèìåð 1. Íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V çàäàíî ñêàëÿðíîå
óìíîæåíèå (ñì. � 1), êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áèëè-
íåéíóþ ôóíêöèþ

ω(v1,v2) = v1 · v2.

Îòâå÷àþùèé åé òåíçîð òèïà (2, 0) â áàçèñå e1, e2, e3 èìååò êîì-
ïîíåíòû

gij = ω(ei, ej) = ei · ej,
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êîòîðûå íàçûâàþò ìåòðè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. À ñàì òåí-
çîð ïðèíÿòî íàçûâàòü ìåòðèêîé. Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà v âû-
ðàæàåòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïî ôîðìóëå

|v|2 = gijv
ivj,

ãäå v1, v2, v3 � êîîðäèíàòû âåêòîðà v â òîì æå áàçèñå e1, e2, e3.
Çàìåòèì, ÷òî ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì òåíçîðîì, ò.å.
gij = gji, ïîñêîëüêó ei · ej = ej · ei.

Çàìå÷àíèå.Ìàòðèöà gij, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, ò.ê. åå îïðå-
äåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Ãðàìà òðîéêè íåêîìïëàíàð-
íûõ âåêòîðîâ e1, e2, e3. Íàïîìíèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàìà òðîé-
êè âû÷èñëÿåò êâàäðàò îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî
íà ýòîé òðîéêå.

Óïðàæíåíèå 1. Êàæäîìó áàçèñó e1, e2, e3 îòâå÷àåò íàáîð èç
äåâÿòè ÷èñëîâûõ êîìïîíåíò gij, îáðàçóþùèõ ìàòðèöó, îáðàòíóþ
ê ìàòðèöå gij, ò.å.

gikgkj = δij.

Äîêàæèòå, ÷òî gij åñòü òåíçîð òèïà (0, 2).

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîâåêòîðà ω ÷èñëî

|ω|2 = gijωiωj

íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà è ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Èíû-
ìè ñëîâàìè, òåíçîð gij åñòü ìåòðèêà íà ïðîñòðàíñòâå êîâåêòîðîâ,
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì ê V è îáîçíà÷àåòñÿ ñïåöèàëü-
íûì ñèìâîëîì V ∗, ò.å. V ∗ = T0

1(V ).

Ïðèìåð 2. Íà îðèåíòèðîâàííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V
îïðåäåëåíî âåêòîðíîå óìíîæåíèå (ñì. � 1), êîòîðîå âìåñòå ñ ôèê-
ñèðîâàííûì âåêòîðîì u ∈ V çàäàåò áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ

ω(v1,v2) = u · (v1 × v2).

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ω åñòü îðèåíòèðîâàííûé îáú-
åì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà òðåõ âåêòîðàõ u,v1,v2,
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ò.å. ω(v1,v2) = ± îáúåì. Çíàê +(−) ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëü-
íî (îòðèöàòåëüíî) îðèåíòèðîâàííîé òðîéêå âåêòîðîâ. Ñ ôèçè-
÷åñêèîé òî÷êè çðåíèÿ ω(v1,v2) åñòü ïîòîê æèäêîñòè ÷åðåç îðè-
åíòèðîâàííóþ ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåê-
òîðàõ v1,v2. Ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ýòîò ïîòîê ðàâåí îáúå-
ìó æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé ñî ñêîðîñòüþ u ÷åðåç ïëîùàäü ïà-
ðàëëåëîãðàììà çà åäèíèöó âðåìåíè. Çíàê ïîòîêà ñîîòâåòñòâó-
åò îäíîìó èç äâóõ åãî âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé: ïîëîæèòåëü-
íîìó èëè îòðèöàòåëüíîìó. Îòâå÷àþùèé áèëèíåéíîé ôóíêöèè
ω(v1,v2) òåíçîð òèïà (2, 0) â áàçèñå e1, e2, e3 èìååò êîìïîíåíòû

Tij = ω(ei, ej) = u · (ei × ej).

Ýòîò òåíçîð íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì. Çàìåòèì, ÷òî ïîòîê ÿâëÿåòñÿ
êîñîñèììåòðè÷åñêèì òåíçîðîì, ò.å. Tij = −Tji, ïîñêîëüêó ei ×
ej = − ej × ei.

Óïðàæíåíèå 3. Íàéäèòå êîìïîíåíòû ïîòîêà Tij âåêòîðà u êàê
ôóíêöèè åãî êîîðäèíàò u1, u2, u3 â ñëó÷àå, êîãäà áàçèñ e1, e2, e3
îðòîíîðìèðîâàí è ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí.

Îïðåäåëåíèå 2. Âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ îò p âåêòîðíûõ
àðãóìåíòîâ ω(v1, . . . ,vp) íàçûâàåòñÿ p-ëèíåéíîé, åñëè îíà óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëèíåéíîñòè ïî êàæäîìó èç ýòèõ àðãóìåí-
òîâ.

Óòâåðæäåíèå 3.Èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó òåíçîðàìè òèïà (p, 0) è p-ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè.

Óïðàæíåíèå 4. Ïðîâåðüòå ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå.

Ïðèìåð 3.Íà îðèåíòèðîâàííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îïðå-
äåëåíî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, êîòîðîå ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê òðèëèíåéíóþ ôóíêöèþ

ω(v1,v2,v3) = v1v2v3.

Ýòà âåëè÷èíà ñîâïàäàåò ñ îðèåíòèðîâàííûì îáúåìîì ïàðàëëå-
ëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà òðåõ âåêòîðàõ v1,v2,v3. Îòâå÷àþùèé
åé òåíçîð òèïà (3, 0) â áàçèñå e1, e2, e3 èìååò êîìïîíåíòû

Tijk = ω(ei, ej, ek) = eiejek.
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Ýòîò òåíçîð íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì îáúåìà. Åñëè ñðåäè èíäåêñîâ
ijk åñòü õîòÿ áû äâà îäèíàêîâûõ, òî Tijk = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Tijk = ±T123,

ãäå çíàê +(−) ñîîòâåòñòâóåò ÷åòíîé (íå÷åòíîé) ïåðåñòàíîâêå ijk
èíäåêñîâ 123. Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíò îáúåìà ÿâëÿåòñÿ êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì, ò.å. åãî êîìïîíåíòû ìåíÿþò çíàê ïðè
ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ èíäåêñîâ, ïîñêîëüêó ñìåøàííîå ïðî-
èçâåäåíèå âåêòîðîâ ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ
ñîìíîæèòåëåé. Î÷åâèäíî, ëþáîé êîñîñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð òè-
ïà (3, 0) òî÷íî òàê æå, êàê è ýëåìåíò îáúåìà, îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì
÷èñëîì T123.

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî T123, êîòîðîå îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåò êîñîñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð òèïà (3, 0), ïðè çàìåíå
áàçèñà e′i = cliel óìíîæàåòñÿ íà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïåðåõîäà,
ò.å.

T ′123 =

∣∣∣∣∣∣
c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

∣∣∣∣∣∣T123.

� 5. Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íàä òåíçîðàìè

Íà ìíîæåñòâå òåíçîðîâ ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèè ïðîèçâåäå-
íèÿ è ñâåðòêè. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ýòè îïåðàöèè ïîðîæ-
äàþò åùå îäíî äåéñòâèå: îïóñêàíèå èíäåêñîâ, êîòîðîå â ïðèíöè-
ïå ïîçâîëÿåò îáðàùàòü ïðîèçâîëüíûå ñìåøàííûå òåíçîðû òèïà
(p, q) â êîâàðèàíòíûå òåíçîðû òèïà (p+ q, 0). Êðîìå òîãî èìååò-
ñÿ åùå îäíà âàæíàÿ îïåðàöèÿ: ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ, êîòîðàÿ
äàåò âîçìîæíîñòü âûäåëÿòü ïîäêëàññû òåíçîðîâ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì ñèììåòðèè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ òåíçîðîâ S = S
j1...jq
i1...ip

è

T = T j1...jl
i1...ik

òèïîâ (p, q) è (k, l) ñîîòâåòñòâåííî íàçûâàåòñÿ òåíçîð
S ⊗ T òèïà (p+ k, q + l) ñ êîìïîíåíòàìè

(S ⊗ T )
j1...jq+l

i1...ip+k
= S

j1...jq
i1...ip

T
jq+1...jq+l

ip+1...ip+k
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â òîì æå áàçèñå e1, e2, e3 ∈ V , â êîòîðîì çàäàíû êîìïîíåíòû
òåíçîðîâ S, T .

Óïðàæíåíèå 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì: ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó åãî
êîìïîíåíòû ïðåîáðàçóþòñÿ ïî òåíçîðíîìó çàêîíó.

Ïðèìåð 1. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà v íà êîâåêòîð ω
åñòü îïåðàòîð T j

i = vjωi. Â ýòîì ñëó÷àå ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé
çíà÷åíèÿ íå èìååò, ò.å. v ⊗ ω = ω ⊗ v.

Óïðàæíåíèå 2. Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèç-
âåäåíèå òåíçîðîâ çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé, ò.å. S⊗T 6=
T ⊗ S. Ïðèâåäèòå ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð.

Óïðàæíåíèå 3.Äîêàæèòå, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå p-ëèíåéíîé
ôóíêöèè ω1 íà k-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ω2 åñòü (p + k)-ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ ω = ω1 ⊗ ω2, âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå:

ω(v1, . . . ,vp+k) = ω1(v1, . . . ,vp)ω
2(vp+1, . . . ,vp+k).

Îïðåäåëåíèå 2. Ñâåðòêîé òåíçîðà T = T
j1...jq
i1...ip

òèïà (p, q) ïî
s-ìó âåðõíåìó è r-ìó íèæíåìó èíäåêñàì íàçûâàåòñÿ òåíçîð S
òèïà (p− 1, q − 1) ñ êîìïîíåíòàìè

S
j1...jq−1

i1...ip−1
= T

j1...js−1kjs...jq−1

i1...ir−1kir...ip−1
.

Ñîãëàñíî îáîçíà÷åíèþ Ýéíøòåéíà çäåñü ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èí-
äåêñó k ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî 3.

Óïðàæíåíèå 4. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñâåðòêà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿ-
åòñÿ òåíçîðîì.

Ïðèìåð 2. Ñâåðòêà îïåðàòîðà T = T j
i ïî åãî åäèíñòâåííîìó

âåðõíåìó è åäèíñòâåííîìó íèæíåìó èíäåêñàì åñòü òåíçîð òèïà
(0, 0), ò.å. ñêàëÿð, íàçûâàåìûé ñëåäîì è îáîçíà÷àåìûé ñèìâîëîì
trT = T k

k . Â ÷àñòíîñòè, ñëåä îïåðàòîðà T j
i = vjωi ñîâïàäàåò

ñî çíà÷åíèåì êîâåêòîðà ω íà âåêòîðå v, ò.å. tr(v ⊗ ω) = ω(v).
Î÷åâèäíî, òàêîå ÷èñëî íèêàê íå çàâèñèò îò áàçèñà, â êîòîðîì
åãî âû÷èñëÿþò.
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Óïðàæíåíèå 5. Äàíû âåêòîð v ∈ V è ëèíåéíûé îïåðàòîð
T : V → V . Äîêàæèòå, ÷òî ñâåðòêà òåíçîðà v ⊗ T òèïà (1, 2) ïî
âåðõíåìó èíäåêñó âåêòîðà è íèæíåìó èíäåêñó îïåðàòîðà åñòü
äðóãîé âåêòîð u ∈ V , ñîâïàäàþùèé ñ ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ
îïåðàòîðà T ê èñõîäíîìó âåêòîðó v, ò.å. u = Tv.

Îïðåäåëåíèå 3. Îïóñêàíèåì èíäåêñà ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè gij
íàçûâàåòñÿ ïåðåõîä îò òåíçîðà T = T

j1...jq
i1...ip

òèïà (p, q) ê ñëåäóþ-

ùåìó òåíçîðó òèïà (p+ 1, q − 1):

T
j2...jq
j1i1...ip

= gj1kT
kj2...jq
i1...ip

.

Îïóñêàíèå èíäåêñà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîìïîçèöèþ îïå-
ðàöèé óìíîæåíèÿ íà ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è ñâåðòêè. Ïîýòîìó
îïóñêàíèå èíäåêñà òîæå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé îïåðàöèåé. Êðîìå
òîãî îòñþäà âèäíî, ÷òî ýòî äåéñòâèå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âû-
áîðà åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V .

Ïðèìåð 3. Îïóñêàíèå èíäåêñà ó âåêòîðà vj äàåò êîâåêòîð ωi =
gikv

k. Ýòî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåêòîðàìè è êîâåêòîðàìè áóäåò
îáñóæäàòüñÿ áîëåå ïîäðîáíî â � 7.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîäíÿòèåì èíäåêñà ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè gij
íàçûâàåòñÿ ïåðåõîä îò òåíçîðà T = T

j1...jq
i1...ip

òèïà (p, q) ê ñëåäóþ-

ùåìó òåíçîðó òèïà (p− 1, q + 1):

T
i1j1...jq
i2...ip

= gi1kT
j1...jq
ki2...ip

,

ãäå gij åñòü ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå gij, ò.å. g
ikgjk = δij.

Â � 4 áûëî îòìå÷åíî, ÷òî gij ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì òèïà (0, 2). Óìíî-
æåíèå íà ýòîò òåíçîð ñ ïîñëåäóþùåé ñâåðòêîé è åñòü ïîäíÿòèå
èíäåêñà. Ïîýòîìó òåíçîðíûé õàðàêòåð ýòîé îïåðàöèè òàêæå íå
âûçûâàåò ñîìíåíèé.

Ïðèìåð 4. Ïîäíÿòèå èíäåêñà ó êîâåêòîðà ωi äàåò âåêòîð v
j =

gjkωk.

Óòâåðæäåíèå. Êîìïîçèöèÿ îïåðàöèé îïóñêàíèÿ èíäåêñà è åãî

ïîäíÿòèÿ äàåò èñõîäíûé òåíçîð.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòîò ôàêò ëåãêî ñëåäóåò ïðÿìî èç îïðåäåëå-
íèé:

gj1lglkT
kj2...jq
i1...ip

= δj1k T
kj2...jq
i1...ip

= T
j1...jq
i1...ip

. �

Îïðåäåëåíèå 5. Ãîâîðÿò, ÷òî òåíçîð S ïîëó÷èëñÿ èç òåíçîðà T
ïåðåñòàíîâêîé äâóõ íèæíèõ èíäåêñîâ ik è il, åñëè

S
j1...jk...jl...jq
i1...ik...il...ip

= T
j1...jk...jl...jq
i1...il...ik...ip

.

Ïåðåñòàíîâêà äâóõ âåðõíèõ èíäåêñîâ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Óïðàæíåíèå 6. Ïðîâåðüòå, ÷òî îïåðàöèÿ ïåðåñòàíîâêè èíäåê-
ñîâ äàåò òåíçîð.

Ïðèìåð 5. Ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ ìåòðèêè gij = ei ·ej äàåò òîò
æå òåíçîð gij. Ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ ïîòîêà Tij = u · (ei × ej)
äàåò ïðîòèâîïîëîæíûé òåíçîð −Tij.

Óïðàæíåíèå 7. Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ïåðåñòàíîâêà âåðõíå-
ãî è íèæíåãî èíäåêñîâ íå åñòü òåíçîðíàÿ îïåðàöèÿ. Ïðèâåäèòå
ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð.

� 6. Âíåøíèå ôîðìû è êîñîñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû

Íà òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V ìîæíî îïðåäåëèòü âíåøíèå ôîð-
ìû ñòåïåíè p = 1, 2, 3. Íà ìíîæåñòâå òàêèõ ôîðì èìååòñÿ êîñî-
êîììóòàòèâíàÿ, äèñòðèáóòèâíàÿ è àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ âíåø-
íåãî óìíîæåíèÿ ∧. Ýòà îïåðàöèÿ ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó
âíåøíèìè ôîðìàìè è ïîäêëàññîì êîâàðèàíòíûõ êîñîñèììåòðè-
÷åñêèõ òåíçîðîâ âíîñèò â ýòîò ïîäêëàññ ñòðóêòóðó âíåøíåé àë-
ãåáðû.

Îïðåäåëåíèå 1. Âíåøíåé 1-ôîðìîé íà V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ ω : V → R.
Èíûìè ñëîâàìè, 1-ôîðìà åñòü êîâåêòîð, ò.å. óæå çíàêîìûé íàì
òåíçîð. Êàæäûé áàçèñ e1, e2, e3 â ïðîñòðàíñòâå V ïîðîæäàåò êî-
îðäèíàòíûå 1-ôîðìû ε1, ε2, ε3 òàêèå, ÷òî

εi(ej) = δij,
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ãäå δij åñòü ñèìâîë Êðîíåêåðà, îïðåäåëåííûé â � 3. Î÷åâèäíî,

εi(v) = vi,

ãäå vi åñòü i-àÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà v â áàçèñå e1, e2, e3.

Óòâåðæäåíèå 1. Âñÿêàÿ 1-ôîðìà ω âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîîðäè-

íàòíûå ôîðìû ε1, ε2, ε3 ïî ïðàâèëó

ω = T1ε
1 + T2ε

2 + T3ε
3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà v = viei èìååì

ω(v) = ω(ei)v
i = Tiε

i(v),

ãäå Ti = ω(ei) åñòü i-àÿ êîîðäèíàòà êîâåêòîðà ω. �

Îïðåäåëåíèå 2. Âíåøíåé 2-ôîðìîé íà V íàçûâåòñÿ òàêàÿ áè-
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ω(v1,v2), êîòîðàÿ êîñîñèììåòðè÷íà, ò.å. ìå-
íÿåò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå àðãóìåíòîâ:

ω(v1,v2) = −ω(v2,v1).

Ïðèìåð 1. Ôóíêöèÿ ω(v1,v2), ñîñòàâëåííàÿ èç äâóõ 1-ôîðì
ω1(v) è ω2(v) ïî ïðàâèëó

ω(v1,v2) =

∣∣∣∣ ω1(v1) ω2(v1)

ω1(v2) ω2(v2)

∣∣∣∣ ,
ÿâëÿåòñÿ 2-ôîðìîé. Áèëèíåéíîñòü è êîñîñèììåòðè÷íîñòü íåïî-
ñðåäñòâåííî âûòåêàþò èç ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëÿ. Ýòà 2-ôîðìà
íàçûâàåòñÿ âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì 1-ôîðì ω1, ω2 è îáîçíà÷à-
åòñÿ ñèìâîëîì

ω = ω1 ∧ ω2.

Îïåðàöèÿ âíåøíåãî óìíîæåíèÿ ∧ ÿâëÿåòñÿ êîñîêîììóòàòèâ-

íîé:
ω1 ∧ ω2 = −ω2 ∧ ω1,

ò.ê. ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ îïðåäåëèòåëÿ ìåíÿåò åãî çíàê íà ïðî-
òèâîïîëîæíûé.
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Óòâåðæäåíèå 2. Âñÿêàÿ 2-ôîðìà ω âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîîðäè-

íàòíûå 1-ôîðìû ε1, ε2, ε3 ïî ïðàâèëó

ω = T12ε
1 ∧ ε2 + T31ε

3 ∧ ε1 + T23ε
2 ∧ ε3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ êîñîñèììåòðè÷íîñòè íàõîäèì

ω(v1,v2) = Tijv
i
1v

j
2 =

∑
i<j

Tij(v
i
1v

j
2 − v

j
1v

i
2) =

=
∑
i<j

Tij

∣∣∣∣∣ vi1 vj1

vi2 vj2

∣∣∣∣∣ =
∑
i<j

Tij

∣∣∣∣ εi(v1) εj(v1)

εi(v2) εj(v2)

∣∣∣∣ ,
ãäå Tij = ω(ei, ej) � êîìïîíåíòû òåíçîðà òèïà (2, 0). �

Îïðåäåëåíèå 3. Âíåøíåé 3-ôîðìîé íà V íàçûâàåòñÿ òðèëèíåé-
íàÿ ôóíêöèÿ ω(v1,v2,v3), êîòîðàÿ êîñîñèììåòðè÷íà, ò.å. ìåíÿåò
çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ àðãóìåíòîâ.

Ïðèìåð 2. Èç òðåõ 1-ôîðì ω1(v), ω2(v), ω3(v) ìîæíî ñîñòàâèòü
3-ôîðìó ïî ïðàâèëó

ω(v1,v2,v3) =

∣∣∣∣∣∣
ω1(v1) ω2(v1) ω3(v1)

ω1(v2) ω2(v2) ω3(v2)

ω1(v3) ω2(v3) ω3(v3)

∣∣∣∣∣∣ .
Ýòà 3-ôîðìà íàçûâàåòñÿ âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì 1-ôîðì ω1, ω2, ω3

è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

ω = ω1 ∧ ω2 ∧ ω3.

Óòâåðæäåíèå 3. Âñÿêàÿ 3-ôîðìà ω âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîîðäè-

íàòíûå 1-ôîðìû ε1, ε2, ε3 ïî ïðàâèëó

ω = T123ε
1 ∧ ε2 ∧ ε3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå êîñîñèììåòðè÷íîñòè äàåò

ω(v1,v2,v3) = Tijkv
i
1v

j
2v

k
3 =

= T123

∣∣∣∣∣∣
v11 v21 v31
v12 v22 v32
v13 v23 v33

∣∣∣∣∣∣ = T123

∣∣∣∣∣∣
ε1(v1) ε2(v1) ε3(v1)

ε1(v2) ε2(v2) ε3(v2)

ε1(v3) ε2(v3) ε3(v3)

∣∣∣∣∣∣ ,
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ãäå Tijk = ω(ei, ej, ek) � êîìïîíåíòû òåíçîðà òèïà (3, 0). �

Îïðåäåëåíèå 4. Âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì 1-ôîðìû ω1 íà 2-
ôîðìó ω2 íàçûâàåòñÿ òàêàÿ 3-ôîðìà ω = ω1 ∧ ω2, êîòîðàÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ ïðàâèëîì

ω(v1,v2,v3) = ω1(v1)ω
2(v2,v3)−ω1(v2)ω

2(v1,v3)+ω
1(v3)ω

2(v1,v2).

Óïðàæíåíèå 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèÿ ω äåéñòâèòåëüíî ÿâ-
ëÿåòñÿ 3-ôîðìîé, ò.å. åå çíà÷åíèå çàâèñèò îò âåêòîðîâ v1,v2,v3

òðèëèíåéíî è êîñîñèììåòðè÷íî.

Çàìå÷àíèå. Ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îïåðàöèÿ âíåø-
íåãî óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé, ò.å.

(ω1 + ω2) ∧ ω = ω1 ∧ ω + ω2 ∧ ω,

ãäå ω1 è ω2 � ïðîèçâîëüíûå 1-ôîðìû.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ âíåøíåãî óìíîæåíèÿ
àññîöèàòèâíà, ò.å.

(ω1 ∧ ω2) ∧ ω3 = ω1 ∧ (ω2 ∧ ω3) = ω1 ∧ ω2 ∧ ω3.

ãäå ω1, ω2, ω3� ïðîèçâîëüíûå 1-ôîðìû.

Îïðåäåëåíèå 5. Òåíçîð òèïà (p, 0) íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷å-
ñêèì, åñëè åãî êîìïîíåíòû Ti1...ip ìåíÿþò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå
äâóõ ïðîèçâîëüíûõ èíäåêñîâ.

Óòâåðæäåíèå 4.Èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó êîñîñèììåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè òèïà (p, 0) è âíåøíè-
ìè p-ôîðìàìè, ò.å. p-ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè, ìåíÿþùèìè çíàê
ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ àðãóìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â �4, p-ôîðìà ω(v1, . . . ,vp) çàäàåò êî-
ñîñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð ïî ïðàâèëó

Ti1...ip = ω(ei1 , . . . , eip).

Íàîáîðîò, êîñîñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð Ti1...ip ïîðîæäàåò âíåø-
íþþ ôîðìó

ω(v1, . . . ,vp) = Ti1...ipv
i1
1 · · · vipp ,

27



ãäå vij åñòü i-àÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà vj. �

Âûâîä. Àëãåáðó âíåøíèõ ôîðì ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàáî-
òû ñ êîñîñèììåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè.

Óïðàæíåíèå 3. Îïèøèòå âíåøíèå ôîðìû ñòåïåíè p ≥ 4 íà V .
Íàïîìèíàåì, ÷òî dimV = 3.

� 7. Åñòåñòâåííûå èçîìîðôèçìû â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå

Â òðåõìåðíîì îðèåíòèðîâàííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V ìîæ-
íî îïðåäåëèòü åñòåñòâåííûå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó òåíçîðàìè ðàç-
íîãî òèïà. Òî÷íåå, ïóñòü Λp(V ) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âíåøíèõ
p-ôîðì íà V . Öåëü äàííîãî ïàðàãðàôà ñîñòîèò â îïèñàíèè òðåõ
åñòåñòâåííûõ èçîìîðôèçìîâ:

λ1 : V → Λ1(V ), λ2 : V → Λ2(V ), λ3 : R→ Λ3(V ).

Ïîëó÷åííûå çäåñü âû÷èñëèòåëüíûå ôîðìóëû äëÿ ýòèõ èçîìîð-
ôèçìîâ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ çàïèñè îïåðàöèé âåêòîðíîãî àíàëèçà
â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ.

Óòâåðæäåíèå 1. Îòîáðàæåíèå λ1 : u 7→ ω, ãäå ω(v) = u · v,
ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì V íà Λ1(V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîâåðêè âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè èñ-
ïîëüçóåì òàê íàçûâàåìûéòðèîðòîãîíàëüíûé áàçèñ e1, e2, e3, êî-
òîðûé îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

ei · ej = 0 (i 6= j).

Âåêòîðû òàêîãî áàçèñà ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, íî èõ äëèíû

Hi = |ei| (i = 1, 2, 3)

ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ÷èñëàìè. Òàêèå áàçèñû èñïîëüçóþò-
ñÿ â ìåõàíèêå, à ÷èñëà H1, H2, H3 íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè
Ëàìå. Îòîáðàæåíèå λ1 ñîïîñòàâëÿåò âåêòîðó

u = u1e1 + u2e2 + u3e3
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1-ôîðìó
ω = T1ε

1 + T2ε
2 + T3ε

3,

ãäå
T1 = H2

1u
1, T2 = H2

2u
2, T3 = H2

3u
3.

Ñëåäîâàòåëüíî îòîáðàæåíèå λ1 áèåêòèâíî, à åãî îáðàùåíèå λ
−1
1 :

ω 7→ u â òðèîðòîãîíàëüíîì áàçèñå ñâîäèòñÿ ê äåëåíèþ

ui = Ti/H
2
i (i = 1, 2, 3)

êîìïîíåíò 1-ôîðìû ω íà êâàäðàòû ÷èñåë Ëàìå. �

Çàìå÷àíèå 1. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîé ôîðìû ω ∈ Λ1(V ) ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð u ∈ V , òàêîé ÷òî ω = λ1(u). Îòîáðà-
æåíèÿ λ1 è λ

−1
1 ñîîòâåòñâóþò îïåðàöèÿì îïóñêàíèÿ è ïîäíÿòèÿ

èíäåêñà ó òåíçîðîâ ïåðâîãî ðàíãà (ñì. � 5). Îðèåíòàöèÿ â ýòèõ
îïåðàöèÿõ íå ó÷àñòâóåò.

Óòâåðæäåíèå 2. Îòîáðàæåíèå λ2 : u 7→ ω, ãäå ω(v1,v2) =
u · (v1 × v2), ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì V
íà Λ2(V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå λ2 ñîïîñòàâëÿåò âåêòîðó

u = u1e1 + u2e2 + u3e3

2-ôîðìó
ω = T23ε

2 ∧ ε3 + T31ε
3 ∧ ε1 + T12ε

1 ∧ ε2,
êîìïîíåíòû êîòîðîé â òðèîðòîãîíàëüíîì áàçèñå ïîëîæèòåëüíîé
îðèåíòàöèè íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

T23 = u · (e2 × e3) = H1H2H3u
1,

T31 = u · (e3 × e1) = H1H2H3u
2,

T12 = u · (e1 × e2) = H1H2H3u
3.

Ñëåäîâàòåëüíî îòîáðàæåíèå λ2 áèåêòèâíî, à åãî îáðàùåíèå λ
−1
2 :

ω 7→ u ñâîäèòñÿ ê äåëåíèþ

u1 =
T23

H1H2H3

, u2 =
T31

H1H2H3

, u3 =
T12

H1H2H3
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êîìïîíåíò 2-ôîðìû ω íà ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë Ëàìå, êîòîðîå ðàâ-
íî îáúåìó ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà
âåêòîðàõ e1, e2, e3. �

Çàìå÷àíèå 2. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîé ôîðìû ω ∈ Λ2(V ) ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð u ∈ V òàêîé, ÷òî ω = λ2(u).
Îòîáðàæåíèå λ2 èñïîëüçóåò îïåðàöèþ âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ, â
îïðåäåëåíèè êîòîðîé ó÷àñòâóåò îðèåíòàöèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3. Îòîáðàæåíèå λ3 : c 7→ ω, ãäå ω(v1,v2,v3) =
(v1v2v3)c, ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì R íà

Λ3(V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîìó ÷èñëó c ∈ R îòîáðàæåíèå λ3 ñîïî-
ñòàâëÿåò 3-ôîðìó

ω = T123ε
1 ∧ ε2 ∧ ε3,

êîòîðàÿ â òðèîðòîãîíàëüíîì áàçèñå ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèè
äàåòñÿ ôîðìóëîé

T123 = (e1e2e3)c = H1H2H3c.

Ñëåäîâàòåëüíî îòîáðàæåíèå λ3 áèåêòèâíî, à åãî îáðàùåíèå λ
−1
3 :

ω 7→ c ñâîäèòñÿ ê äåëåíèþ

c = T123/H1H2H3. �

Çàìå÷àíèå 3. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîé ôîðìû ω ∈ Λ3(V ) ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî c ∈ R òàêîå, ÷òî ω = λ3(c). Îòîáðà-
æåíèå λ3 èñïîëüçóåò îïåðàöèþ ñìåøàííîãî óìíîæåíèÿ, â îïðå-
äåëåíèè êîòîðîé ó÷àñòâóåò îðèåíòàöèÿ.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî λ1(u1) ∧ λ1(u2) = λ2(u1 × u2)
äëÿ âñåõ u1,u2 ∈ V .
Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî λ1(u1) ∧ λ1(u2) ∧ λ1(u3) =
λ3(u1u2u3) äëÿ âñåõ u1,u2,u3 ∈ V .

Âûâîä. Èçîìîðôèçìû λ1, λ2, λ3 ïðåâðàùàþò îïåðàöèþ âíåøíå-
ãî óìíîæåíèÿ êîâåêòîðîâ â îáû÷íûå îïåðàöèè âåêòîðíîé àëãåá-
ðû. Â ýòîì ñìûñëå âíåøíåå óìíîæåíèå ôîðì ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê îáîáùåíèå âåêòîðíîãî è ñìåøàííîãî óìíîæåíèÿ âåê-
òîðîâ íà ñëó÷àé, êîãäà â ïðîñòðàíñòâå V íå çàäàíà åâêëèäîâà
ñòðóêòóðà.
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