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Разделение переменных для одного обобщения
волчка Ковалевской

В.А. Худобахшов, А.П. Созонов

Данная работа посвящена исследованию одной интегрируемой деформации волчка Ко-
валевской методами бигамильтоновой геометрии. Получены переменные разделения для
данной системы, найдены выражения для исходных переменных через переменные разде-
ления и построены квадратуры в дифференциальной и интегральной формах.

Ключевые слова: бигамильтонова геометрия, разделение переменных

1. Введение

В работе [9] была найдена новая интегрируемая деформация волчка Ковалевской при
нулевом значении интеграла площадей. Используя современные методы бигамильтоновой
геометрии [3, 6–8], в данной работе построены переменные разделения и разделенные урав-
нения для этой динамической системы.

Фазовым пространством для изучаемой нами динамической системы являются сим-
плектические листы алгебры Ли e∗(3) группы Ли E(3) движений трехмерного евклидова
пространства. В качестве исходных физических координат мы будем использовать вектор
углового момента J = (J1, J2, J3) и вектор Пуассона x = (x1, x2, x3) в подвижной системе
координат, связанной с главными осями инерции. В этих координатах скобка Ли–Пуассона
имеет вид {

Ji, Jj

}
= εijkJk,

{
Ji, Jj

}
= εijkxk,

{
xi, xj

}
= 0, (1.1)
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где εijk — полностью антисимметричный тензор Леви-Чевиты. Эта скобка Пуассона обла-
дает функциями Казимира

C1 = |x|2 ≡
3∑

k=1

x2
k, C2 = 〈x, J〉 ≡

3∑
k=1

xkJk. (1.2)

Если интеграл площадей C2 = 0, то соответствующие четырехмерные симплектические ли-
сты симплектоморфны кокасательному расслоению двумерной сферы T ∗

S
2. Так как с по-

мощью канонического преобразования x → αx всегда можно добиться случая C1 = 1, далее
под фазовым пространством понимается единичная сфера.

Рассмотрим интегрируемую деформацию волчка Ковалевской, найденую в работе [9].
Она определяется функцией Гамильтона вида

H1 = J2
1 + J2

2 + 2J2
3 + 2ax1 − λC1

x2
3

+
c√

x2
1 + x2

2

+
2C1 − x2

3

x2
2

(
d +

ex1√
x2

1 + x2
2

)
. (1.3)

При λ = c = d = e = 0 данная функция Гамильтона — это просто гамильтониан волчка
Ковалевской [1, 4].

Если C1 = 1 и C2 = 0, то гамильтониан обобщенного волчка Ковалевской (1.3) комму-
тирует относительно скобки Пуассона (1.1) с интегралом движения

H2 =
(

J2
1 − J2

2 − 2ax1 +
λ(x2

1 − x2
2)

x2
3

)2

+
(

2J1J2 − 2ax2 +
2λx1x2

x2
3

)2

+

+
1
x4

2

⎛⎝dx2
3 +

cx2
2 + ex2

3x1√
x2

1 + x2
2

⎞⎠⎛⎝2x2
2(J

2
1 + J2

2 ) + dx2
3 +

cx2
2 + ex2

3x1√
x2

1 + x2
2

⎞⎠−

−
4ax2

3(dx1 + e
√

x2
1 + x2

2)

x2
2

− 2λ
x2

2

⎛⎝
√

x2
1 + x2

2)(cx
2
2 − ex2

3x1)

x2
3

− dx2
1

⎞⎠− 4a2.

Данные интегралы движения H1 и H2 были найдены в работе [9]. Легко проверить, что пе-
ременные Ковалевской [1, 4] не являются переменными разделения, если одна из констант λ,
c, d или e не равна нулю.

Для нахождения соответствующих переменных разделения воспользуемся фактом, что
класс интегрируемых систем, которые допускают разделение переменных для уравнения
Гамильтона –Якоби, практически совпадает с классом бигамильтоновых систем. Если найти
дополнительный бивектор Пуассона P ′, совместимый с каноническим бивектором Пуассона

P =

⎛⎝ 0 I

−I 0

⎞⎠, (1.4)

который невырожден, можно найти оператор рекурсии N = P ′P−1, а затем с его помощью
найти переменные разделения для соответствующего уравнения Гамильтона –Якоби. Как
и в [3, 6], искомый бивектор Пуассона P ′ будем искать в форме

P ′ = LY P, (1.5)
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где LY является производной Ли от канонического бивектора P вдоль некоторого вектор-
ного поля Лиувилля Y :(

LY P
)

ij
=

dimM∑
k=1

(
Yk

∂Pij

∂zk
− Pkj

∂Yi

∂zk
− Pik

∂Yj

∂zk

)
.

Этого достаточно, для того чтобы обеспечить совместимость бивекторов P и P ′, то есть

[P,P ′] = 0.

Только в этом случае оператор рекурсии N имеет нулевое кручение Нийенхейса, что, в свою
очередь, является необходимым условием для построения переменных разделения [5]. Так-
же потребуем, чтобы

[P ′, P ′] = 0,

где [·, · ] — скобки Схоутена, которые в локальных координатах z на многообразии M имеют
вид

[A,B]ijk = −
dim M∑
m=1

(
Bmk

∂Aij

∂zm
+ Amk

∂Bij

∂zm
+ cycle(i, j, k)

)
.

Последнее условие гарантирует, что P ′ является бивектором Пуассона, то есть что для
скобки, порожденной бивектором P ′, выполняется тождество Якоби.

Для нахождения векторного поля Y (1.5) нам необходимо решить уравнения

[LY P,LY P ] = 0, {H1,H2}′ = 〈dH1,LY PdH2〉 = 0, (1.6)

которые означают, что P ′ = LY P является бивектором Пуассона, совместным с канониче-
ским, и интегралы движения находятся в инволюции относительно соответствующих скобок
Пуассона. Всюду далее мы будем предполагать, что элементы искомого векторного поля Y
являются неоднородными полиномами по импульсам не более чем второго порядка.

2. Построение переменных разделения

Перейдем от исходного пуассонова многообразия M = e∗(3) к симплектическому M =
= T ∗

S
2. Для этого используем сферические координаты и соответствующие им импульсы

x1 = sin ϕ sin θ, J1 =
sin ϕ cos θ

sin θ
pϕ − cos ϕpθ,

x2 = cos ϕ sin θ, J2 =
cos ϕ cos θ

sin θ
pϕ + sin ϕpθ,

x3 = cos θ, J3 = −pϕ,

(2.1)

такие, что

{ϕ, pϕ} = {θ, pθ} = 1, {ϕ, θ} = {pϕ, pθ} = {ϕ, pθ} = {θ, pϕ} = 0. (2.2)

Это соответствует каноническому бивектору Пуассона в форме (1.4). В этом случае

C1 = 〈x, x〉 = 1, C2 = 〈x, J〉 = 0,

и собственные числа оператора рекурсии N = P ′P−1 представляют собой искомые пере-
менные разделения1.

1Такие переменные иногда называют переменными Дарбу –Нийенхейса.
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2.1. Случай λ = 0

Решая уравнения (1.6) с помощью квадратичного по импульсам pϕ и pθ анзаца для
компонент векторного поля Y , мы получим, что при λ = 0 искомое векторное поле Y (1.5)
представимо в виде прямой суммы кинетического и потенциального слагаемых

Y =

(
YT

0

)
+

(
0

YV

)
=

(
YT

YV

)
, (2.3)

где

YT =

⎛⎜⎜⎝
(

1
cos θ

+ ln
1 − cos θ

sin θ

)
pϕpθ

1
2

ln
1 − cos θ

sin θ
p2

ϕ +
1

2 cos θ
p2

θ

⎞⎟⎟⎠
и

YV =
a

2

⎛⎜⎝ sin ϕpϕ + cos ϕ tan θ pθ

− cos ϕ cot θ pϕ − sin ϕpθ

⎞⎟⎠− d pθ

cos2 ϕ

⎛⎜⎝ tan ϕ

cos θ

− 1
2 sin θ

⎞⎟⎠+
e pθ

cos2 ϕ

⎛⎜⎜⎝
cos2ϕ − 2
cos ϕ cos θ

sin ϕ

sin θ

⎞⎟⎟⎠.

Соответствующие деформации канонических скобок Пуассона {. , . } (2.2) имеют вид

{ϕ, θ}′ =
pϕ

cos θ
, {ϕ, pϕ}′ = −a sin φ

2
, {ϕ, pθ}′ =

a cos φ cos θ

2 sin θ
− pϕ pθ

cos2 θ sin θ
,

{θ, pϕ}′ =
a cos ϕ sin θ

2 cos θ
+

(2d sin ϕ − e cos2 ϕ + 2e)
2 cos3 ϕ cos θ

,

{θ, pθ}′ =
a sin ϕ

2
− p2

ϕ

2 sin θ
− sin θ p2

θ

2 cos2 θ
− d + e sin ϕ

2 sin θ cos2 ϕ
,

{pϕ, pθ}′ =
a

2

(
sin ϕ cos θ pϕ

sin θ
+

cos ϕ sin2 θ pθ

cos2 θ

)
+

(2d sin ϕ − e cos2 ϕ + 2e) pθ

2 sin θ cos2 θ cos3 ϕ3
.

Корни характеристического полинома det(N − μI) = B2(μ), где

B(μ) = (μ − q1)(μ − q2) = μ2 +

⎛⎝
√

x2
1 + x2

2(J2
1 + J2

2 )

x2
3

+
ex1 + d

√
x2

1 + x2
2

x2
2

⎞⎠μ−

− a(ax2
3 + 2x1J

2
1 − 2x1J

2
2 + 4x2J1J2)

2x2
3

−
a
(
dx1 + e

√
x2

1 + x2
2

)
x2

2

,

(2.4)

являются переменными разделения. Областью определения координат q1,2 является интервал

q1 > a > q2,

аналогично стандартным эллиптическим координатам на сфере.
Следуя [3], введем вспомогательный полином

A(μ) =
(μ − q1)p2(q2

2 − a2)
q2 − q1

+
(μ − q2)p1(q2

1 − b2)
q1 − q2

= −x1J2 − x2J1

x3
μ −

a
√

x2
1 + x2

2 J2

x3
, (2.5)
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такой, что при любых ν и μ

{B(ν), A(μ)} =
1

μ − ν

(
(μ2 − b2)B(ν) − (ν2 − b2)B(μ)

)
, {A(ν), A(μ)} = 0.

Значения этого полинома при μ = q1,2

pj =
1

q2
j − b2

A(μ = qj), j = 1, 2, (2.6)

являются канонически сопряженными импульсами к координатам q1,2:

{qi, pj} = δij , {q1, q2} = {p1, p2} = 0.

Для нахождения выражений для исходных переменных необходимо решить систему из
уравнений B(q1,2) = 0 и соответствующих уравнений для p1,2 (2.6) относительно сфери-
ческих координат. Подставив полученный результат в формулы (2.1), получаем выражения
для исходных переменных через переменные разделения:

J3 = −x1J1 + x2J2

x3
, x3 =

√
1 − x2

1 − x2
2 ,

J1 =
(a2 − q2

1)
(
a
√

x2
1 + x2

2 + x1q2

)
x3p1

a
√

x2
1 + x2

2(q2 − q1)x2

+
(q2

2 − a2)
(
a
√

x2
1 + x2

2 + x1q1

)
x3p2

a
√

x2
1 + x2

2(q2 − q1)x2

,

J2 =

(
(a2 − q2

1)q2p1 + (q2
2 − a2)q1p2

)
x3

a
√

x2
1 + x2

2(q2 − q1)

(2.7)

и

x1 =
(a2 − q2

1)(a
2 − q1q2)p2

1

a(q2 − q1)2
− 2(a2 − q2

2)(a
2 − q2

1)p1p2

a(q2 − q1)2
+

(a2 − q2
2)(a

2 − q1q2)p2
2

a(q2 − q1)2
−

−
a
(
d(q1q2 + a2) − ae(q1 + q2)

)
(a2 − q2

1)(q
2
2 − a2)

,

x2 =
1

a(q2 − q1)2

√
z1z2

(a2 − q2
1)(q

2
2 − a2)

,

где

z1 =
(
(a − q1)p1 + (q2 − a)p2

)2(a + q2)2(a + q1)2 + a2(q2 − q1)2(d + e),

z2 =
(
(a + q1)p1 − (q2 + a)p2

)2(a − q2)2(a − q1)2 + a2(q2 − q1)2(d − e).

Пары переменных разделения (q1, p1) (q2, p2) удовлетворяют разделенным уравнениям

Φ(q, p) =
(

2(q2 − a2)p2 + H1 +
√

H2 + 2a
da − eq

u2 − a2

)
×

×
(

2(q2 − a2)p2 + H1 −
√

H2 + 2a
da − eq

u2 − a2

)
− 4q2 + 4cq = 0

(2.8)
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при q = q1,2 и p = p1,2. Уравнение Φ(q, p) = 0 с вещественными коэффициентами определяет
гиперэллиптическую кривую рода три со стандартным базисом голоморфных дифферен-
циалов:

Ω1 =
dq

p
(
(a2 − q2)

(
2(q2 − a2)p2 + H1

)− 2a(ad − eq)
) ,

Ω2 =
qdq

p
(
(a2 − q2)

(
2(q2 − a2)p2 + H1

)− 2a(ad − eq)
) ,

Ω3 =

(
a(ad − eq) +

(
a2 − q2

)2
p2
)

dq

(a2 − q2)p
(
(a2 − q2)

(
2(q2 − a2)p2 + H1

)− 2a(ad − eq)
) .

В переменных разделения уравнения движения имеют вид

q̇1

p1

(
(a2 − q2

1)
(
2(q2

1 − a2)p2
1 + H1

)− 2a(ad − eq1)
)+

+
q̇2

p2

(
(a2 − q2

2)
(
2(q2

2 − a2)p2
2 + H1

)− 2a(ad − eq2)
) = 0,

(
a(ad − eq1) +

(
a2 − q2

1

)2
p2
1

)
q̇1

p1(a2 − q2
1)
(
(a2 − q2

1)
(
2(q2

1 − a2)p2
1 + H1

)− 2a(ad − eq1)
)+

+

(
a(ad − eq2) +

(
a2 − q2

2

)2
p2
2

)
q̇2

p2(a2 − q2
2)
(
(a2 − q2

2)
(
2(q2

2 − a2)p2
2 + H2

)− 2a(ad − eq2)
) = −2.

Эти квадратуры в интегральной форме
q1∫

q0

Ω1 +

q2∫
q0

Ω1 = β1,

q1∫
q0

Ω3 +

q2∫
q0

Ω3 = −2t + β2 (2.9)

представляют собой отображение Абеля –Якоби на гиперэллиптической кривой, определя-
емой уравнением Φ(q, p) = 0. В частности, это означает, что вместо p в выражения для
дифференциалов Ω1,3 (2.9) мы должны подставить функцию p(q) от q и интегралов движе-
ния, полученную из уравнения (2.8).

2.2. Случай λ �= 0

При λ �= 0 из векторного поля Y (2.3) необходимо вычесть поле

Yλ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
λ

(
1

cos2 θ
+ ln(tan θ)

)
pϕ

√
λ pθ

2 cos2 θ√
λ ζ

2 cos2 θ

−λ sin θ pθ

cos4 θ
.

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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где

ζ = a cos ϕ
(
cos2 θ ln

(
1 + sin θ

cos θ

)
− sin θ

)
− (2d sin ϕ − e cos2 ϕ + 2e)

(
1 + ln(tan θ) cos2 θ

)
cos3 ϕ

.

Легко проверить, что при λ �= 0 соответствующие переменные разделения связаны с пере-
менными (2.4), (2.6) каноническим преобразованием

pθ → pθ +

√
λ

cos θ
.

Естественно, что это преобразование можно непосредственно применить и к интегралам
движения. Действительно, подставим переменные разделения (2.4) и (2.6) в разделенные
уравнения:

Φ̃(q, p) =
(

2(q2 − a2)p2 + H1 +
√

H2 + 2a
da − eq

u2 − a2

)
×

×
(

2(q2 − a2)p2 + H1 −
√

H2 + 2a
da − eq

q2 − a2

)
− 4q2 + 4cq − 8

√
λ(q2 − a2)p = 0.

(2.10)

Решая полученные алгебраические уравнения относительно интегралов движения, мы по-
лучим гамильтониан

H1 = J2
1 + J2

2 + 2J2
3 + 2ax1 − 2(x2J1 − x1J2)

√
λ

x3

√
x2

1 + x2
2

+
c√

x2
1 + x2

2

+
2C1 − x2

3

x2
2

⎛⎝d +
ex1√

x2
1 + x2

2

⎞⎠,

который после канонического преобразования

J1 = J1 +

√
λ x2

x3

√
x2

1 + x2
2

, J2 = J2 −
√

λx1

x3

√
x2

1 + x2
2

совпадет с исходным гамильтонианом (1.3). Как и ранее, разделенные уравнения (2.10) опре-
деляют гиперэллиптическую кривую рода три с базисом голоморфных дифференциалов:

Ω1 =
dq

p
(
(a2 − q2)

(
2(q2 − a2)p2 + H1

)− 2a(ad − eq)
)−√

λ(a2 − q2)
,

Ω2 =
qdq

p
(
(a2 − q2)

(
2(q2 − a2)p2 + H1

)− 2a(ad − eq)
)−√

λ(a2 − q2)
,

Ω3 =

(
a(ad − eq) +

(
a2 − q2

)2
p2
)

dq

(a2 − q2)
[
p
(
(a2 − q2)

(
2(q2 − a2)p2 + H1

)− 2a(ad − eq)
)−√

λ(a2 − q2)
] .

Соответствующие квадратуры в интегральной форме имеют вид
q1∫

q0

Ω1 +

q2∫
q0

Ω1 = β1,

q1∫
q0

Ω3 +

q2∫
q0

Ω3 = −2t + β2.

Тем самым мы получили переменные разделения и разделенные уравнения для интегриру-
емой деформации волчка Ковалевской, найденной в работе [9].
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3. Заключение

Данная работа продолжает исследования, начатые в работах [3, 6], но уже примени-
тельно к интегрируемой системе, описанной в [9]. Для данной системы построен дополни-
тельный бивектор Пуассона, совместный с канононическим, получены квадратуры в ин-
тегральной форме. Таким образом показано, насколько эффективно могут применяться
методы бигамильтоновой геометрии для анализа интегрируемых систем. Как в ряде работ,
использующих те же методы, здесь активно применялись системы компьютерной алгеб-
ры для решения систем уравнений, возникающих при нахождении переменных разделения.
Как и в случае [3, 6], разделенные уравнения приводят к кривой рода три, что представляет
большой интерес для дальнейших исследований. В работе [2] можно найти глубокое ана-
литическое исследование для аналогичной системы, где получено обращение отображения
Абеля –Якоби на стратах якобиана кривой рода три в терминах σ-функций.

По сравнению с исходным волчком Ковалевской, описанная в работе деформация волч-
ка Ковалевской имеет более сложную структуру, что приводит к гораздо большему объему
вычислений, которые тем не менее можно провести с помощью современных средств ком-
пьютерной алгебры. При этом вопрос описания всего семейства возможных деформаций
гамильтониана Ковалевской остается открытым.
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One integrable deformation of the Kowalevski top is studied in framework of the bi-hamiltonian
geometry. The main result is the calculation of the variables of separation and of the corresponding
quadratures in differential and integral forms.
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