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Методом теории расширений нерелятивистского гамильтониана с 
выходом в дополнительное пространство внутренних степеней свободы 
построена модель бинарных реакций в системе частиц, обладающих не­
тривиальной внутренней структурой. Модель применяется для описания 
адрон-адронного рассеяния при низких и промежуточных энергиях. 

ВВЕДЕНИЕ 

В теории рассеяния составных частиц одной из основных задач явля­
ется изучение связи аналитической структуры ^-матрицы с динамикой 
внутренних степеней свободы сталкивающихся объектов. Прямое иссле­
дование этой связи (решение соответствующей задачи многих тел) со­
пряжено со значительными трудностями и в редких случаях может быть 
доведено до конца. Наряду с «многочастичными» трудностями существу­
ют трудности, связанные с отсутствием информации о взаимодействии 
составных частиц на расстояниях порядка характерных размеров этих 
частиц. Так, например, в задачах адрон-адронного рассеяния не существу­
ет адекватного математического описания многокварковой динамики на 
расстояниях порядка радиуса конфайнмента. В адрон-адронных задачах 
мы сталкиваемся также с проблемой «релятивизации» на малых расстоя­
ниях. Это означает, что динамика кварковых степеней свободы (для квар­
ков легких ароматов) является релятивистской, тогда как движение в 
адронном канале может рассматриваться в нерелятивистском приближе­
нии. Перечисленные обстоятельства объясняют интерес к построению 
простых, но математически аргументированных моделей, отражающих 
основные черты процесса рассеяния. 

В настоящей работе мы строим модель теории резонансного рассеяния 
частиц, обладающих нетривиальной внутренней структурой, и ограничи­
ваемся рассмотрением бинарных процессов. Физическое содержание мо­
дели фиксируется следующими предположениями. 

А. В реакции Ха+Уа-^СаР-^Хэ+Ур, а, $£<&, внутренняя структура 
сталкивающихся объектов проявляется лишь на относительных расстоя­
ниях порядка характерных размеров частиц и не обнаруживается в асимп­
тотических состояниях. 

Б. В канале ®£Ч? существует взаимодействие 1}, которое на расстоя­
ниях га=6а.вызывает фазовый переход, приводящий к образованию ком-

*> Существование потенциальной энергии при этом не обязательно. 
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паунд-состояния СаР с конечным временем жизни. При этом на расстоя­
ниях ra<ba возможны два типа динамики: 1) в Сар имеется примесь со­
стояния |ХаУа>, наследующего кластерную динамику асимптотической 
области (га>Ьа); 2) с некоторой вероятностью в Сар образуется новое 
состояние \Nq}, обладающее дополнительными степенями свободы, не 
наблюдаемыми в асимптотической динамике. 

В. Компаунд-состояние СаР распадается в выходной канал Pe<g?, энер­
гия которого не совпадает, вообще говоря, с энергией входного канала. 

О математической точки зрения предлагаемая модель основана на 
теории расширений симметричных операторов. При этом предполагается, 
что полная динамика, учитывающая взаимодействие внутренних и внеш­
них степеней свободы, задается самосопряженным оператором зф спе­
циальной структуры. Именно он действует в пространстве Ж=Жп®26&х, 
где Жгх — гильбертово пространство состояний, описывающее движение 
частиц без учета внутренних степеней свободы, Ж1П — гильбертово про­
странство состояний, отвечающих независимой динамике по внутренним 
степеням свободы. Способ построения оператора s& в пространстве Ж 
состоит в следующем. Пусть в пространствах Жех и Ж1п действуют само­
сопряженные операторы Аех и Ain, соответственно. Ортогональная сумма 
Ain®Aex описывает тогда независимую динамику по внутренним и внеш­
ним степеням свободы. Взаимодействие между этими динамиками может 
быть «включено» следующим образом. Сузим операторы Ain в Ж1П и Аех 

в Жех до симметричных операторов A0
in и А0

ех и построим все самосопря­
женные расширения оператора AQ

in®A0
ex в пространстве Ж. Тогда каж­

дое самосопряженное расширение s4> интерпретируется как цолный га­
мильтониан, задающий «внутреннюю» и «внешнюю» динамики и взаимо­
действие между ними. При этом характер взаимодействия внутренних и 
внешних степеней свободы регулируется как способом сужения операто­
ров Ain и Аех, так и выбором конкретной схемы расширения. 

Подчеркнем, что в предлагаемой модели пары Ain, Жхп и Аех, 3@ех 

могут быть совершенно различной структуры; в частности, в качестве 
Жех, Aex могут быть взяты бесконечномерное функциональное простран­
ство и дифференциальный оператор, тогда как в качестве <3^in, Alli — 
конечномерное пространство и любая самосопряженная матрица в <3^in. 
Подобная «свобода действий», обладая рядом преимуществ, вносит од-
HiaKo трудность, связанную с неплотностью области определения сужен­
ного оператора A0

in, действующего в Жп. Эту трудность, однако, легко 
преодолеть и более того, как показано ниже, удается «сшить» внутрен­
нее и внешнее пространства с помощью граничных условий. Преимуще­
ство заключается в том, что на этом пути удается выписать явно матрицу 
рассения и детально изучить ее аналитические свойства. При этом ока­
зывается, что ^-матрица наследует лишь спектральные свойства и харак­
теристики оператора Ain (в случае конечномерной матрицы это набор ее 
собственных чисел) и не зависит от конкретного выбора этого оператора. 
Наконец, то обстоятельство, что операторы Ain и Аех могут быть различ­
ной природы, позволяет моделировать ситуации, в которых динамики в 
Ж1П и <5̂ ех могут сильно различаться. Примером такой ситуации может 
служить рассеяние адронов в модели мешков [1—4]. Мы уже говорили, 

101 



что в адрон-адронных столкновениях «внешняя» динамика при низких 
и промежуточных энергиях является нерелятивистской и описывается 
уравнением Шредингера, тогда как внутри составного кваркового мешка 
динамика предполагается существенно релятивистской и задается орто­
гональной суммой одночастичных операторов Дирака [5]. 

1. ГАМИЛЬТОНИАН ВНЕШНЕГО КАНАЛА 

Рассмотрим самосопряженный оператор Аех, порожденный в простран­
стве <9#ex=L2(R3; Jfa) выражением 

(1) Aex=-A®I+I®Q. 

Здесь Jfa — вспомогательное гильбертово пространство, 1=\Ажа — тож­
дественный оператор в Jfa, А — оператор Лапласа в R3, ()=diag {Ха)аь<е, 
ка — порог канала а, а через ф обозначена совокупность всех каналов. 

Для случая бесспиновых частиц группа SO (3) -симметрии компаунд-
состояния, действующая в L2(S2), индуцирует разложение 

оо 

(2) •3en = L*(U+;*-a) &(£#,), 
1=0 

оо 

(3) A** = £®-Ah 
1=0 

где (yi=V{Yl
m}1 \m\^l, Y™ — сферические функции порядка I. Через At 

обозначены самосопряженные приведенные парциальные операторы, за­
данные в пространствах 3@iex=L2(R+; Jfa) выражением 

A^-Afil+IQQ, 
где — Д*=—дг

2+г~Ч(1+1). Всюду ниже мы будем сохранять в разложени­
ях (2) и (3) лишь конечное число N парциальных слагаемых и включать 
угловой момент I в мультииндекс а, нумерующий каналы. В процессах, 
идущих с сохранением четности ^ = ( — 1 ) \ индекс I фиксирован. 

Чтобы реализовать два различных типа динамики в компаунд-состоя­
нии, выделим в Ж*х соответственно кластерное и внешнее подпростран­
ства Жьх и <3̂ ооех и построим расщепление [6] А0

ех оператора Лех, отве­
чающее точке г=й, 

АГи={Аъ®А00)и, 

и££)(А0
ех)=>{и£2)(Аех) :u(b)=uf(b)=0}, 

где Аъ и Аоо — операторы соответственно в пространствах Жь
ех=Ь2 ((О, Ь); 

Jf) и Жооех=Ь2((Ь, оо); jf)^ порожденные тем же дифференциальным 
N 

выражением, что и Ае\ Здесь Jf=JPa®&N3lg; 2%S=L2(S2), &N=£® &>h 

где &i — ортопроектор в Ж8 на Qflu На областях 2) (Аь, *>) = {и^Зв^: 
: и(b)—uf(b) =0} операторы АЪу <* симметричны с индексами дефекта 
(я, п), n=&imJF. 
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Согласно теории Неймана (см., например, [7]) область определения 
оператора А0*, сопряженного к А0

ех, представима в виде суммы дефект­
ных подпространств 24, 24*, отвечающих какий-либо точке регулярного 
типа, и области определения замыкания 2) (А0

ех): 

(4) ®(Л0*)=^(1оехН24+24*. 

Граничная форма [8] оператора Л0* имеет при этом вид 

(5) <А0*щ v>-<u, Л0*г;> = 
= <е"(и), е+(у)>ж-<б+(гг), 8"(^)>ж, 

здесь 

(6) г+(и) = и(Ь)=^(Ь), е-(«) = « ' ( Ь ) = ( ~ ^ ) ( Ь ) -

Подпространства 24, 24* зависят, вообще говоря, от точки к0££, однако 
при всяком выборе точки /со^€\0? существует базис {gs*}, 5=1, 2 , . . . 
. . . , dim24, в пространстве 244-24* такой, что компоненты векторов е± в 
(.5) будут совпадать с коэффициентами разложения элементов из 2)(А0*) 
по этому базису. Векторы г± будем называть граничными; их компоненты 
однозначно определяются представлением и&2)(А0*) в виде 

u = uo + £B8
+gs

+ + E8-gs~, иоб2)ИоХ). 
s 

Все самосопряженные расширения оператора А0
ех получаются из со­

пряженного оператора А0* сужением его области определения до линеала 
2): 2)(А0

ех)<=2)<=2)(А0*), на котором аннулируется граничная форма. 
Для этого, например, достаточно, чтобы граничные векторы элементов 
из 2) удовлетворяли соотношению 

(7) Д« е - «е + , 

где Вех — эрмитова матрица [9]. 
Отметим, что граничная форма (5) — это просто билинейная форма 

тока вероятности /ех. Соотношение (7), аннулирующее граничную форму, 
тогда может быть интерпретировано как условие баланса в точке r=ft 
билинейных форм токов /ь

ех и /ооех, отвечающих подпространствам 3@ь
ех и 

<2̂ ооех, соответственно. 

2. ВНУТРЕННИЙ ГАМИЛЬТОНИАН 

Пусть Ж'1П — произвольное, в частности, быть может, и конечномерное 
гильбертово пространство, Ain — самосопряженный оператор в <5^in, 91 — 
порождающее подпространство оператора 4 i n , и—(А1П+1)~*(А1П—0 — 
его преобразование Кэли, 9l*=£/9t, 51х=<Э#1пЭ!>4. Построим неплотно задан­
ный симметричный оператор, являющийся сужением 41П, с дефектными 
подпространствами 91 и 91*. Для этого зададим на линеале 2)(А0

1П) = 
= (/— U)91*-1 оператор 4 0

i n формулой 

(8) Arf^A^f, f£2)(AQ
1»). 
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Оператор А0
1п симметричен с дефектными подпространствами 

••Я*=Жпе(А1п+г)2>(А0
1п), %=*2ё1пе(А1п-1)&(А0

ы). 

Всякое расширение оператора A0
in задается однозначно оператором 

W: 9t*->9l, таким, что оператор Uw=*UtPtf±+W&tf' не имеет собст­
венного числа К=1. Здесь 5V(^V X ) — проектбр на 9i*(9l*x). В этом 
случае определен, быть может, неограниченный оператор Aw, связанный 
с Uw преобразованием Кэли 

Aw=i(I-Uw)-x{I+Uw), Uw={Aw+i)-\Aw-i). 

В приложениях важно описать область определения расширения 4 F . 
Хотя в рассматриваемом случае нельзя прямо пользоваться формулами 
Неймана (4), даваемое ими описание области определения остается спра­
ведливым (см. [10]). Именно пусть J2V=(/— Uw)9t* — подпространство 
в £№4-91*, однозначно определяемое оператором W. Тогда область опреде­
ления оператора Aw представима в виде 

&(Aw) = (I-U)*^+{I-W)**=&{Af*)+&w, 

причем оператор Aw самосопряжен в том и только в том случае, когдэ 
W — изометрия 91* на Я. 

Пусть {<р8}^=1 — ортонормированный базис в 91. Тогда { /̂*фЛ^=1 — ор-
тонормированный базис в 91*. Определим в 914-91* новый базис # s

+ = 
аа=1/2(С*фв"Ьфв), ?в"==(1/20(̂ *<Р*—<Р*)- Всякий элемент j^2£w однозначно 
представим в виде 

(9) / =>(1/20£<*.(!- W)U*<pt = £ е . V + e-g-, 
s s 

Пусть W - матрица оператора W: WU*q>8= y\fV8tq>h а e*, а-векторы 
t 7 ',• 

с компонентами г8
±, as. Векторы e* будем называть граничными векто­

рами элемента /. Из (9) получаем уравнения для граничных векторов 
(10) ie++e-=-a, iE

+-s-=Wro. 

Граничными векторами элементов из области определения оператора 
Aw будем называть граничные векторы их JZV-компоненты. Из условий 
(10) следует, что граничные векторы элемента u&3)(Aw) удовлетворяют 
соотношению связи 
(И) s-=i(I+wT)(I-Wr)-le*=B]De^ 

где В1П — эрмитова матрица. Условие (11) выделяет в семействе расши­
рений Aw самосопряженные и является аналогом «токового» соотноше­
ния (7). 

3. ПОЛНЫЙ ГАМИЛЬТОНИАН 

Рассмотрим в ортогональной сумме «внутреннего», «кластерного» и 
«внешнего» подпространств <5#in®<9̂ 6

ex®c?#ooex симметричный оператор 
^0==Ло1пф^оех=^пф-4бф-4оо. Он имеет дефектные подпространства 
9t$$l и 91*®2Я*, где 2Я=2Яь®9йоо, 2й*=2Кь*®9Яоо*. Граничные векторы эле­
ментов линеалов 914*91*, 2ЯЬ4-ЗЯЬ*, Зйоо+ЗИоо* будем обозначать через 8^% 
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£;,*, е.**. Граничным вектором элемента u£($4-9t*) ® (Wtb-\-3Rb*) ф(9Иоо4-
-4Wco*)=3) назовем вектор 8±=(бщ±, е Д е»*). 

Пользуясь развитым формализмом, можно описать все самосопряжен­
ные расширения оператора s&0 (см. [9]). Мы ограничимся здесь рассмот­
рением лишь двух расширений s£x, s&v\ они выделяются заданием линеа­
ла iZ^v^S), граничные векторы которого удовлетворяют соотношениям 
(12) ' т : 8 + = £ е - , 

( 1 '• Z*\ 
1, 7\, Ге — самосопряженные матрицы, и v: для некото-

Z Те/ ' 
рого вектора v=(v i n , vb, Voo) выполнено 

(13) e+||v, 6--i-v. 

Операторы s$-x, «5#v, , 
^ t fv=^o-i(/|*-/|»*+/|aR-/|2»*)|S7T fv, 

с областями определения 

S> (stXt v)«a> (Л0
1п) ©5) (А) Ф2> (Л.) + 2 \ , v 

самосопряжены. 
Расширения ^ т , v будем интерпретировать как полный гамильтониан, 

задающий «внутреннюю» и «внешнюю» динамики, а также взаимодейст­
вие между ними. Отметим, что построенные самосопряженные расшире­
ния si>Xy v выделяются условием сохранения полного тока вероятности 
при переходе между внутренним, кластерным и внешним подпростран­
ствами. Ниже мы также показываем, что оба семейства расширений s&x, v 
позволяют смоделировать размыкание каналов связи между перечислен­
ными пространствами. При этом в пределе отсутствия связи в простран­
стве Жех получается исходный оператор Аех, а в пространстве Ж1П — 
оператор Ain. В частности, при Ti=Te=0, Z—Z*=al размыкание каналов 
связи происходит при а-^0. 

4. СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ОПЕРАТОРОВ &Xt v 

Опишем спектральные характеристики гамильтонианов s&x,y Мы огра­
ничимся здесь построением рассеянных волн, собственных функций 
дискретного спектра и ^-матрицы. 

Рассеянные волны, отвечающие положительным значениям спектраль­
ного параметра Я>0, определяются как решения однородного уравнения 
(14) s£XiJU=\<U, <W={»ln, иех}. 

Внутренняя часть uin = гг1^ + V ee
+g8

+ + £s~gs~ удовлетворяет урав-
S 

нению 

(15) ^ 4 n + ^ ( - e / g s - + 8s-?s
+) = ^ I n 

и дополнительным условиям связи (12) или (13). Из (13) имеем 

(16) и™ = {A™-Un£((W-es-)g + +(кг- + *+)?-).:> 
S 
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Условие ортогональности [8, 10] 

(17) (Aln-il)u0
ln±9l, u0

in£&(A0
in), 

налагает дополнительную связь на граничные векторы внутренней задачи 

(18) 8пГ=А1п(Я)8 1 п
+ , 

где Д1П(Л) -матрица оператора &я(1+кА1п) (Aln—)J)-l<Pm в базисе по­
рождающих элементов {фЛ^. 

Рассмотрим матричное решение иех=(иь, и^) системы уравнений 

(19) А0*иех=Хиех 

такое, что 
(20) ^ = / _ - / + S , иь-Ф0С, 

где С, S — квадратные невырожденные матрицы, /± — матричное решение 
Йоста, определяемое асимптотикой /±=ехр {±iKr}, r-^оо; через К= 
= (А—(?)'/2 обозначена матрица импульсов каналов, Ф0 — регулярное в 
нуле матричное решение уравнения (19). Из определения граничных 
элементов гъ

± и из (20) находим связь 

(21) еь-=Ль(А)еД 

где Аь=—Ф0
,(6)Ф0~1(^)- Аналогично для е ^ уравнение связи имеет вид 

(22) еоо-^АооМе^ 

с некоторой матрицей Аоо. Соотношения (20) и (22) позволяют выразить 
«^-матрицу в терминах А^: 

(23) 5 — ( A . / + - / + ' ) - | ( / - ' - A - / - ) , 
где через /±, /± ' обозначены значения решений Йоста и их производных 
в точке г—Ъ. Вычисление 5-матрицы сводится, таким образом, к вычисле­
нию матрицы Аоо, которую можно выразить через известные матрицы Ain> 
Дь. Для этого достаточно воспользоваться соотношениями (12) или (13), 
фиксирующими самосопряженное расширение, и условиями (18) и (21). 
Проведем это вычисление, например, для случая v. Для упрощения ал­
гебраических выкладок рассмотрим частный случай (13): 

(24) V6~1eb
+=v00"160o+=vin~18in

+, vbeb-+Voo:8oo"+Vin8in~=0, 

где vin, Vb, Voo — заданные вещественные числа. В этом случае 

(25) A0O=-(-p2Ab+T2A in), 

где p2=(vb/voo)2, 'Y2=(vin/voo)2. Случай т рассматривается аналогично. 
Для вычисления uin воспользуемся выражением базисных элементов 

{gs*} через порождающие элементы {срв}: 
(26) В.+=(А1й-ИУ1А**чв, g-=(A^-U)-^s. 

Вычисляя u0
in из (16), находим выражение для внутренней функ­

ции uin, 

(27) и™ = (А™ + И) (А™ - Xiy1 £ < inq>f. 
S 
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Величины 8 in
+ могут быть выражены непосредственно через граничные 

векторы 8оо+ внешнего канала и в конечном счете через матрицу Д^ или 
«S-матрицу. 

Аналогично подсчитывается ранее не фиксированная матрица С, С= 
=Ф0~~1(Ь)гь

+, где 8Ь
+ вновь выражаются в терминах Аоо. Тем самым дано 

полное описание решения задачи рассеяния (14) в случае v; для случаях 
решение получаем аналогично. 

Из представления (25) следует, в частности, что параметр у играет 
роль «константы связи» подпространств Ж[п и <5̂ ооех, а параметр р — 
«константы связи» подпространств Жъ

ех и <9̂ ооех, причем 

(28) f+p2-Voo-2 |M|2-l. 

Таким образом, полагая р=0, у¥=0 или (i^O, ^==0, можно «отсоединять» 
кластерное <Жь

ех или внутреннее Ж1П подпространства от внешнего под­
пространства <3̂ ооех и регулировать динамику компаунд-состояния в 
соответствии с анзацем Б введения. Наконец, нормируя вектор v: ||v[| = l 
и полагая в (28) ^=^=0, видим, что Voo2—1, т. е. рассеяние во внешнем 
канале в этом случае происходит без потерь, а соответствующая 5-матри-
ца отвечает столкновению твердых сфер радиуса 6/2. 

5. СТРУКТУРА S-МАТРИЦЫ 

Формулы (20), (23), (25) в случае v и аналогичные им формулы для 
случая т дают формальное решение задачи о построении матрицы рас­
сеяния, отвечающей процессам 2->2 для составных частиц. При этом мат­
рица Ащ (Л) играет в нашей модели фундаментальную роль: она содер­
жит полную информацию о спектральных свойствах внутреннего гамиль­
тониана Ain. Именно Am (А) есть интеграл Шварца меры d<£t

A"Va, 
Фэ> [8], 

(29) Agf (к) = {} - у £ ^ < Е Л р а , Фр>, 

и, таким образом, обладает следующими свойствами. 
A. Всюду вне спектра оператора А[п 

Дт(Х)=Дт*(Я), 1тХ=0. 
Б. Ащ (Я) голоморфна в 1тЯ>0 и имеет там положительную мнимую 

часть 
-*(Дт(Я)-Д1 п*(Я))>0, 1тА>0. 

B. Все полюсы Д1п(Я) просты, лежат на вещественной оси и совпада­
ют с собственными числами внутреннего гамильтониана А1П. 

В ситуации общего положения Ain(X) реально зависит от % (не кон­
станта и не нуль). 

Свойства матрицы Дт(Я) вместе с известными аналитическими свой­
ствами решений Ф0, /± фиксируют аналитическую структуру многока­
нальной ^-матрицы на римановой поверхности ЗЬч* энергии Я рода g= 
=тг/2—1 или g=(n+l)/2— 1 в зависимости от того, является четным или 
нечетным число каналов п [11]. В общем случае наличие невьгрожден-
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ных (смещенных относительно нуля) порогов существенно усложняет 
аналитические свойства ^-матрицы и требует специального исследования; 
оно будет проведено в другом месте. Здесь же мы ограничимся рассмот­
рением ^-матрицы на римановой поверхности &2=Я, т. е. в случае, когда 
имеется единственная общая граница непрерывного спектра во всех ка­
налах, к=0. В этом случае существует тривиальная униформизация с 
импульсом к, к2=Х, в качестве униформизующей переменной. Связь к2=Х 
отображает 91% на плоскость (к) и позволяет изучить ^-матрицу на 
плоскости (к). 

Из свойств Am(Л), Ф0, /± следует, что 
1) / -SS*>0 , ImA:>0; 
2) S — внутренняя [12] матрица-функция переменной к, допускаю­

щая факторизацию S=SJSB, где Ss — сингулярный сомножитель, не имею­
щий особенностей на конечном расстоянии, SB — произведение Бляшке — 
Потапова [13] (отсутствие особенностей у Ss на конечном расстоянии 
следует из мероморфности S). В конечномерном случае, dim5r<oo, 
функция S всегда имеет скалярное кратное [12] (например, detS) и, 
таким образом, сингулярный множитель detS может быть лишь вида 
е~2гкШ. Согласно теореме Хелсона [14] сингулярный сомножитель у S 
отсутствует в том и только в том случае, когда скалярная функция detS 
есть произведение Бляшке (dim £<<»). Отсюда и из того, что det£ s= 
=e~2ihbN, следует, что в ситуации общего положения условие 6=0 необ­
ходимо и достаточно для того, чтобы матрица S была произведением 
Бляшке — Потапова; 

3) корни ^-матрицы расположены в полуплоскости Im /с>0 симмет­
рично относительно мнимой оси и, быть может, на отрицательной мнимой 
оси, а полюсы — в сопряженных точках. 

6. РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 

В нашей модели 5-матрица является единственной «измеряемой» ве­
личиной и содержит полную информацию об операторе А1П, определяю­
щем динамику внутренней подсистемы. В связи с этим возникает вопрос 
о разрешимости обратной задачи — восстановлении оператора Ain по за­
данной 5-матрице соответствующего класса2). Не останавливаясь здесь 
подробно на этой задаче, наметим лишь основные моменты ее решения 
в случае вырожденных порогов. 

Итак, пусть задана матрица-функция S, обладающая перечисленными 
свойствами. Выделив из S сингулярный сомножитель S8, восстанавливаем 
по SB матрицу-функцию А (К), связанную с SB дробно-линейным преобра­
зованием 
<30) 5 В — (1К-А)-{((К+А) 

и такую, что А голоморфна, ограничена в верхней полуплоскости и имеет 
там положительную мнимую часть. Тогда существует ограниченная, не 

2) При фиксированной схеме самосопряженного расширения или, в частности, 
при фиксированных константах связи [}, 7-
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убывающая на вещественной оси iVX^V-матрица-функция о такая, что 

(31) ^Q,)=^lh±l.d(j{t) + c, lmc = 0. 

Применяя к (31) формулу обращения Рисса — Герглотца, можно восста­
новить матрицу-функцию о (t). 

Обозначим через Ж совокупность непрерывных вектор-функций p(t) 
со значениями в €iY и зададим метрику 

<Р,з>а = $<?(*). <to (*>?(*)>cw-

Будем считать, что функции р и q эквивалентны, если (p—q, p—<Z>.£=0. 
После факторизации по этому отношению и пополнения Ж превращает­
ся в гильбертово пространство. Зададим в Ж оператор А формулой 
Ap(t)=tp(t). Общая кратность его спектра равна N, а стандартный базис 
в €N является порождающим. Построим по оператору А оператор-функ­
цию h=£P(A—'kI)-l(AX+I)@>, где ^ — проектор на указанное порождаю­
щее подпространство. В базисе из порождающих элементов соответствую­
щая матрица имеет вид 

Построив по формуле (30) с помощью А матрицу £, убеждаемся в том, 
что SB=s. 

Оператор А — функциональная модель самосопряженного оператора с 
iV-кратным спектром. Следовательно, для всякой iV-канальной системы с 
разбиением полного пространства состояний Ж на Ж1П®Жех существует 
эквивалентная ей модель рассматриваемого типа. 

7. ИЛЛЮСТРАЦИИ 

Рассмотрим случай s-волнового одноканального рассеяния, интерпре­
тируя частицы как адроны, в результате столкновения которых на рас­
стояниях r<b образуется составной кварковый мешок (СКМ) [3, 4], ди­
намика которого в отсутствие связи с внешним и кластерным каналами 
задается оператором Ain. В этом случае матрица рассеяния 5, отвечаю­
щая расширению s£v, принимает вид 

(32) S = е-^ъ д°° + ^ , 

где Аоо задается формулой (25). С учетом свойств А—В раздела 5 видим, 
что Ain(/c) есть Р-матрица Джаффе — Лоу [1], а Аь(/с) =/с ctg /сб—Р-мат-
рица, отвечающая свободной динамике адронов. Поскольку мы интересу­
емся взаимодействием кваркового и адронного каналов, всюду ниже бу­
дем полагать [}=0. Тогда из определения величин 8^* и из (22) следует, 
что радиальная зависимость адрон-адронного взаимодействия имеет вид 

(33) y e x =- fA i n ( ?06( r -b ) . 
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Следовательно, в моделях со связью адронного и кваркового каналов 
лишь на поверхности СКМ энергетическая зависимость адрон-адронного 
взаимодействия не может быть произвольной: она задается согласно (33) 
интегралом Шварца спектральной меры внутреннего гамильтониана Ain. 
Отметим также, что в общем случае связь Ащ(Я) со спектральной мерой 
do(t)=<Et

AПф, ф> имеет вид 

(34) Дш (к) = V0 + U^o + J f + * da, 

где 6«о — скачок спектральной меры на бесконечности, б^о^О, F0=const> 
Im F0=0. Таким образом, потенциал Vex может, вообще говоря, содержать 
член, линейно зависящий от энергии. Этот член связан с расположением 
спектра оператора Ain на бесконечности и тем самым с конфайнментом 
сколь угодно высоко возбужденных состояний СКМ. 

В низкоэнергетическом приближении в качестве Ain целесообразно 
рассматривать конечномерный оператор с простым спектром. Пусть Xs — 
его собственные числа, £PS — соответствующие ортогональные собствен­
ные проекторы: Ain= \ \S5V Тогда из (29) следует, что 

S 

(35) Ain (X) = JT 1 + _ ^ <^Ф , Ф> 
S S 

— рациональная функция с положительной мнимой частью в 1тЛ>0. 
В рассматриваемом случае непрерывный спектр оператора j ^ v состоит 
из абсолютно непрерывной ветви [0, °°), а дискретный спектр —из ко­
нечного числа точек Х=к2 — корней уравнения ^2Ain{kz)=—ik, Im&>0. 
Соответствующие точки к=Ы лежат на положительной мнимой оси и сов­
падают с полюсами матрицы рассеяния S. 

Проследим за движением собственных чисел оператора j$v и изме­
нением его собственных функций при размыкании канала связи (̂ ~*"0) 
между внутренней и внешней подсистемами. 

Пользуясь теоремой Руше, находим, что при у->0 отрицательные соб­
ственные числа —х/ оператора ,s&v стремятся к собственным числам Я3= 
=—as

2 оператора Ain: 
1 4- X 2 

и, — а,~У2 2\К | < 5 ^ ф ' ф > ' 

Соответствующие собственные функции дискретного спектра экспоненци­
ально убывают во внешнем канале: u00

s=e~7is\ r>b. Внутренние компо­
ненты этих функций, uin

s=(Aln-\ri)(Ain+Ks
2)~i*(e-H8b<q)i имеют конечный 

предел 

limуи*й = as {(as
2 + i) <3VP, Ф>ГХ ^Ф<ГаА 

совпадающий с истинной собственной функцией СКМ (примитивом), от­
вечающей собственному значению Xs=—as

2. 
Положительным собственным числам 'ks=as

2 оператора А1п при малых 
Y отвечают полюсы матрицы рассеяния, однако эти полюсы ks лежат уже 
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в нижней полуплоскости Im/c<0, т. е. являются резонансами: 

К ~ as — it 2% * < 5 ^ ф ' ф ^ 

Внешняя часть и^8 соответствующего решения уравнения (14) оказыва­
ется растущей функцией при г->о° и является, таким образом, резонанс­
ным состоянием, отвечающим резонансу ks: u00

s=eih*r, г>&. Внутренняя 
часть резонансного состояния 

и.п°= (Ain+i) (Ain-ks
2)~l4eik*bq> 

близка к соответствующей собственной функции оператора Л1П: 

Решение нестационарной задачи 

т%=&м, ^ = { М * , г), и1п(*)}, 
при начальном условии, совпадающем с резонансным состоянием °US\ 
s&&ls=hs

10Us, равно °и{1)=-°и&е~^\ Запишем при малых *[ выражение 
для внутренней и внешней частей этого решения в виде 

u . (t, г) ~ уе*? ехр { - f ±±2±- <$>,Ф, ср> t\ е* V , 

1 + h 2 
Щп (t) ~ ieias2t ехр { - Y8 \^s <3>Д>, Ф> *} X 

X as {(as
2 - i) < ^ ф , ф)}-1 &№***. 

Видно, что это решение представляет собой расходящуюся затухающую 
во времени волну и^ (t, г) в адронном канале и экспоненциально затухаю­
щую по времени «стоячую» волну в СКМ. Обратную величину декремен­
та затухания 

(36) т8=Ъ8{ч2(1+^)<&*Ч>,<р>}-1 

следует интерпретировать как время жизни СКМ относительно распада 
в адронный канал. 

Обсудим теперь процедуру определения параметров модели по дан­
ным рассеяния. Такими параметрами в случае расширения s&v являются 
эффективный радиус Ъ СКМ, спектральная мера <^ф,<р> оператора А1П 

и константа связи «у. Определение этих параметров может быть проведено 
по следующим наборам данных. 

1. Пусть в заданном энергетическом интервале известны полюсы %8 
матрицы Аоо, ширины резонансов TS~\ значение фазы б=1/2^InS при&=0 

Тогда, пользуясь выражением для и длина рассеяния а = т— о 
ак вычетов Аоо-матрицы, 

/Г=0 

(37) res До. = у2 (1 + V ) < 5̂Ф> Ф>, 
К 

и соотношением (36), вычисляем значения вычетов в терминах известных 
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величин А8, т«: 

(38) TesAac = Xsx;1. 

Параметр •у определяется из условия полноты: 

(39) £ res Д» (1 + V ) = V2 £ <5VP, Ф> = V2, 
s в s 

которое вместе с (37) позволяет восстановить спектральную меру 

(40) <#,<р, ф> = res Д^ {у2 (1 + V)}"1 . 

Далее, с помощью (40) находим значение Дщ(0) в терминах Я» и <^8ф, ф>: 

(41) Ain(0) = £a,71<#.<P,q>>. 
S 

Из представления (32) следует равенство 

(42) Ъ=ае™<0)-ч-2А1п-1(0), 

которое вместе с (41) определяет параметр Ъ. 
2. Пусть известна фаза 8 (к) при к^О. При фиксированном значении 

параметра Ъ полюсы ls=ks
2 матрицы А*, определяются как решения урав­

нения S=e~2ihb, или, что то же самое, уравнения 8(к)=—kb+ns. Получен­
ные значения Xs позволяют вычислить вычеты res Аоо матрицы Л*,, свя-

К 
занной с фазой б соотношением (32), и по формулам (39) —(41) найти 
величины у, <^ф,ф>, A in(0). Подставив найденные параметры в (42), 
проверяем для заданного Ъ выполнение этого равенства. Если найденные 
параметры удовлетворяют равенству (42), то процедура подгонки пара­
метров закончена; в противном случае, задавая новое значение парамет­
ра 6, ее следует повторять до тех пор, пока (42) не превратится в равен­
ство с заданной точностью. 

Приведенные рассуждения показывают, что информация о фазах в 
заданном энергетическом интервале позволяет определить все параметры 
модели и решить явно обратную задачу о восстановлении внутреннего 
гамильтониана Ain (точнее, его функциональной модели). 

Описанная выше схема определения параметров модели позволяет, 
например, оценить величины констант связи ^ и ширины резонансов т̂ """1 

длн/й'ои 3£\-каналов в ЛТУ-рассеянии по данным фазового анализа в ин­
тервале от 0 до 1 ГэВ. Именно в ^-канале 6=1,4 Фм, <2=5,4 Фм, A,i= 
=0,23 ГэВ, А.2—1 ГэВ [2, 3] и таким образом, 72=0,002, хГ*~ю МэВ. 
Соответственно в 354-канале 6=1,4 Фм, а=—23,6 Фм, A,i=0,24 ГэВ, Я2= 
= 1 ГэВ [2, 3], что дает f=0,01, тг '^БО МэВ. 

Напомним, что полученные значения ширин резонансов отвечают от­
соединенному кластерному каналу, р=0. Все вычисления без труда про­
водятся и для ненулевых значений [3. При этом в формуле (42) *(2А1п(0) 
следует заменить на (fAin(k)—$2kctgkb) |ь=о=—p7&+42Ain(0). Это при-. 
г.: 
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водит согласно (36) к следующему результату: 

г_ Я.?<3>,д>,ф)(1 + У ) / Р2 1 | 
Дш(0) \ b ^ а — & ) * 

Отсюда видно, что учет кластерного канала приводит к появлению в т8
-1 

дополнительного слагаемого в фигурной скобке, отвечающего нетривиаль­
ной связи кластерного и адронного каналов, $¥=0. Следовательно, полу­
ченные выше оценки для ширин резонансов являются минимальными — 
учет кластерного канала, таким образом, эффективно приводит к ушире-
нию резонансов 3). 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

1. Описанная в работе модель теории рассеяния частиц, обладающих 
внутренней структурой, является математически корректной схемой изу­
чения реакций, идущих через образование промежуточного компаунд-
состояния, и может быть применена к широкому кругу физических явле­
ний, таких как многоканальное адрон-адронное рассеяние, резонансные 
ядерные реакции и т. п. Преимущество модели состоит в том, что с са­
мого начала динамика во внутреннем и внешнем каналах может быть 
задана с помощью гамильтонианов совершенно различной природы; при 
этом включение взаимодействия сводится просто к построению всех са­
мосопряженных расширений некоторого сужения ортогональной суммы 
этих операторов. Такой подход дает богатый класс моделей, допускаю­
щих явное решение, поскольку исследование спектральных характери­
стик полного гамильтониана является, по существу, задачей линейной 
алгебры. При этом на алгебраическом уровне решается и обратная зада­
ча о восстановлении внутреннего гамильтониана и параметров модели по 
данным рассеяния. Более того, в пределе малых констант связи каналов 
удается явно проследить связь особенностей ^-матрицы внешнего канала 
(расположение дискретного спектра и резонансов) с отрицательным и по­
ложительным спектрами внутреннего гамильтониана. 

2. Основной объект моделей адрон-адронного рассеяния, предложен­
ных другими авторами [1—4],— Р-матрица — в нашей схеме приобретает 
непосредственный операторный смысл. А именно, она выражается через 
интеграл Шварца внутреннего оператора, а Р-матричная аксиоматика 
Джаффе — Лоу [1] является, тем самым, простым следствием свойств 
интеграла Шварца. Таким образом, наша модель может, в частности, 
рассматриваться как математическая база моделей, предложенных в ра­
ботах [1—4]. 

3. Хорошо известно, что в низкоэнергетической области влияние ме-
зонных и кулоновских эффектов становится существенным. В настоящей 
работе мы ради простоты игнорировали это обстоятельство. Однако ясно, 
что модель без труда обобщается на случай наличия дополнительных 
(кулоновского и т. п.) взаимодействий. 

Авторы признательны С. П. Меркурьеву и А. К. Мотовилову за по­
лезные обсуждения. 

3> Авторы благодарны рецензенту за соображения, высказанные им по поводу 
предложенных оценок ширин резонансов в отсутствие кластерного канала. 
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MODEL OF RESONANCE SCATTERING 
OF COMPOUND PARTICLES 

Kuperin Yu. A., Makarov K. A., Pavlov B. S. 

By means of theory of extensions of nonrelativistic Hamiltonian with going out into 
the auxiliary space of internal degrees of freedom, a model of binary reactions is con­
structed for the system of particles possessing nontrivial internal structure. The model 
is applied to the description of hadron-hadron scattering at low and intermediate 
energies. 
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