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В статье дан обзор по проблеме стабилизации стационарных линейных систем управ-
ления и проблеме назначения полюсов или размещения собственных чисел. Приведе-
ны основные результаты работ по данной тематике. Рассматриваются стационарная и
нестационарная стабилизации обратной связью. Приведены алгоритмы (низкочастот-
ной и высокочастотной стабилизаций) решения проблемы Брокетта о стабилизации
линейных систем нестационарной обратной связью. Даны эффективные необходимые
и достаточные условия стабилизируемости двумерных и трехмерных управляемых ли-
нейных систем. Рассматривается проблема о назначении полюсов и смежные с ней
вопросы.
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Введение. Одной из важнейших задач теории управления является задача о
стабилизации динамических систем. Интерес к проблемам стабилизации мотивиру-
ется как запросами практики управления, так и формулировками открытых про-
блем известными учеными. Методы стабилизации управляемых динамических си-
стем создавались и развивались примерно последние 150 лет: от создания катаракта
Вышнеградского до анализа и синтеза систем стабилизации спутников и плазмы в
современных токамаках. Наиболее эффективные методы и алгоритмы стабилизации
разработаны для линейных стационарных систем. Теории и практике стабилизации
линейных систем и смежным с ней вопросам посвящено большое число статей и
книг (см., например, обзоры [1–5]).

Однако за последние 30 лет произошел бурный рост публикаций, посвященных
методам стабилизации линейных управляемых систем и смежным вопросам, кото-
рые уже не в полной мере отражены в упомянутых выше книгах и обзорах.

Одной из проблем, стимулировавшей немало публикаций, была сформулиро-
ванная в 1999 году Р. Брокеттом проблема о стабилизации линейной стационарной
системы с помощью линейной нестационарной обратной связи [6]. Решение этой про-
блемы в ряде важных для практики случаев дано в работах Г. А. Леонова [7–11] и
Л. Моро (L. Moreau), Д. Аэлса (D. Aeyels) [12–14]. В этих работах с помощью стаби-
лизирующих матриц и функций из определенных классов построены соответственно
алгоритмы низкочастотной и высокочастотной стабилизаций линейных систем. Для
двумерных и трехмерных управляемых систем показано, как введение в систему
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нестационарной обратной связи расширяет возможности стабилизации стационар-
ной обратной связью. В работах [15–17] проблема Брокетта рассматривается в дру-
гих классах стабилизирующих матриц.

В настоящей статье представлен краткий обзор работ по проблеме стабилизации
линейных стационарных систем и более общей проблеме назначения полюсов (pole
assignment) или размещения собственных значений (eigenvalue placement).

1. Стационарная стабилизация. В этом разделе рассматривается статиче-
ская стабилизация линейной системы стационарной обратной связью.

Рассмотрим непрерывную линейную систему управления

ẋ = Ax+Bu, y = Cx, ẋ ≡ dx

dt
, (1.1)

где A, B и C — вещественные постоянные матрицы размерностей n×n, n×m и l×n
соответственно, x = x(t) ∈ Rn — вектор состояния, u = u(t) ∈ Rm — вектор входа или
управления, y = y(t) ∈ Rl — вектор выхода (t— время).

Задача о стационарной стабилизации системы (1.1) ставится следующим об-
разом: Для системы (1.1) требуется найти обратную связь вида (static output
feetback)

u = Ky, (1.2)

где K — вещественная постоянная (m× l)-матрица, такую, чтобы замкнутая си-
стема (1.1), (1.2), т. е. система

ẋ = (A+BKC)x (1.3)

была асимптотически устойчивой.
Другими словами, задача состоит в том, чтобы для данной тройки веществен-

ных матриц (A, B, C) найти вещественную матрицу K такую, чтобы матрица
A+BKC была гурвицевой: Reλj(A+BKC) < 0 (j = 1, . . . , n).

Говорят, что система (1.1) стабилизируема или тройка (A, B, C) стабилизируе-
ма, если существует хотя бы одно ее стабилизирующее управление (1.2).

1.1. Стабилизация по состоянию. Пусть в системе (1.1) матрица C — еди-
ничная: C = I, т. е. выходом системы является вектор состояния. Тогда говорят о
стабилизации по состоянию; в противном случае, когда C 6= I, — о стабилизации по
выходу.

В [18, 19] установлено, что достаточным условием стабилизируемости по со-
стоянию системы (1.1), C = I, является ее полная управляемость, т. е. выполнение
условия управляемости Калмана

rank(BAB · · ·An−1B) = n. (1.4)

Необходимое и достаточное условие стабилизируемости по состоянию дается
следующей теоремой.

Теорема 1 [20, с. 206]. Система (1.1), где C = I, стабилизируема (или пара
(A, B) стабилизируема) тогда и только тогда, когда выполняется условие

rank(λI −A B) = n ∀λ ∈ σ(A) ∩ C+, (1.5)
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где I — единичная матрица, σ(A)— спектр матрицы A, C+ — замкнутая правая
полуплоскость плоскости комплексного переменного: C+ = {λ ∈ C|Reλ ≥ 0}.

Отметим, что условие (1.5) слабее, чем условие (1.4), поскольку последнее эк-
вивалентно условию [21]

rank(λI −A B) = n ∀λ ∈ σ(A).

Поскольку λj(A +KC) = λj(A
T + CTKT ) (j = 1, . . . , n), то из теоремы 1 сле-

дует, что в случае B = I необходимым и достаточным условием стабилизируемости
системы (1.1) является условие

rank(λI −AT CT ) = n ∀λ ∈ σ(A) ∩ C+. (1.6)

Условие (1.6) является также критерием стабилизируемости пары (AT , CT ), т. е.
дуальной к (1.1) (B = I) системы

ẋ = ATx+ CTu (y = x).

Из стабилизируемости пары (AT , CT ), в силу принципа дуальности (двойствен-
ности), следует детектируемость (обнаруживаемость) системы (1.1) [22; 23, с. 100].

Если ни одна из этих двух матриц B и C не является единичной, то решение
задачи о стабилизации по выходу становится значительно более трудным.

1.1.1. Квадратичная стабилизация. Достаточное условие существования
стабилизирующей обратной связи (1.2) (y = x) можно получить, используя под-
ход, основанный на построении квадратичной функции Ляпунова для системы (1.1)
(C = I). Это условие заключается в существовании решения некоторого линейного
матричного неравенства. Изложим этот подход, следуя работе [5].

Из теории устойчивости Ляпунова хорошо известно, что замкнутая система (1.3)
(C = I) будет асимптотически устойчивой (т. е. матрица A + BK гурвицева) тогда
и только тогда, когда линейное матричное неравенство

(A+BK)TP + P (A+BK) < 0 (1.7)

имеет положительно определенное решение P > 0. При этом квадратичная форма
V (x) = xTPx (P = PT ) является функцией Ляпунова (V > 0, V̇ < 0) для системы
ẋ = (A+BK)x.

Таким образом, задача сводится к решению неравенства (1.7) относительно мат-
риц K и P > 0. Матричные переменные K и P входят в (1.7) нелинейным образом.
Неравенство (1.7) можно свести к линейному неравенству, введя новые матричные
переменные

X = P−1, Y = KP−1.

Для этого умножим неравенство (1.7) слева и справа на P−1; в результате по-
лучим неравенство

XAT +AX + Y TBT +BY < 0, X > 0, (1.8)

линейное по переменным X и Y. Из (1.8) можно исключить матрицу Y.
Действительно, рассмотрим квадратичную форму

f(x) = xT (Y TBT +BY )x
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и представим ее в виде

f(x) = xTY TBTx+ xTBY x =

= (Y x)TBTx+ (BTx)TY x = 2(Y x)TBTx = 2(BTx, Y x).

Форма f(x) обращается в 0 на подпространстве BTx = 0. По лемме Финслера
(см., например, [24]) существует число γ > 0 такое, что f(x)+γ||BTx||2 ≥ 0 ∀x ∈ Rn,
т. е.

Y TBT +BY ≥ −γBBT . (1.9)

Поэтому если имеет место (1.8), то будет выполняться неравенство

XAT +AX − γBBT < 0 (X > 0). (1.10)

Обратно, пусть X — решение линейного матричного неравенства (1.10). Тогда,
взяв Y = − γ

2B
T , получим равенство в (1.9) и, следовательно, будет выполнено нера-

венство (1.8) и, стало быть, неравенство (1.7). Таким образом, стабилизирующая
матрица K в обратной связи (1.2) имеет вид K = Y X−1 = − γ

2B
TX−1. Получаем

следующий результат.
Теорема 2 [5]. Если X — решение матричного неравенства Ляпунова (γ = 2)

XAT +AX − 2BBT < 0, X > 0, (1.11)

то обратная связь (1.2) с матрицей

K = −BTX−1

стабилизирует систему (1.1), где C = I, а квадратичная форма

V (x) = xTX−1x

является функцией Ляпунова для замкнутой системы (1.3) (C = I).
Теорема 2 сводит задачу нахождения стабилизирующей матрицы K к решению

линейного матричного неравенства (1.11).

1.1.2. Квадратичная стабилизация при наличии неопределенности.
Пусть имеется зависящее от параметра q ∈ Q ⊂ R семейство систем [5]

ẋ = A(q)x+ Bu, q ∈ Q. (1.12)

Ставится следующая задача (в робастном варианте): найти общую обратную связь
вида u = Kx такую, чтобы у замкнутых систем

ẋ = (A(q) +BK), q ∈ Q,

существовала общая квадратичная функция Ляпунова

V (x) = xTPx, P > 0 (P = PT ).

Следующая теорема дает достаточное условие разрешимости этой задачи и является
непосредственным обобщением теоремы 2 на случай робастной стабилизации.
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Теорема 3 [5]. Если X — решение системы матричных неравенств

XAT (q) +A(q)X − 2BBT < 0, q ∈ Q, X > 0,

то обратная связь u = Kx с матрицей

K = −BTX−1

робастно стабилизирует систему (1.12), а квадратичная форма

V (x) = xTX−1x

является общей функцией Ляпунова для замкнутой системы при всех q ∈ Q.
В случае, когда множество Q в (1.12) конечно: Q = {1, 2, . . . ,m}, теорема 3

дает достаточное условие одновременной стабилизации: если система m линейных
матричных неравенств

XAT
i +AiX − 2BBT < 0 (i = 1, . . . ,m), X > 0,

имеет решение X, то обратная связь u = Kx с K = −BTX−1 одновременно ста-
билизирует m систем

ẋ = Aix+Bu (i = 1, . . . ,m).

Отметим, что теорема 3 дает лишь достаточное условие стабилизации. Поэтому
робастная (и одновременная) стабилизация может быть возможна и в том случае,
когда общей квадратичной функции Ляпунова не существует [5].

1.2. Стабилизация по выходу. Существуют различные подходы для реше-
ния задачи стабилизации по выходу, т. е. нахождения стабилизирующей матрицы
K в (1.3). Однако исчерпывающего решения этой задачи, насколько нам извест-
но, пока не существует, хотя для ряда частных случаев она может быть полностью
исследована. Отметим некоторые из них.

В случае, когда вход и выход в системе (1.1) являются скалярными функциями
(m = l = 1), используются графические (частотные) подходы — корневой годограф,
критерий Найквиста — Михайлова — для нахождения коэффициента усиления K (K
в данном случае скаляр) в обратной связи (1.2). Также имеются некоторые алгебраи-
ческие методы, дающие необходимые и достаточные условия [25, 26] существования
стабилизирующей обратной связи (1.2). Эти методы, однако, требуют некоторых
предварительных вычислений — нахождения корней, собственных значений, и по-
этому они усложненные [3], как и графические методы.

1.2.1. Линейно-квадратическая стабилизация. В [27] даны необходимые
и достаточные условия стабилизируемости системы (1.1) обратной связью (1.2) в
терминах разрешимости специального матричного уравнения типа Лурье — Рикка-
ти. Приведем основной результат.

Теорема 4 (Кучера, Сауза [27]). Пусть в системе (1.1) матрицы A, B и
C удовлетворяют условиям:

1) пара (A,B) стабилизируема,
2) пара (A,C) детектируема.
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Тогда система (1.1) стабилизируема обратной связью (1.2) тогда и только
тогда, когда существует вещественная (m× n)-матрица G такая, что линейно-
квадратичная система уравнений

KC +BTH = G, (1.13)

ATH +HA−HBBTH + CTC +GTG = 0 (1.14)

относительно матрицы H имеет решение H = HT , причем H > 0.
Заметим, что уравнение (1.14) есть матричное алгебраическое уравнение Рик-

кати.
Пусть выполнены равенства (1.13) и (1.14). Тогда, очевидно, имеем матричное

уравнение

ATH +HA−HBBTH + CTC + (CTKT +HB)(KC +BTH) = 0,

которое может быть переписано так:

(A+BKC)TH +H(A+BKC) = −CT (I +KTK)C. (1.15)

Левую часть равенства (1.15) можно рассматривать как линейный оператор F в
линейном пространстве симметрических матриц {H}, HT = H. Поскольку по теоре-
ме 4 матрица A+BKC устойчива, то в силу леммы Ляпунова уравнение F (H) =M
однозначно разрешимо относительно H для любой матрицы M = MT : H = L(M),
где L = F−1. Тогда решение уравнения (1.15) может быть представлено в виде

H = −L(CTC)− L(CTKTKC). (1.16)

Подставляя (1.16) в (1.13), получим квадратное уравнение относительно (m × n)-
матрицы h = KC:

BTL(hTh)− h = −G−BTL(CTC). (1.17)

В таком виде записывались разрешающие уравнения Лурье (см. [28, с. 58]) в
работах по нелинейным регулируемым системам.

Таким образом, уравнения (1.13), (1.14) сводятся к уравнениям Лурье — Рик-
кати. Для нелинейных систем условие разрешимости уравнений Лурье совпадает с
частотным условием Якубовича — Калмана [28, с. 51], а в линейном случае (1.1) — с
классическим критерием Найквиста — Михайлова.

Аналогичные (1.14), (1.17) необходимые и достаточные условия стабилизируе-
мости системы (1.1) в терминах разрешимости модифицированных уравнений Лу-
рье — Риккати даны в [29, 30].

1.2.2. Квадратичная стабилизация (по выходу). Аналогично стабили-
зации по состоянию, рассмотренному в п. 1.1.1, для стабилизации системы (1.1) (где
C необязательно единичная матрица) может быть применен тот же подход, осно-
ванный на построении квадратичной функции Ляпунова. Как и в п. 1.1.1, матрица
A + BKC замкнутой системы (1.3) устойчива (гурвицева) тогда и только тогда,
когда существует положительно определенная матрица P > 0 такая, что

(A+ BKC)TP + P (A+BKC) < 0 (1.18)

при некотором K.
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В работах [31, 32] получены необходимые и достаточные условия стабилизации
по выходу в терминах условий разрешимости неравенства (1.18) относительно K.

Теорема 5 [31, 32]. Для существования стабилизирующей матрицы K в об-
ратной связи (1.2) необходимо и достаточно существование матрицы P > 0 та-
кой, что

B⊥(AP + PAT )(B⊥)T < 0, (1.19)

(CT )⊥(ATP−1 + P−1A)[(CT )⊥]T < 0, (1.20)

где B⊥ и (CT )⊥ — матрицы полного ранга, ортогональные матрицам B и CT со-
ответственно (т. е. B⊥B = 0 и (CT )⊥CT = 0).

Необходимость условий (1.19) и (1.20) очевидна. Действительно, неравенство
(1.19) следует из неравенства (1.18) умножением его слева на B⊥ и справа на (B⊥)T .
Неравенство (1.20) следует из (1.18) умножением его слева и справа на P−1, а затем
умножением его слева на (C⊥)T и справа на [(CT )⊥]T .

В [31, 32] показано что обратное тоже верно: если существует матрица P >
0, удовлетворяющая неравенствам (1.19) и (1.20), то неравенство (1.18) разрешимо
относительноK и, следовательно, существует стабилизирующая матрица в обратной
связи (1.2). В [31] также приводится параметризация всех стабилизирующих матриц
в обратной связи (1.2), которые соответствуют возможному решению P неравенств
(1.19) и (1.20).

Таким образом, здесь задача стабилизации сводится к решению пары линейных
матричных неравенств.

1.2.3. Другие подходы к решению задачи стабилизации. Для решения
задачи стабилизации (1.1), (1.2) были предложены и другие методы (см. обзоры [1,
3, 5]). Мы отметим лишь некоторые из них. В [33] использовались методы нелиней-
ного программирования; стабилизация осуществлялась минимизацией максимума
вещественных частей собственных чисел замкнутой системы (1.3).

В [34] предложены алгебраические методы разрешимости (decision methods)
проблемы стабилизации по выходу. Используя некоторые критерии устойчивости,
например, Рауса — Гурвица, задачу стабилизации линейной системы можно свести
к системе полиномиальных неравенств относительно элементов kij матрицы K в об-
ратной связи (1.2). Затем за конечное число шагов устанавливается существование
вещественных значений переменных kij , удовлетворяющих всем полиномиальным
неравенствам системы.

В [35] используются методы алгебраической геометрии для стабилизации (1.3), а
в [36] задача стабилизации рассматривается для типичных классов линейных систем
управления.

В [37] вопрос о существовании стабилизирующей обратной связи сводится к
вопросу о существовании вещественного решения некоторого множества полиноми-
альных неравенств с несколькими переменными. Используя эту систему неравенств,
формируется некоторая система равенств, обладающая двумя свойствами: 1) систе-
ма равенств имеет конечное множество решений, 2) в типическом случае эта система
равенств имеет конечное множество решений. Для установления свойства того, что
существует конечное множество решений, применяются некоторые факты из алгеб-
раической геометрии.

В [38] для стабилизации неустойчивой системы ẋ = Ax используется подход,
основанный на расширении ее до устойчивой системы более высокого порядка. При
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этом может быть использована как статическая, так и динамическая обратная связь.
В общем виде в терминах матриц задача ставится так: Даны неустойчивая (n×n)-
матрица A и некоторая (m × m)-матрица D. При каких условиях существуют
(n×m)- и (m× n)-матрицы B и C такие, чтобы матрица

M =

(
A B
C D

)

была устойчивой?
Показано, что необходимым условием существования такой матрицы M явля-

ется то, что размерность m матрицы D должна быть не меньше размерности макси-
мального неустойчивого инвариантного подпространства матрицы M. В работе дан
критерий стабилизируемости матрицы M.

В [39] решается задача стабилизации системы (1.1), где матрица A имеет от-
рицательный след, а матрицы B и C единичные. Для стабилизации системы при-
меняется метод вращения пространства состояний, который имеет некоторые па-
раллели с хорошо известным методом вибрационной стабилизации, предложенным
С. М. Меерковым [40, 41] в 70-х годах прошлого столетия. В работе [39] доказано,
что существует стабилизирующая матрица K вида K = kΣ, где Σ— кососимметри-
ческая матрица и k— вещественное число, такие, что матрица A+kΣ устойчива для
всех достаточно больших по модулю значений k.

В [42] предложен простой алгоритм стабилизации неопределенных (неизвест-
ных) положений равновесия динамических систем с помощью пропорциональной об-
ратной связи. Алгоритм применяется для стабилизации уравнений маятника, Дуф-
финга, Ван дер Поля и системы Лоренца.

Вопросы одновременной стабилизации линейных систем рассмотрены в моно-
графии [43] и обзоре [5] (см. также библиографию в [5]).

Многие из существующих подходов для решения проблемы стабилизации ис-
пользуют динамическую обратную связь (dynamic output feedback), рассматривае-
мую как альтернативу к статической обратной связи (static output feedback).

Динамическая обратная связь описывается в пространстве состояний следую-
щей системой: {

ẋc = Acxc +Bcy,

u = Ccxc,
(1.21)

где xc — вектор размерности nc, y— вектор выхода системы (1.1), Ac, Bc, Cc — мат-
рицы размерностей nc×nc, nc× l, m×nc соответственно. Здесь nc — заданное поло-
жительное целое число; его называют порядком (или размерностью) динамического
компенсатора.

Замкнутую систему (1.1), (1.21) с динамическим компенсатором (1.21) можно
свести к системе со статической обратной связью за счет увеличения порядка систе-
мы [44, 45].

Действительно, введем дополнительные управление (вход) uc и выход yc, поло-
жив uc = ẋc, yc = xc. Тогда система (1.1), (1.21) примет вид

(
ẋ
ẋc

)
=

(
A 0
0 0

)(
x
xc

)
+

(
0 B
I 0

)(
uc
u

)
,

(
yc
y

)
=

(
0 I
C 0

)(
x
xc

)
,





(1.22)
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а обратная связь становится статической и имеет вид
(
uc
u

)
=

(
Ac Bc

Cc 0

)(
yc
y

)
. (1.23)

Теперь систему (1.22) можно записать в компактной форме

ẋ = Ãx̃+ B̃ũ,

ỹ = C̃x̃
(1.24)

со статической обратной связью ũ = K̃ỹ, где

x̃ =

(
x
xc

)
, ũ =

(
uc
u

)
, ỹ =

(
yc
y

)
,

Ã =

(
A 0
0 0

)
, B̃ =

(
0 B
I 0

)
, C̃ =

(
0 I
C 0

)
, K̃ =

(
Ac Bc

Cc 0

)
.

В случае nc = n необходимые и достаточные условия стабилизируемости систе-
мы (1.1) хорошо известны: пара (A,B) должна быть стабилизируема, а пара (A,C) —
детектируемой [23]. Задача нахождения динамической обратной связи фиксирован-
ного порядка nc < n является значительно трудной и представляет собой одну из
важных проблем при проектировании систем управления.

Отметим, что возможности статической обратной связи (1.2) ограничены по
сравнению с динамической (1.21) для стабилизации системы (1.1). Однако в прило-
жениях статическая обратная связь предпочтительнее динамической [14], поскольку
для настройки статической обратной связи требуется меньшее число параметров, а
также нет необходимости оценки состояния и введения дополнительных перемен-
ных.

2. Нестационарная стабилизация. Проблема Брокетта. В 1999 году
Р. Брокетт в книге [6] поставил проблему стабилизируемости линейной стационар-
ной системы путем построения нестационарной линейной обратной связи.

Рассмотрим линейную систему

ẋ = Ax+Bu, y = Cx, (2.1)

где A, B и C — вещественные постоянные матрицы размерностей n× n, n×m, l× n
соответственно, x ∈ Rn — состояние, u ∈ Rm — управление, y ∈ Rl — выход.

Проблема Брокетта: дана система (2.1), требуется найти нестационарную
обратную связь

u = K(t)y (2.2)

такую, чтобы замкнутая система

ẋ = (A+BK(t)C)x (2.3)

была асимптотически устойчивой.
В предыдущем разделе рассматривалась задача стабилизации системы (2.1) с

помощью постоянной матрицы K(t) ≡ K = const. В проблеме Брокетта требуется
найти переменную стабилизирующую систему матрицу K(t). Поэтому в проблеме
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Брокетта требуется выяснить, насколько введение в обратную связь зависимых от
времени t матриц K(t) расширяет возможности стационарной стабилизации?

Решение проблемы Брокетта в классе кусочно-непрерывных (в частности, ку-
сочно-постоянных) периодических матриц-функций с достаточно большим перио-
дом (низкочастотная стабилизация) дано Г. А. Леоновым [7–11]. Для скалярного
случая, когда вход и выход системы — скалярные функции (m = l = 1), решение
проблемы Брокетта предложено Л. Моро и Д. Аэлсом [12–14] в классе непрерывных
периодических функций с достаточно малым периодом (высокочастотная стабили-
зация).

2.1. Низкочастотная стабилизация. Ниже мы приведем основные ре-
зультаты Г. А. Леонова, касающиеся низкочастотной стабилизации линейных си-
стем.

2.1.1. Общий случай: векторный вход, векторный выход (m ≥ 1),
(l ≥ 1). Предположим, что существуют постоянные матрицы K1 и K2 такие, что
линейная система

ẋ = (A+BKjC)x, j = 1, 2, (2.4)

обладает устойчивым линейным инвариантным многообразием Lj и линейным ин-
вариантным многообразием Mj такими, что

Mj ∩ Lj = {0}, dimLj + dimMj = n (j = 1, 2).

Допустим, что для каждого решения xj(t, x0), xj(0, x0) = x0 системы (2.4) су-
ществуют положительные числа λj , µj , αj , βj такие, что

||xj(t, x0)|| ≤ αj ||x0|| exp(−λjt) ∀x0 ∈ Lj, (2.5)

||xj(t, x0)|| ≤ βj ||x0|| exp(µjt) ∀x0 ∈Mj . (2.6)

Предположим далее, что существуют матрица-функция S(t) и число τ > 0 та-
кие, что преобразование gτ0 за время от 0 до τ , порождаемое интегральными кривы-
ми системы

ẋ = (A+BS(t)C)x, (2.7)

переводит многообразие M1 в многообразие, лежащее в L2 : gτ0M1 ⊂ L2. (Преоб-
разование gτ0 здесь определяется так: gτ0x0 = ϕ(τ ; 0, x0), где ϕ(t; 0, x0)— решение
уравнения (2.7) с начальным условием ϕ(0; 0, x0) = x0.)

При сделанных выше предположениях справедлива следующая основная теоре-
ма Леонова.

Теорема 6 (Леонов [7–9]). Если выполняется неравенство

λ1λ2 > µ1µ2, (2.8)

где λj , µj (j = 1, 2)— числа из (2.5), (2.6), то существует кусочно-непрерывная
периодическая матрица-функция K(t) такая, что система (2.3) асимптотически
устойчива.

В двумерном случае (n = 2) из теоремы 2 следует
Теорема 7 (Леонов [7, 8, 11]). Пусть n = 2. Предположим, что существу-

ют матрицы K1 и K2, удовлетворяющие условиям:
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1) detBK1C 6= 0, TrBK1C 6= 0;
если detBK1C = 0, то по крайней мере одно из неравенств

detA 6= 0 или det(a1, r2) + det(r1, a2) 6= 0

верно, где a1, a2 и r1, r2 — первый и второй столбцы матриц A и BK1C соответ-
ственно;

2) матрица A+BK2C имеет комплексно-сопряженные собственные значения.
Тогда существует кусочно-постоянная периодическая матрица-функция K(t)

такая, что система (2.3) асимптотически устойчива.
При этом периодическую матрицу K(t) можно выбрать так:

K(t) =





γK1 для t ∈ [0, t1),
K2 для t ∈ [t1, t1 + τ),

γK1 для t ∈ [t1 + τ, t1 + t2 + τ),
(2.9)

K(t+ T ) = K(t), где γ — достаточно большое число, T = t1 + t2 + τ, t1, t2 — доста-
точно большие числа.

2.1.2. Скалярный случай (m = l = 1). В скалярном случае, используя ос-
новную теорему 6, устанавливается справедливость следующих теорем.

Теорема 8 (Леонов [7,11]). Пусть в системе (2.1) B — вектор-столбец, а
C — вектор-строка и dimM1 = 1, dimL2 = n− 1, где M1 и L2 — линейные многооб-
разия, связанные с (2.4).

Предположим, что выполнено условие (2.8) и существует число S0 6= Kj (j =
1, 2) (где K1 и K2 — числа в (2.4), m = l = 1) такое, что матрица A + S0BC
имеет два комплексных собственных значения λ0 ± iω0, а остальные собственные
значения λk удовлетворяют условию Reλk < λ0 (k = 1, . . . , n− 2).

Тогда существует кусочно-постоянная периодическая функция K(t) вида (2.9)
такая, что система (2.3) асимптотически устойчива.

Следующие теоремы касаются случаев: 1) CB 6= 0, 2) CB = 0, dimL2 = n − 1,
3) CB = 0, dimL2 = n− 2.

Теорема 9 (Леонов [7, 11]). Пусть B — вектор-столбец, а C — вектор-
строка. Предположим, что CB 6= 0 и матрица A имеет собственное значение
µ > 0 и n− 1 собственных значений λj (j = 1, . . . , n− 1) c Reλj < −µ.

Допустим, что
CB

lim
p→µ

(µ− p)W (p)
< 1,

где W (p) = C(Ip−A)−1B — передаточная функция системы (2.1).
Тогда существует кусочно-постоянная периодическая функция K(t) вида (2.9)

(γ = 1 и K1, K2 ∈ R) такая, что система (2.3) асимптотически устойчива.
Теорема 10 (Леонов [7]). Пусть в (2.1) B — вектор-столбец, а C — вектор-

строка. Предположим, что

CB = 0, dimM1 = 1, dimL2 = n− 1

и выполняется неравенство (2.8).
Тогда существует кусочно-постоянная периодическая функция K(t) вида (2.9)

такая, что система (2.3) асимптотически устойчива.

574 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2019. Т. 6 (64). Вып. 4



Теорема 11 (Леонов [7]). Пусть B — вектор-столбец, а C — вектор-строка.
Предположим, что

CB = 0, dimM1 = 1, dimL2 = n− 2

и выполнено неравенство (2.8).
Тогда если выполнены условия теоремы 8 для некоторого числа S0 6= Kj (j =

1, 2), то существует кусочно-постоянная периодическая функция K(t) вида (2.9)
такая, что система (2.3) асимптотически устойчива.

2.1.3. Необходимые условия стабилизации. Приведенные выше теоре-
мы дают достаточные условия существования стабилизирующей матрицы K(t) в
обратной связи (2.2). Для формулировки утверждения о необходимых условиях су-
ществования матрицы K(t) в скалярном случае (m = l = 1) запишем систему (2.1)
в канонической форме:





ẋ1 = x2,
...

ẋn = −a1x1 − · · · − anxn + u,
y = c1x1 + · · ·+ cnxn,

(2.10)

где числа aj (j = 1, . . . , n)— коэффициенты характеристического полинома det(λI−
A) матрицы A, а cj — некоторые числа.

Предположим, что cn 6= 0. Тогда можно, без ограничения общности, считать,
что cn = 1.

Теорема 12 (Леонов [7, 11]). Предположим, что выполнены следующие усло-
вия:

1) при n > 2 c1 ≤ 0, . . . , cn−1 ≤ 0 при (n = 2 c1 ≤ 0),
2) c1(an − cn−1) > a1, c1 + c2(an − cn−1) > a2, . . . , cn−2 + cn−1(an − cn−1) > an−1.
Тогда ни при каком выборе функции K(t) обратная связь (2.2) не стабилизиру-

ет систему (2.10) и, стало быть, систему (2.1), т. е. система (2.3) не является
асимптотически устойчивой ни при каком выборе K(t).

Другое достаточное условие асимптотической неустойчивости системы (2.3) хо-
рошо известно [46]:

Tr(A+BK(t)C) ≥ 0 ∀t ∈ R. (2.11)

2.1.4. Низкочастотная стабилизация двумерных и трехмерных си-
стем. Здесь теоремы 6–12 применяются к линейным системам второго и третьего
порядка со скалярным входом и скалярным выходом. Для таких систем установлены
необходимые и достаточные условия стабилизируемости [7, 11].

1. Рассмотрим линейную систему второго порядка, записанную в канонической
форме 





ẋ1 = x2,

ẋ2 = −a1x1 − a2x2 + u,

y = c1x1 + c2x2,

(2.12)

где a1, a2, c1, c2 — вещественные числа.
Допустим, что c2 6= 0. Без ограничения общности, можно считать c2 = 1.
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Предположим, что система (2.12) полностью управляема и наблюдаема. Это
предположение сводится к неравенству c21−a2c1+a1 6= 0. Применяя теоремы 7 (или
8) и 10 к системе (2.12), можно получить следующее

Утверждение 1. Предположим, что c21 − a2c1 + a1 6= 0. Тогда система (2.12)
стабилизируема обратной связью вида u = k(t)y тогда и только тогда, когда вы-
полнено хотя бы одно из условий

c1 > 0 или c1 ≤ 0, c21 − a2c1 + a1 > 0. (2.13)

При этом функцию k(t) можно выбрать кусочно-постоянной периодической с до-
статочно большим периодом.

Из условий Рауса — Гурвица следует, что стационарная стабилизация (u = ky,
k = const) возможна в том и только том случае, если или c1 > 0, или c1 ≤ 0,
a2c1 < a1. Из условий (2.13) нестационарной стабилизации видно, что эти условия
определяют более широкую область стабилизации в плоскости параметров системы
(2.12), чем область, определяемая условиями стационарной стабилизации.

2. Рассмотрим линейную систему третьего порядка, записанную в канонической
форме 




ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3,

ẋ3 = −a1x1 − a2x2 − a3x3 + u, y = x1,

(2.14)

где a1, a2, a3 — вещественные числа.
Из условий Рауса — Гурвица следует, что стационарная стабилизация системы

(2.14) возможна тогда и только тогда, когда a2 > 0, a3 > 0.
Применяя теорему 11 и неравенство (2.11) можно доказать
Утверждение 2. Необходимым и достаточным условием стабилизируемости

системы (2.14) обратной связью u = k(t)y(t) является неравенство a3 > 0. При
этом стабилизирующую функцию можно выбрать периодической вида (2.9).

Утверждение 2, как и утверждение 1, хорошо иллюстрирует преимущества
нестационарной стабилизации по сравнению со стационарной.

3. Рассмотрим систему (2.14), где выходом является вторая координата вектора
состояния: y = x2.

Применяя теорему 10 и неравенство (2.11) можно установить справедливость
следующего утверждения.

Утверждение 3. Пусть в системе (2.14) a1 6= 0, a3 6= 0. Тогда для стабили-
зируемости системы (2.14), где y = x2, необходимо и достаточно, чтобы a3 > 0.
Стабилизирующую функцию можно выбрать в виде (2.9).

Стационарная стабилизация системы (2.14) (y = x2) возможна тогда и только
тогда, когда a1 > 0, a3 > 0. Отсюда видно и здесь преимущество нестационарной
стабилизации.

4. Рассмотрим систему (2.14), где выходом является третья координата вектора
состояния: y = x3.

Стационарная стабилизация возможна в том и только том случае, если a1 >
0, a2 > 0. В случае a1 < 0, a2 < 0 стабилизация (как стационарная, так и нестаци-
онарная) с y = x3 невозможна в силу теоремы 12. Используя основную теорему 6,
можно доказать

Утверждение 4. Пусть a1 < 0, a2 6= 0. Тогда для стабилизируемости (2.14),
где y = x3, необходимо и достаточно a2 > 0.
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Утверждение 4, как предыдущие утверждения, хорошо иллюстрирует преиму-
щества нестационарной стабилизации по сравнению со стационарной.

2.15. Высокочастотная стабилизация. Другой, отличный от рассмотрен-
ного выше, подход к решению проблемы Брокетта был предложен Л. Моро и Д. Аэл-
сом [12–14]. Этот подход основан на методе усреднения и использует некоторые идеи
и методы теории вибрационного управления [40, 41] и методики исследования хоро-
шо известного явления стабилизации верхнего положения маятника с вибрирующей
точкой подвеса [47, 48]. В работах [12–14] стабилизация системы осуществляется в
классе непрерывных периодических функций с достаточно малым периодом (высо-
кочастотная стабилизация). Стабилизирующие функции имеют вид

K(t) = α+ βωk cos(ωt),

где α, β ∈ R, k ∈ N, ω— большой параметр. Основной результат работы [14] заключен
в двух теоремах. В первой рассматривается случай CB 6= 0, а во второй — случай
CB = CAB = · · · = CA2k−1B = 0.

Теорема 13 (Моро, Аэлс [14]). Пусть B — вектор-столбец, а C — вектор-
строка. Предположим, что CB 6= 0. Далее допустим, что существуют веще-
ственные числа µ и λ ≥ 0 такие, что матрица

A+ µBC + λ(CB)BCA

гурвицева. Тогда существует периодическая функция

K(t) = α+ βω cos(ωt) (2.15)

с достаточно большим числом ω такая, что обратная связь u = K(t)y равно-
мерно экспоненциально стабилизирует систему (2.1). Здесь α = µ + λ(CAB), а β
определяется однозначно из равенства

( 1

2π

∫ 2π

0

exp(βCB sin t)dt
)2

= 1 + λ(CB)2.

В случае CB = CAB = · · · = CA2k−1B = 0 достаточным условием равномерной
экспоненциальной стабилизируемости системы (2.1) является гурвициевость матри-
цы

A+ µBC + λ(−1)k(2k + 1)(CA2kB)BCA.

Тогда существует стабилизирующая функция вида

K(t) = α+ βωk+1 cos(ωt), (2.16)

где ω — достаточно большое число, α = µ+ λ(−1)k(CA2k+1B), β =
√
2λ.

Высокочастотная стабилизация двумерной системы (2.12) и трехмерной систе-
мы (2.14) с помощью стабилизирующих функций соответственно (2.15) и (2.16) в
обратной связи u = K(t)y приводит к тем же самым условиям (2.13) и a3 > 0, что и
при низкочастотной стабилизации.

Таким образом, использование нестационарной обратной связи в линейных си-
стемах управления в общем расширяет возможности стационарной стабилизации.

Дискретная версия проблемы Брокетта изучается в работе Леонова [10].
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Подробное изложение результатов Леонова и Моро и Аэлса по решению пробле-
мы Брокетта в непрерывной и дискретной версиях можно найти в книгах [11, 49].

В [15] даны необходимые и достаточные условия существования классов стаби-
лизирующих матриц произвольного вида, решающих проблему Брокетта. В работах
[16, 17] проблема Брокетта рассматривается для систем с запаздыванием.

3. Проблема размещения собственных значений для линейных си-
стем. Более общей проблемой, чем стабилизация, является проблема размещения
собственных значений (eigenvalue placement) или назначение полюсов (pole assign-
ment) для линейных управляемых систем. Рассмотрим линейную систему

ẋ = Ax+Bu, y = Cx, (3.1)

где x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rl, а A, B и C — вещественные матрицы размерностей n×n,
n×m и l× n соответственно.

Введем в систему (3.1) обратную связь

u = Ky, (3.2)

где K — вещественная постоянная (m× l)-матрица.
Система (3.1), замкнутая обратной связью (3.2), принимает вид

ẋ = (A+BKC)x. (3.3)

В приложениях часто желательно выбратьK так, чтобы матрица A+BKC обладала
специальными свойствами, например, была устойчивой, или ее спектр лежал в за-
данной области комплексной плоскости. Выше в разделе 1 был рассмотрен вопрос об
устойчивости, здесь же мы рассмотрим проблему размещения собственных значений
(или назначения полюсов) матрицы A+BKC замкнутой системы (3.3) (собственные
значения матрицы A+BKC являются полюсами дробно-рациональных функций —
элементов передаточной матрицы C(λI −A)−1B системы (3.1)).

Задача размещения собственных значений для системы (3.1) ставится следую-
щим образом.

Дана тройка (A, B, C) вещественных матриц, где пара (A, B) управляема, а
пара (A, C) наблюдаема:

rank(B AB . . . An−1B) = n,

rank(CT ATCT . . . (AT )n−1CT ) = n;

кроме того, дан произвольный набор {µj}nj=1 комплексных чисел µj , замкнутый
относительно операции комплексного сопряжения.

Требуется найти вещественную матрицу K такую, чтобы спектр матрицы A+
BKC совпадал с набором {µj}nj=1 :

σ(A +BKC) = {µj}nj=1. (3.4)

(Размерности матриц A, B, C и K согласованы.) Эту задачу еще называют пробле-
мой управления спектром матрицы.
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3.1. Случай двух матриц (C = I). В случае, когда в системе (3.1) C = I
(y = x), сформулированная выше задача была поставлена и решена В. И. Зубовым
[18] и У. М. Уонэмом [19].

Теорема 14 (Зубов, Уонэм). Для разрешимости задачи (3.4) (C = I) необ-
ходимо и достаточно, чтобы пара (A,B) была управляемой.

Согласно [50] утверждение теоремы Зубова — Уонэма было впервые установлено
для скалярного случая, когда B — вектор-столбец (m = 1), Бертрамом в 1959 году,
используя метод корневого годографа. В 1961 году, независимо от Бертрама, Басс
сформулировал и доказал (но не опубликовал) тот же самый результат. Скаляр-
ный случай рассматривали также Риссанен [51], Розенброк [52] и Калман [53]. Для
векторного случая частные результаты были получены Поповым [54], Лангенхопом
[55], Симоном и Миттером [56], Бруновским [57].

Для скалярного случая (m = 1) решение проблемы размещения собственных
значений для пары (A,B) равносильно решению уравнения

det(pI −A−BK) = f(p)

относительно вектор-строки K = (k1, . . . , kn), где f(p) = pn + c1p
n−1 + . . . + cn —

произвольный многочлен с вещественными коэффициентами c1, . . . , cn. Это уравне-
ние разрешимо однозначно относительно K и решение дается точными формулами
Басса — Гура и Акерманна (см., например, [49]).

Для векторного случая доказательство теоремы Зубова — Уонэма достаточно
громоздко. В ряде работ [58–60] (см. также [61–63]) были предложены альтернатив-
ные доказательства с целью упростить доказательство теоремы Зубова — Уонэма.
В [11, 49] предложено простое доказательство этой теоремы, основанное на методе
последовательной, поточечной замены элементов спектра матрицы A соответствую-
щими числами из наперед заданного набора комплексных чисел. Идея этого метода
восходит к работе Г. С. Аксёнова [64]. Эта идея использована также при доказатель-
стве теоремы о стабилизации по состоянию, предложенном в [65, 66]. В работе [67]
обсуждаются возможности вибрационного управления (основанного на изменении
динамических свойств системы под действием параметрических возмущений) для
решения проблемы размещения собственных значений. Там же, в частности, полу-
чены необходимые и достаточные условия разрешимости этой проблемы в некоторой
области комплексной плоскости с помощью вибрационного управления.

3.2. Общий случай C 6= I. Решению задачи (3.4) и различных ее модификаций
посвящено большое количество работ (см. библиографию в [49]).

Одной из первых работ, посвященных решению задачи (3.4), была статья Дэ-
висона [68]. В ней показана возможность размещения на комплексной плоскости
произвольным образом max{l,m} собственных значений матрицы A + BKC в слу-
чае, если матрица A циклическая, т. е. в ее жордановой форме различным клеткам
соответствуют различные собственные значения.

Без ограничения общности можно считать, что rankB = m, rankC = l.

Точная формулировка результата Дэвисона заключена в следующей теореме.
Теорема 15 (Дэвисон [68]). Пусть в системе (3.1) пара (A,B) управляе-

ма, а пара (A,C) наблюдаема. Пусть матрица A циклическая. Тогда существует
вещественная матрица K такая, что max{l,m} собственных значений матри-
цы A + BKC замкнутой системы (3.3) будут сколь угодно близки к max{l,m}
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произвольно заданным наперед комплексным числам, замкнутым относительно
операции комплексного сопряжения.

В [69, 70] утверждение теоремы Дэвисона доказано без предположения циклич-
ности матрицы A. Утверждения, аналогичные теореме Дэвисона, были доказаны
при несколько других условиях и подходах в работах [71–73].

В более поздних работах Дэвисона и Уанга [74] и Кимуры [75] было установле-
но, что при тех же, что и выше, условиях на матрицы A, B и C при почти всех A,
B и C min(n,m+ l− 1) собственных значений матрицы A+BKC можно сделать за
счет выбора матрицы K сколь угодно близкими к min(n,m+ l − 1) наперед задан-
ным произвольным комплексным числам, замкнутым относительно комплексного
сопряжения.

Из этого утверждения следует достаточное условие разрешимости задачи (3.4)
в типическом случае (т. е. для почти всех A, B и C):

m+ l ≥ n+ 1. (3.5)

Здесь слова «для почти всех» означают, что если некоторое свойство P являет-
ся функцией от матрицы X, то множество матриц {Xα}, для которых свойство P
не выполнено, представляет собой или пустое множество, или подмножество нуль-
множества (гиперповерхности) некоторого нетривиального многочлена f(x1, . . . , xn)
от элементов матрицы X.

Альтернативные доказательства достаточности неравенства (3.5) для разреши-
мости задачи (3.4) в типическом случае даны в работах [76, 77]. Более того, в [76]
показано, что если ml = n и число

d(m, l) =
1!2! . . . (l − 1)!(ml)!

m!(m+ 1)! . . . (m+ l − 1)

нечетное, то задача (3.4) разрешима в типическом случае.
Достаточное условие в случае, когда число d(m, l) четное, получено Уангом [78]:

если ml > n и число d(m, l) четное, то задача (3.4) разрешима в типическом случае.
Различные элементарные доказательства утверждения Уанга даны в [79–81].
Другие достаточные условия разрешимости задачи (3.4) и «близких» ей за-

дач в типическом случае получены в работах многих авторов (см. обзоры [1–4] и
библиографию в книге [82]).

В [83, 84] было установлено общее необходимое условие разрешимости задачи
(3.4) в типическом случае:

ml ≥ n. (3.6)

В [84] показано, что неравенство (3.6), вообще говоря, не является достаточным
условием разрешимости задачи (3.4). А именно, если m = l = 2 и n = 4, то задача
(3.4) не разрешима в типическом случае.

Во многих работах (см. библиографию в книге [82]) рассматривалась более об-
щая задача (см., например, [85]), когда произвольно задаются не только собственные
значения µ1, . . . , µr матрицы замкнутой системы, но и соответствующие им собствен-
ные векторы ξ1, . . . , ξr, или когда задаются отвечающие этим собственным значени-
ям элементарные делители (eigenstructure assignment).

В такой обобщенной постановке задачи размещения собственных значений по-
священы работы Розенброка [86], Калмана [87], Мура [88], Срайнаткумара [89] и
других авторов. В [89], в частности, доказано следующее утверждение.
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Если пара (A,B) управляема, пара (A,C) наблюдаема и rankB = m, rankC = l,
то существует матрица K такая, что max(m, l) собственных значений мат-
рицы A + BKC равны max(m, l) наперед заданным числам с соответствующими
max(m, l) собственными векторами с min(m, l) наперед заданными произвольно их
компонентами.

В [90] рассматриваются численные методы для нахождения робастных решений
проблемы размещения как собственных значений, так и собственных значений и
соответствующих им собственных векторов с помощью полной обратной связи (по
состоянию).

Основные результаты по обобщенной проблеме размещения собственных чисел
можно найти в обзорах [3, 85] (см. также библиографию в [82]).

В работах [91–95] получены необходимые и достаточные условия разрешимости
задачи (3.4) управления спектром матрицы в случае, когда матрицы A, B и C имеют
специальный вид.

В [96] приведен алгоритм решения обобщенной задачи размещения собственных
значений в следующей постановке. Даны вещественные матрицы A, B и C и n
замкнутых подмножеств S1, . . . , Sn комплексной плоскости C. Требуется найти
вещественную матрицу K такую, чтобы собственные значения λj матрицы A+
BKC лежали в множествах Sj соответственно: λj(A+BKC) ∈ Sj (j = 1, . . . , n).

В случае, когда Sj = {µj}, µj ∈ C, эта задача превращается в обычную задачу
размещения собственных значений (3.4), а в случае Sj = {z ∈ C|Rez < 0}— в задачу
стабилизации. Алгоритм, предложенный в [96], является итеративным и основан на
идее «чередующихся проекций»; каждая итерация включает декомпозицию Шура
некоторой матрицы и решение стандартной задачи наименьших квадратов.

В [97] предложен эффективный метод решения задачи размещения собственных
значений матрицы при управлении «большими» динамическими системами, размер-
ность пространства состояний которых составляет сотни, тысячи и десятки тысяч.
Такие системы возникают в различных практических приложениях [97].

В [98] предложен некоторый унифицированный алгоритм размещения собствен-
ных значений и векторов, позволяющий получить параметрическую форму для мат-
риц полной обратной связи u = Kx в линейной системе. А именно решается следу-
ющая задача.

Даны вещественные матрицы A, B и произвольный набор {µj} комплексных
чисел, замкнутый относительно комплексного сопряжения, с соответствующи-
ми их кратностями µj ; кроме того, даны порядки pkj жордановых клеток Jk(µj),
соответствующих каждому числу µj .

Требуется найти вещественную матрицу K и неособую матрицу X, столб-
цами (или строками) которой являются наперед заданные собственные векторы
единичной длины такие, чтобы

(A+BK)X = XΛ,

где Λ — квазидиагональная матрица Жордана с клетками Jk(µj).
Для любой заданной тройки (L, M, P ) множеств L = {µj}, M = {mj} и

P = {pkj} дается параметрическая формула для всех матриц K обратной связи,
решающих данную задачу. Далее, эта задача также решается в робастной постанов-
ке: найти матрицу K такую, которая обеспечивает нечувствительность собственных
значений матрицы A+BK по отношению к возмущениям матриц A и B.
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В [99] рассматривается задача управления конечными собственными значения-
ми матрицы дескрипторной системы

E{x(t)} = Ax(t) +Bu(t),

где {x(t)} := ẋ(t)— для непрерывного и {x(t)} := x(t+1)— для дискретного случаев
системы, x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, A и B — вещественные матрицы, а E — вырожденная
вещественная (n× n)-матрица ранга r.

Пусть пучок λE−A матриц E и A (λ ∈ C) имеет r конечных и n−r бесконечных
собственных значений. Последнее означает, что регулярный пучок λE − A имеет r
«конечных» элементарных делителей [100, с. 333]. Формально этот факт записыва-
ется так:

eig(E,A) = {λj ∈ C|det(λjE − A) = 0, j = 1, . . . , r}.

Множество {λj} называется множеством полюсов пары матриц E и A.
Задача состоит в том, чтобы найти матрицу K такую, чтобы замкнутая система

E{x(t)} = (A+BK)x(t)

была асимптотически устойчивой, т. е. чтобы матрица A + BK была гурвицевой в
непрерывном случае, и шуровской (|λ(A + BK)| < 1) в дискретном случае, и при
этом множество r полюсов пары матриц (E,A+BK) совпало бы с наперед заданным
множеством {µj} чисел µj ∈ C, т. е.

eig{E,A+BK} = {µj} (j = 1, . . . , r).

Для решения этой задачи в [99] предложен эффективный рекуррентный метод,
основанный на декомпозиции исходной системы с помощью полуортогональных де-
лителей нуля.

В [101] обратная связь u = Ky строится таким образом, чтобы при начальном
выборе матрицы K0 последовательность матриц {Ki} (i = 0, 1, 2, . . .), генерируемая
по некоторому известному правилу, сходилась к матрице K, дающей точное реше-
ние задачи размещения собственных чисел (3.4). Предложенный алгоритм особенно
эффективен в случае, когда достаточное условие m + l > n разрешимости задачи
(3.4) не выполняется. Эффективность алгоритма иллюстрируется двумя примерами
с n = 5, m = 2, l = 3 и n = 7, m = 2, l = 4.

В работе [102] предложены сопряженные градиентные методы решения задачи
(3.4). Эта задача рассматривается как матричная оптимизационная задача. Для
этого вводится отображение

F : Rm×l → Cn, F (K) = (λ1(S(K))− µ1, . . . , λn(S(K))− µn)
T ,

где K ∈ Rm×l, S(K) = A+ BKC, λi(S(K))— собственные значения матрицы S(K),
µi — заданные числа на комплексной плоскости, симметричные относительно веще-
ственной оси. Теперь задачу (3.4) можно переформулировать как решение вектор-
ного уравнения F (K) = 0. Дальше рассматривается ослабленная задача — миними-
зация квадрата нормы векторной функции F (K) :

‖F (K)‖2 → min, K ∈ Rm×l. (3.8)
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Таким образом, вместо задачи (3.4) здесь рассматривается приближенная за-
дача нахождения матрицы K, которая минимизировала бы расстояние между век-
тором λ = (λ1, . . . , λn) собственных значений матрицы S(K) замкнутой системы и
заданным вектором µ = (µ1, . . . , µn) желаемых собственных чисел. Для решения за-
дачи (3.8) применяются несколько методов, являющиеся модификациями известного
классического численного метода сопряженных градиентов.

В [103] задача размещения (3.4) формулируется как задача установления сюръ-
ективности отображения

W : Rm×l → Rn[p], K → det(pI −A−BKC),

где Rn[p]— множество всех полиномов n-й степени с вещественными коэффициен-
тами и со старшим коэффициентом 1.

Используя свойства отображенияW, в этой работе получены необходимые усло-
вия разрешимости задачи (3.4) и задачи стабилизируемости тройки матриц (A, B,
C), т. е. системы (1.3). Рассматривается также задача размещения собственных зна-
чений и соответствующих им собственных векторов в случае различных собственных
значений.

Имеется большое количество работ, в которых задачи стабилизации и размещения
собственныхзначений (назначения спектра) рассматриваютсядля систем с запаздыванием
([104, 105], см. также библиографию в них). В этих задачах требуется найти такую
линейную обратную связь с запаздыванием (или запаздываниями), чтобы корни ха-
рактеристического квазиполинома замкнутой системы лежали в левой полуплоско-
сти комплексной плоскости (в случае стабилизации) или характеристический квази-
полином совпадал бы с наперед заданным квазиполиномом (в случае назначения по-
люсов). Имеется также огромное количество статей и обзоров (см., например, обзор
[106]), посвященных стабилизации автономных динамических систем специальной
обратной связью с запаздыванием, предложенной впервые К. Пирагасом (Pyragas)
в работе [107] для стабилизации неустойчивых состояний равновесия и неустойчи-
вых периодических орбит, встроенных в странные аттракторы хаотических систем.

Отметим, что проблема размещения собственных значений и связанные с ней
смежные вопросы, в частности, вопросы стабилизации, остаются в центре внимания
многочисленных исследователей и количество публикаций в этом направлении не
ослабевает.

Заключение. В статье дан обзор работ по проблеме стабилизации и проблеме
размещения собственных значений (назначения полюсов) для линейных стационар-
ных систем. Рассмотрены стационарная и нестационарная стабилизации линейных
систем посредством линейной статической обратной связи по состоянию и по выхо-
ду. Рассмотрена проблема Брокетта о стабилизации линейной стационарной системы
с помощью линейной статической нестационарной обратной связи. Приведены ал-
горитмы низкочастотной и высокочастотной стабилизаций. На примере двумерных
и трехмерных систем показана эффективность введения в систему нестационарной
обратной связи. Рассмотрена проблема назначения полюсов для линейных систем.
Приведены основные результаты по решению этой проблемы.

Проблемы стабилизации и размещения собственных значений (и смежные с ни-
ми вопросы) линейных систем являются мощным стимулом развития новых матема-
тических методов. Интерес к этим проблемам мотивируется как запросами практики
управления, так и формулировками открытых проблем, возникающих в различных
приложениях. В настоящем обзоре сделана попытка отразить все возрастающий по-
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ток публикаций по данной тематике. Это направление остается живой и динамичной
областью исследований, где постоянно возникают новые постановки задач и соот-
ветствующие проблемы. Многие из этих проблем остаются открытыми.
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The paper reviews the problems of stabilization and pole assignment in the control of linear
time-invariant systems by static state and output feedback. The main results on this topics
are presented along with a literature review. Stationary and nonstationary stabilization by
static feedback are considered. Algorithms of low- and high-frequency stabilization of linear
systems for solving of the Brockett’s stabilization problem are delivered. Effective necessary
and sufficient conditions for stabilization of two- and three-dimensional controllable linear
systems in terms of the system parameters are given. The pole assignment problem and
related questions for linear systems are considered.

Keywords: linear system, asymptotic stability, stabilization, pole assignment, static output
feedback, Brockett’s problem.
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