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Рассматривается вопрос об устойчивости положения равновесия осциллятора с беско-
нечно большой частотой собственных колебаний при периодических возмущениях ос-
циллятора. Показано, что в случае общего положения вопрос решается рассмотрением
только линейного приближения возмущения. В критическом случае указана процеду-
ра построения ненулевой постоянной, если она существует, знак которой определяет
наличие асимптотической устойчивости либо неустойчивости положения равновесия.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения второго порядка, устойчивость, пери-
одические возмущения, осциллятор, неограниченная частота.

1. Постановка задачи. Рассматривается вопрос об устойчивости нулевого ре-
шения дифференциального уравнения

ẍ+ x
p

q = X(x, ẋ, t) (1)

при следующих предположениях:
1) p

q — несократимая дробь, p и q — нечетные числа, p < q;

2) X(x, y, t) — вещественно аналитическая функция переменных x и y в окрест-
ности точки (x = 0, y = 0), непрерывная и периодическая по t с периодом T ;

3) X(0, 0, t) = 0.
Уравнение (1) будем рассматривать как возмущение осциллятора

ẍ+ x
p

q = 0, (2)

решения которого удовлетворяют соотношению

1

2
ẋ2 +

q

p+ q
x

p+q

q = const (3)

и, следовательно, являются периодическими функциями t.
Заметим, что к осциллятору вида (2) приводится любой осциллятор, восстанав-

ливающая сила которого описывается нечетной степенной функцией, аннулирую-
щейся при x = 0.
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Если p = q, то имеем задачу об устойчивости положения равновесия гармо-
нического осциллятора, исследованную в классических работах А. Пуанкаре [1] и
А. М. Ляпунова [2]. Случай p > q = 1 для автономных возмущений исследовал
А. М. Ляпунов [3]. Общий случай p > q исследован в работе [4].

Таким образом, осталось рассмотреть случай q > p, чему и посвящена настоя-
щая работа.

Введем в системе {
ẋ = y,

ẏ = −x
p
q +X(x, y, t),

(4)

эквивалентной уравнению (1), восходящие к А. М. Ляпунову [3] «полярные коорди-
наты» r, ϕ согласно формулам

x = rqC(ϕ), y = −r p+q

2 S(ϕ), r > 0, (5)

где периодические функции C, S определяются как решение задачи Коши

C′ = −S, S′ = C
p

q , C(0) = 1, S(0) = 0.

Обозначим период функций C, S через ω. Используя вытекающее из соотношения
(3) тождество

(p+ q)S2(ϕ) + 2qC1+ p
q (ϕ) = 2q, (6)

получим систему

{
ṙ = −q−1r1−

p+q

2 X(rqC,−r p+q

2 S, t)S(ϕ),

ϕ̇ = r−s − r−
p+q

2 X(rqC,−r p+q

2 S, t)C(ϕ),
(7)

где s = q−p
2 ≥ 1.

Таким образом, у невозмущенного осциллятора (2) частота собственных коле-
баний является бесконечно большой функцией амплитуды r при r → 0, в отличие
от случая p > q, когда она является бесконечно малой функцией амплитуды.

2. Устойчивость по первому приближению. Представим функцию
X(x, y, t) в виде

X = a(t)x+ b(t)y +X∗(x, y, t),

где a(t), b(t) — непрерывные T -периодические функции, а разложение функции X∗

по степеням x и y начинается с членов порядка не ниже второго. Система (7) примет
вид {

ṙ = R(r, ϕ, t),

ϕ̇ = r−s +Φ(r, ϕ, t),
(8)

где
qR = b(t)S2r − a(t)CSr1+s +O(r1+s+p),

Φ = b(t)SC − a(t)C2rs +O(rs+p).
(9)

Лемма 1. Существует замена

r = ρP (t) +Q(t, ϕ)ρ1+s, (10)

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2019. Т. 6 (64). Вып. 3 395



где P (t), Q(t, ϕ) — периодические функции с указанными периодами, P (t) > 0, ρ >
0, приводящая систему (8) к виду

{
ρ̇ = gρ+O(ρ1+s),

ϕ̇ = (ρP (t))−s +O(1), ρ→ 0,
(11)

где g — некоторая постоянная.
Доказательство. Для построения замены (10) продифференцируем равенство

(10) по t в силу систем (8) и (11). Получим соотношение

q−1bS2ρ(P +Qρs) +O(ρ1+s) = (gρ+O(ρ1+s))P + ρ
dP

dt
+

+ (1 + s)ρs(gρ+O(ρ1+s))Q +
∂Q

∂t
ρ1+s + ρ1+s

∂Q

∂ϕ
(ρ−sP−s +O(1)). (12)

Приравнивая в (12) коэффициенты при ρ, приходим к уравнению

(b1S
2 − g)P =

dP

dt
+
∂Q

∂ϕ
P−s, (13)

где b1(t) = q−1b(t).
Представим функцию b1(t)S

2(ϕ) в виде

b1(t)S
2(ϕ) = g + S2(b1(t)− b1) + b1(t)(S

2(ϕ)− S2),

где g = b1S2, а черта обозначает среднее значение функции.
Используя это, разобьем уравнение (13) на два:

dP

dt
= S2(b1(t)− b1)P (t),

∂Q

∂ϕ
P−s = (S2(ϕ)− S2)b1(t),

откуда

P (t) = exp

{
S2

∫
(b1(t)− b1)dt

}
,

Q(t, ϕ) = P s(t)b1(t)

∫
(S2(ϕ)− S2)dϕ.

Этим замена (10) определена. �
Замечание. Знак g совпадает со знаком b(t).
В силу (3) и (6) устойчивость по отношению к x, ẋ эквивалентна устойчивости

по отношению к ρ. Следовательно, справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Нулевое решение уравнения (1) асимптотически устойчиво, если

b(t) < 0, и неустойчиво, если b(t) > 0.
Итак, в общем случае вопрос об устойчивости решается в первом приближении.

Следовательно, вообще говоря, бифуркация положения равновесия при наличии ма-
лого параметра не имеет места.

3. Критический случай. Пусть g = 0. Тогда система (11) имеет вид
{
ρ̇ = A(t, ϕ)ρ1+s + · · · ,
ϕ̇ = (P (t)ρ)−s +B(t, ϕ) + · · · ,

(14)
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где A(t, ϕ), B(t, ϕ) — функции, периодические по t и ϕ. Здесь и в дальнейшем мно-
готочием отмечены члены, порядок которых выше выписанных.

Приписывая в системе (14) переменной ρ и функциям A и B индекс 0, рассмот-
рим при k = 1, 2, . . . преобразования

ρk−1 = ρk + hk(t)ρ
s+k
k + fk(t, ϕ)ρ

2s+k
k (15)

систем вида {
ρ̇k−1 = Ak−1(t, ϕ)ρ

s+k
k−1 + · · · ,

ϕ̇ = (P (t)ρk−1)
−s +Bk−1(t, ϕ) + · · · .

(16)

Лемма 2. Существует замена (15), переводящая систему (16) в систему

{
ρ̇k = gkρ

s+k
k +Ak(t, ϕ)ρ

s+k+1
k + · · · ,

ϕ̇ = (P (t)ρk)
−s +Bk(t, ϕ) + · · · ,

(17)

где gk — постоянная.
Доказательство. Дифференцируя замену (15) по t с учетом систем (16) и (17)

и приравнивая коэффициенты при ρs+kk (остальные степени ρk имеют более высокие
порядки), получим уравнение

dhk
dt

+
∂fk
∂ϕ

P−s = Ak−1 − gk. (18)

Представив функцию Ak−1 в виде

Ak−1 = gk + Âk−1(t) + Ãk−1(t, ϕ),

где gk = Ak−1, Âk−1(t) равно среднему значению функции Ak−1 − gk по ϕ, разобьем
уравнение (18) на два:

dhk
dt

= Âk−1(t) и
∂fk
∂ϕ

= P s(t)Ãk−1(t, ϕ),

откуда hk и fk найдутся интегрированием. �
Если gk = 0, то к системе (17) применима доказанная лемма.
Выполняя замены (15), начиная с системы (14), получим последовательность

постоянных g1, g2, . . . , обрывающуюся на первом номере N, для которого gN 6= 0. Из
вида системы (17) при k = N вытекает следующая теорема.

Теорема 2. Если gN < 0, то нулевое решение уравнения (1) асимптотически
устойчиво, если gN > 0, то оно неустойчиво.

Замечание. Можно доказать, что g1 = 0. Следовательно, N > 1.
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A problem of the stability of the state of equilibrium of an oscillator with infinitely great
frequency of proper oscillations under periodic in time perturbations, is considered. It
is shown that in general case the problem can be solved by consideration of the linear
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