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Целью этой заметки является доказательство следующего утверждения: пусть π—
проконечная группа и K∗ — ограниченный комплекс дискретных Fp[π]-модулей. Пред-
положим, что Hi(K∗)—конечные абелевы группы. Тогда существует квазиизомор-
физм L∗ −→ K∗, где L∗ — ограниченный комплекс дискретных Fp[π]-модулей, такой
что все Li —конечные абелевы группы. Это аналог для дискретных Fp[π]-модулей из-
вестной леммы об ограниченных комплексах A-модулей (например, сконцентрирован-
ных в неотрицательных степенях), где A— нетерово кольцо, которая утверждает, что
любой такой комплекс квазиизоморфен некоторому комплексу конечно порожденных
A-модулей, свободных за исключением, возможно, модуля, лежащего в степени 0. Эта
лемма играет ключевую роль в доказательстве теоремы о замене базы в когомологиях
когерентных пучков на нетеровых схемах, которая, в свою очередь, может быть ис-
пользована для доказательства теоремы Гротендика о поведении размерностей групп
когомологий семейства векторных расслоений над плоским семейством многообразий.
Ключевые слова: проконечная группа, дискретный модуль, когомологии.

1. Введение. Пусть f : X −→ Y — собственный морфизм нётеровых схем, при-
чем Y = SpecA—аффинная схема, и пусть F — когерентный пучок на X , плоский
над Y . Теорема о замене базы (см. [1] и [2, гл. 2, § 5]) утверждает, что существует ко-
нечный комплекс K∗ конечно порожденных проективных A-модулей и изоморфизм
функторов

Hp(X ×A SpecB,F ⊗A B) ∼= Hp(K∗ ⊗A B)

на категорииA-модулей B. Эта теорема имеет важные приложения в алгебраической
геометрии; из нее, в частности, вытекает полунепрерывность сверху размерности
когомологий слоев. Доказательство теоремы о замене базы основано на следующем
утверждении (loc.cit.). Пусть C∗ — комплекс A-модулей, такой чтоHi(C∗)— конечно
порожденные A-модули и Cp = 0 при p < 0 и p > n. Тогда существует комплекс
K∗ конечно порожденных A-модулей, такой что Kp = 0 при p < 0 и p > n, Kp—
свободные модули при 1 ≤ p ≤ n, и существует гомоморфизм комплексовK∗ −→ C∗,
индуцирующий изоморфизмы Hi(K∗) −→ Hi(C∗) для всех i. Более того, если все
Cp являются плоскими над A, то K0 также плоский над A.

Целью этой заметки является доказательство следующего аналога вышеуказан-
ного утверждения в категории дискретных π-модулей, где π—проконечная группа.
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Теорема. Пусть π—проконечная группа, K∗ — ограниченный комплекс дис-
кретных Fp[π]-модулей. Пусть Hi(K)— конечные группы. Тогда существует огра-
ниченный комплекс L∗ дискретных Fp[π]-модулей, такой что все Li являются ко-
нечными абелевыми группами, и существует гомоморфизм комплексов дискрет-
ных Fp[π]-модулей φ : L∗ → K∗, индуцирующий изоморфизмы Hi(L∗) → Hi(K∗)
для всех i.

2. Доказательство основного результата. Пусть π—проконечная группа
и Fp[π]— групповое кольцо группы π над полем Fp [3]. Доказательству основной
теоремы мы предпошлем два вспомогательных утверждения.

Лемма 1. Пусть M — дискретный Fp[π]-модуль, N — дискретный Fp[π]-
модуль, конечный как абелева группа, p : M −→ N — сюръективный гомоморфизм
Fp[π]-модулей. Тогда существует коммутативная диаграмма:

M
p

���
��

��
��

�

Fp[X ]

v

�����������

u
�� N,

(1)

в которой X — конечное π-множество и гомоморфизм u сюръективен.

Доказательство. N — дискретный π-модуль, конечный как абелева группа.
В частности, N — конечное π-множество и для любого n ∈ N подгруппа Stab (n)
открыта в π. Представим N в виде N = �ki=1Oni , где Oni —орбита ni ∈ N . Име-
ем Oni

∼= π/Stab (ni) как π-множества. Пользуясь сюръективностью гомоморфизма
p : M → N , для каждого ni, i = 1...k, найдем mi ∈ M , такой что p(mi) = ni. По-
скольку M — дискретный π-модуль, группа Stab (mi) открыта в π. Убедимся в том,
что π/Stab (mi) конечно.

Пусть pr : π −→ π/Stab (mi)— естественная проекция. Множество π/Stab (mi)
дискретно, так как для любого x ∈ π/Stab (mi) слой pr−1(x) гомеоморфен множеству
Stab (mi), открытому в π. Следовательно, по определению фактортопологии множе-
ство {x} открыто в π/Stab (mi). Поскольку π— проконечная группа, она, в частно-
сти, компактна. Значит, π/Stab (mi) компактно и, следовательно, π/Stab (mi) конеч-
но.

Положим X = �ki=1π/Stab (mi). Это конечное множество. Рассмотрим есте-
ственную проекцию π-множеств π/Stab (mi) −→ π/Stab (ni). Продолжим ее по ли-
нейности до гомоморфизма

Σki=1u
′
i : Fp[X ] −→ ⊕ki=1Fp[π/Stab (ni)].

Пусть

u′′ : ⊕ki=1Fp[π/Stab (ni)] −→ N

— естественная сюръекция. Положим u = u′′ ◦ u′ : Fp[X ] −→ N .
Рассмотрим подмодуль V вM , порожденный �ki=1Omi . Обозначим v′ : Fp[X ] −→

V естественную проекцию и v′′ : V −→ M — вложение подмодуля V . Положим v =
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v′′ ◦ v′ : Fp[X ] −→M . Легко проверяется коммутативность полученной диаграммы:

M
p

���
��

��
��

�

Fp[X ]

v

�����������

u
�� N.

Лемма доказана. �

Лемма 2. Пусть M — дискретный Fp[π]-модуль, N , N
′
— дискретные Fp[π]-

модули, конечные как абелевы группы; p1 :M −→ N , p2 : N
′ −→ N — сюрьективные

гомоморфизмы Fp[π]-модулей. Тогда существует коммутативная диаграмма:

Fp[X ]

v

��

u �� M

p1

��
N

′ p2 �� N,

(2)

в которой X — конечное π-множество и гомоморфизм v сюръективен.

Доказательство. Представим N в виде N = �ki=1Oni , где Oni —орбита
ni ∈ N . Гомоморфизмы p1 и p2 сюръективны. Выберем mi ∈ M и n′

i ∈ N ′, та-
кие что p1mi = ni и p2n

′
i = ni. Подгруппы Stab (mi) и Stab (ni)

′ открыты в Stab (ni).
Обозначим πi = Stab (mi) ∩ Stab (n′

i). Убедимся в том, что это открытая подгруп-
па в π конечного индекса. Действительно, π естественным образом действует на
Stab (mi)× Stab (n′

i). Имеем Stab (1̄, 1̄) = Stab (mi)∩ Stab (n′
i), значит это подгруппа

в π конечного индекса. Очевидно, она открыта. Положим X = �ki=1π/πi и рассмот-
рим естественную проекцию π-множеств

π/πi −→ π/Stab (n′
i).

Продолжим ее по линейности до гомоморфизма

v′i : Fp[π/πi] −→ Fp[π/Stab (n
′
i)].

Положим
v′ = Σki=1v

′
i : Fp[X ] −→ ⊕ki=1Fp[π/Stab (n

′
i)].

Гомоморфизм v′′ сюръективен. Рассмотрим естественную проекцию

v′′ : ⊕ki=1Fp[π/Stab (ni)] −→ N ′.

Пусть v = v′′ ◦ v′ : Fp[X ] −→ N ′. Рассмотрим естественную проекцию π-множеств
π/πi −→ π/Stab (mi). Продолжим ее по линейности до гомоморфизма

u′i : Fp[π/πi] −→ Fp[π/Stab (mi)].

Положим
u′ = Σki=1u

′
i : Fp[X ] −→ ⊕ki=1Fp[π/Stab (mi)].
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Рассмотрим подмодуль V ⊂M , порожденный �ki=1Omi . Пусть

u′′ : ⊕ki=1Fp[π/Stab (mi)] −→ V

— естественный сюръективный гомоморфизм и u′′′ : V −→M — вложение. Положим
u = u′′′ ◦ u′′ ◦ u′ : Fp[X ] −→ M . Мы получили диаграмму:

Fp[X ]

v
��

u �� M

p1

��
N

′ p2 �� N.

Легко убедиться в ее коммутативности, что завершает доказательство леммы 2. �

Теорема. Пусть π—проконечная группа, K∗ — ограниченный комплекс дис-
кретных Fp[π]-модулей. Пусть Hi(K)— конечные группы. Тогда существует огра-
ниченный комплекс L∗ дискретных Fp[π]-модулей, такой что все Li являются ко-
нечными абелевыми группами, и существует гомоморфизм комплексов дискрет-
ных Fp[π]-модулей φ : L∗ → K∗, индуцирующий изоморфизмы Hi(L∗) → Hi(K∗)
для всех i.

Доказательство. Индукцией вниз по m построим диаграммы:

Lm

φm

��

δm �� Lm+1

φm+1

��

φm+2 �� Lm+2

φm+1

��

δm+2
�� . . .

Km dm �� Km+1 dm+1
�� Km+2 δ

m+2
�� . . .

Пусть Ki = 0 при i < 0 и i > n. Положим Lm = 0 при m > n. Пусть Lp, φp, δp уже
определены при p ≥ m+ 1, так что выполняются следующие условия:

(i) dpφp = φp+1δ
p, p ≥ m+ 1,

(ii) δp+1δp = 0, p ≥ m+ 1,

(iii) гомоморфизмы φp индуцируют изоморфизмы Hp(L∗) −→ Hp(K∗), p ≥ m + 2,
и эпиморфизм ker δm+1 −→ Hm+1(K∗),

(iv) Lp—конечные абелевы группы, p ≥ m+ 1.

Построим Lm, φm, δ
m таким образом, чтобы условия (i)–(iv) были бы по прежнему

выполнены, если m + 1 заменить на m. Будем искать Lm в виде L′m ⊕ L′′m, φm в
виде φ′m + φ′′m и δm в виде δ′m + δ′′m.

Построим сначала L′′m, φ′′m, δ′′m. Пусть Zi — группа коциклов вKi и pm : Zm −→
Hm(K∗)— естественная проекция. Тройка (Zm, Hm(K∗), pm) удовлетворяет услови-
ям леммы 1. В силу этой леммы существует коммутативная диаграмма

Zm

pm

����
���

���
��

Fp[X ′′]
v′′m

�����������

u′′
m

�� Hm(K∗),
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в которойX
′′
— некоторое конечное π-множество. Положим L′′m = Fp[X ′′], φ′′m = v′′m,

δ′′m = 0.
Построим теперь L′m, φ′m, δ

′m. Пусть

γm+1 = pm+1 ◦ φm+1|ker δm+1 : ker δm+1 −→ Hm+1(K∗).

Обозначим K0
m = d−1(Imφm+1) ⊂ Km. По индукционному предположению

ker γm+1— конечная абелева группа. Абелева группа dKm∩ Imφm+1 также конечна.
Рассмотрим диаграмму:

ker γm+1

φm+1

����
���

���
���

�

K0
m d

�� dKm ∩ Imφm+1.

Гомомоморфизм φm+1 сюръективен. Действительно,

α ∈ dKm ⇒ γm+1β = (pm+1 ◦ φm+1)β = pm+1α = 0.

Поэтому для любого α ∈ dKm∩Im φm+1 существует β ∈ Lm+1, такой что φm+1β = α,
β ∈ ker γm+1. Таким образом,

(K0
m, dK

m ∩ Imφm+1, ker γm+1, d, φm+1|ker γm+1)

удовлетворяет условиям леммы 2. Следовательно, существует коммутативная диа-
грамма:

Fp[X ′]

u′
m

��

v′m �� M

φm+1

��
K0
m

d�� dKm ∩ Imφm+1,

где X ′
m — некоторое конечное π-множество. Положим L′

m = Fp[X ′], φ′m = u′m, δ
′
m =

v′m. Теперь положим Lm = L′m ⊕ L′′m, φm = φ′m + φ′′m, δ
m = δ′m + δ′′m. Убедимся

в том, что условия (i)–(iv) по прежнему выполнены.
Пусть m ≥ 1. Так как условие (i) достаточно проверить покомпонентно, то оно

вытекает из коммутативности диаграмм (1) и (2).
(ii) Имеем δm+1 ◦ δm = 0, так как δm = δ′m + δ′′m, δ′′m = 0, δ′m : L′m −→

ker γm+1 ⊂ ker δm+1.
(iii) Проверим, что φm+1 индуцирует изоморфизм Hm+1(L∗) −→ Hm+1(K∗).

Действительно, имеем эпиморфизм ker δm+1 −→ Hm+1(K∗). Так как

Im δm = Im δ′m = Im v′m = ker γm+1,

то
Hm+1(L∗) = ker δm+1/Imδm = ker δm+1/Imγm ∼= Hm+1(K∗).

Далее, φm индуцирует эпиморфизм ker δm −→ Hm(K∗). Действительно, ker δm ⊃
L′′m, а φm|L′′m индуцирует эпиморфизм u′′m : L′′m −→ Hm(K∗) (диаграмма (1)).

(iv) Lm —конечная абелева группа по построению.
Пусть теперь m = −1. Заменим L0 на L0/(ker δ0 ∩ kerφ0) и в качестве φ0 и δ0

возьмем индуцированные гомоморфизмы. При p < 0 положим Lp = 0 и φp = 0.
Комплекс L∗ и гомоморфизм φ : L∗ −→ K∗ отвечают требованиям утверждения. �
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The goal of this note is to give a proof of the following proposition. Let π be a profinite group
and K∗ be a bounded complex of discrete Fp[π]-modules. Assume all Hi(K∗) are finite
abelian groups. Then there exists a quasiisomorphism L∗ −→ K∗, where L∗ is a bounded
complex of discrete Fp[π]-modules such that all Li are finite abelian groups. This is an
analogue for discrete Fp[π]-modules of a well-known lemma about bounded complexes of A-
modules (say, concentrated in nonnegative degrees), where A is a Noetherian commutative
ring, that establishes the existence of a quasiisomorphism between any such complex and
a complex of finitely generated A-modules that are free except, possibly, the one in degree
0. This lemma plays the key role in the proof of a base change theorem for cohomology of
coherent sheaves on Noetherian schemes, that in turn, can be used to prove a theorem of
Grothendieck about the behavior of dimensions of cohomology groups of a family of vector
bundles on a flat family of varieties.
Keywords: profinite group, discrete module, cohomology.
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