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В данной работе получены асимптотические формулы для собственных функций и тер-
мов квантовой обобщённой задачи двух кулоновских центров. Для этого применены квази-
классическое приближение, теория возмущений и метод эталонного уравнения. Показано,
что результаты, полученные различными методами в асимптотических областях при R → 0
и R → ∞, хорошо согласуются друг с другом. Обнаружен интересный эффект вырождения
спектра, в частности основного состояния, с ростом параметра межцентрового расстояния R.
Возможное применение полученных результатов в физических приложениях связано преж-
де всего с описанием одноэлектронных состояний в потенциальных моделях, учитывающих
трёхмерную структуру нанообъектов кольцевой, сфероидальной формы и ридбергоподоб-
ных состояний электронов в кольцевых молекулах.
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In this paper, we obtain asymptotic formulas for the eigenfunctions and terms of the quantum
generalized problem of two Coulomb centers. For this purpose, we used the quasiclassical approx-
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other. An interesting effect of the degeneration of the energy spectrum with an increase in the
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Введение. Настоящая статья является продолжением цикла работ [1–6], посвя-
щённых исследованию квантовой обобщённой задачи двух кулоновских центров1 . Для
удобства напомним некоторые факты, установленные в этих работах. Проблема (Z1eZ2)
[7], получившая название обобщённой, рассматривалась при чисто мнимых значениях
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параметра межцентрового расстояния R и комплексно-сопряжённых зарядах. Потен-
циал этой задачи может быть представлен в следующем виде:

V̂ =
q1 + iq2√

x2 + y2 +
(

z − i
R

2

)2
+

q1 − iq2√
x2 + y2 +

(
z + i

R

2

)2
. (1)

В определённом смысле эта задача дополняет задачу двух кулоновских центров, по-
скольку уравнение Шрёдингера с потенциалом (1) допускает разделение переменных
в сплюснутых сфероидальных координатах, а не в вытянутых, как это было в проблеме
(Z1eZ2). Кроме того, очевидно, что сингулярности (1) сосредоточены на окружности
x2 + y2 = R2/4, а не в точках z1,2 = ±R/2. Такая локализация особенностей приводит
к различным интерпретациям потенциала и, как следствие, к богатому выбору гранич-
ных условий и разнообразию в постановке краевых задач. Подробная классификация
различных вариантов постановки квантовой обобщённой задачи двух кулоновских цен-
тров приведена в работах [2, 5]. Специфика и решение краевых задач описаны в работах
[3, 4, 6]. Во всех упомянутых публикациях были также приведены результаты числен-
ных расчётов. Однако ряд вопросов, связанных с поведением собственных функций
и термов при R → 0 и R → ∞ остался не до конца разобранным. В настоящей работе
получены необходимые для контроля численных расчётов асимптотические формулы,
описывающие решение квантовой обобщённой задачи двух кулоновских центров в ука-
занных областях.

Квазиклассическое приближение (метод ВКБ)2. Метод ВКБ [1] позволяет
найти приближённое решение квантовой обобщённой задачи двух кулоновских центров
в простой и компактной форме. Для этого необходимо представить квазиимпульсы по
каждой переменной в следующем виде:

P1(ξ) =

√
−p2 +

aξ− λ(ξ)
ξ2 + 1

+
m2

(ξ2 + 1)2
, P2(η) =

√
p2 +

bη+ λ(η)

1 − η2 − m2

(1 − η2)2 .

Заметим, что эти выражения совпадают с соответствующими классическими обоб-
щёнными импульсами в методе Гамильтона — Якоби [8]. Асимптотические формулы
для термов получаются из правил квантования. В частности, правило квантования по
квазирадиальной переменной ξ имеет вид обычной формулы Бора — Зоммерфельда:

ξ2∫
ξ1

P1(ξ)dξ = π
(

k +
1
2

)
, (2)

поскольку соответствующий потенциал выглядит как осцилляторная яма. Для ква-
зиугловой переменной η все обстоит значительно сложнее, так как потенциал имеет
сложную форму и приходится учитывать эффект надбарьерного отражения [1]. Одна-
ко опыт численных расчётов показывает, что в подавляющем большинстве случаев этот
эффект мал. Им можно пренебречь, тогда условие квантования вырождается в обычное
правило Бора — Зоммерфельда:

η2∫
η1

P2(η)dη = π
(

q +
1
2

)
. (3)

2 Метод Вентцеля — Крамерса — Бриллюэна (и Джефриса), в иностранной литературе: Jef-
freys — Wentzel — Kramers — Brillouin method.
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Рассмотрим предельные случаи R → 0 и R → ∞, и найдём из условий (2) и (3) явные
выражения для нескольких поправок к энергии.

Прежде всего заметим, что при R → 0 в квантовой обобщённой задаче двух куло-
новских центров появляется сферическая симметрия, поэтому точки поворота должны
располагаться снаружи от сингулярной окружности таким образом, чтобы выполня-
лись условия ξ2 > ξ1 � 1, η1 → −1 и η2 → +1. В этом случае классификацию со-
стояний удобно производить с помощью приближённых сферических квантовых чисел
N = k + l + 1, l = q + |m|. Оценка интеграла в условии (2) при помощи метода Зоммер-
фельда [9] приводит к следующему разложению для λ(ξ):√

λ(ξ) =
a

2p
−

(
k +

1
2

)
− p2

4(l + 1/2)

[
1 − m2

(l + 1/2)2

]
+

+
a2

8(l + 1/2)3

[
1 − 3m2

(l + 1/2)2

]
. (4)

Несколько первых членов разложения λ(η) получаются после регуляризации фазо-
вого интеграла в (3):

λ(η) =
(

l +
1
2

)2

− p2

2

[
1 − m2

(l + 1/2)

]
+

b2

8(l + 1/2)2

[
1 − 3m2

(l + 1/2)2

]
. (5)

Из условия λ(ξ) = λ(η) находим выражения для уровней энергии

E = −2q2
1

N2
+

q2
1(q

2
1 − q2

2)
N3 (l + 1/2)3

[
1 − 3m2

(l + 1/2)2

]
R2 + O(R2). (6)

Заметим, что формула (6) получается из соответствующего выражения для Ej(R)
с вещественным R, полученного в работе [10], если в нём произвести замену Z1 + Z2 →
→ 2q1, Z1 − Z2 → 2q2, R2 → −R2.

В другом предельном случае, при R → ∞, для состояний с малыми квантовыми
числами имеет место ситуация близких точек поворота:

ξ1 → 0, ξ2 → 0, ξ1 �= ξ2 �= 0; η1 → 0, η2 → 0, η1 �= η2 �= 0.

Таким образом, наша система ведёт себя как двумерный осциллятор со смещён-
ным положением равновесия, возмущённый малой ангармонической добавкой. В этом
случае для построения асимптотических разложений λ(ξ) и λ(η) можно использовать
метод С.Ю. Славянова [12–14]. В результате получается следующее разложение для
квазирадиальной константы разделения:

λ(ξ) = −p2 − p(2k + 1) − (2k + 1)2

8
+ m2 − (2k + 1)3

32p
− m2(2k + 1)

2p
+

a2

4p2
+ O(p−2), (7)

и совершенно аналогично для квазиугловой:

λ(η) = −p2 + p(2q + 1) − (2q + 1)2

8
+ m2 +

(2q + 1)3

32p
+

m2(2q + 1)
2p

− b2

4p2
+ O(p−2). (8)

Сравнивая параметры при соответствующих степенях p в условии λ(ξ) = λ(η), нахо-
дим выражение для уровней энергии

Ekqm(R) = − 21/3(q2
1 + q2

2)2/3

(k + q + 1)2/3R2/3
+

22/3

6
(q2

1 + q2
2)1/3(k − q)

(k + q + 1)1/3R4/3
+ O(R−2) . (9)

Вестник СПбГУ. Физика и химия. 2018. Т. 5 (63). Вып. 2 99



Отсюда видно, что при R → ∞ весь спектр энергий накапливается у нуля. Это есть
следствие того, что потенциальная яма становится мелкой и в ней с трудом образуются
связанные состояния. Обратим внимание также на то, что в разложении (9) старший
порядок ∼ R2/3 и содержит квантовые числа k и q только в виде суммы k+ q, а зависи-
мость от m в нём вообще отсутствует. Таким образом, в старшем порядке появляется
вырождение, кратность которого равна k+q+1. Во втором порядке это вырождение ча-
стично снимается, но остаётся вырождение по m, а также для состояний с одинаковыми
k и q. В частности, термы с k = 0, q = 0 и с разными m стремятся к терму основного
состояния. Таким образом, даже основное состояние вырождается в пределе R → ∞.
В следующем, третьем порядке вырождение снимается полностью, а зависимость этой
поправки от азимутального квантового числа пропорциональна m2/R2.

Теория возмущений при R → 0. Когда параметр R в потенциале (1) стремится
к нулю, сингулярная окружность сжимается в точку. Тогда в квантовой обобщённой
задаче двух кулоновских центров появляется сферическая симметрия, и естественно её
рассматривать в сферических координатах (r,ϑ,ϕ). Чтобы построить теорию возмуще-
ний, необходимо разложить потенциал (1) в ряд по степеням малого параметра (R/r).
Для этого воспользуемся формулой (см., например, [11]):

1√
1 − 2tu + t2

=
∞∑

k=0

tkPk(u), |t| < min |u ±
√

u2 − 1|,

где Pk(u) — полиномы Лежандра.
В результате простых, но довольно громоздких преобразований получается выра-

жение

V =
2q1

r

∞∑
n=0

(−1)n

(
R

2r

)2n

P2n(cosϑ) +
2q2

r

∞∑
n=0

(−1)n+1

(
R

2r

)2n+1

P2n+1(cosϑ) . (10)

Очевидно, что все чётные гармоники в разложении (10), которые отвечают за сим-
метрию потенциала (1) относительно плоскости xy, ассоциируются с параметром q1,
а все нечётные, которые отвечают за антисимметрию, — с параметром q2.

В качестве невозмущённого потенциала следует выбрать 2q1/r — первый член раз-
ложения (10), который не содержит малого параметра. Тогда ясно, что в пределе R → 0
термы Ej(R) должны непрерывно переходить в уровни энергии водородоподобного ато-
ма с зарядом 2q1:

Ej(R) −−−→
R→0

ENlm = −2q2
1

N2
, (11)

где (Nlm) — набор сферических квантовых чисел.
Радиальная Xmk(ξ; R) и угловая Ymq(η; R) части собственной функции Ψj будут

преобразовываться соответственно в радиальную и угловую части одноцентровой за-
дачи:

Ψkqm(ξ, η,ϕ; 0) = Nkqm(0)Xmk(ξ; 0)Ymq(η; 0)eimϕ = NRNl(r)Ylm(ϑ,ϕ). (12)

Поскольку спектр невозмущённого гамильтониана вырожден по l и m, то для вычис-
ления поправок к энергии (11) необходимо составить и решить секулярное уравнение.
В качестве возмущения берём не только дипольный член разложения (10), но и квад-
рупольный. Матричные элементы оператора возмущения вычисляются при помощи
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рекуррентных соотношений для полиномов Лагерра и присоединённых полиномов Ле-
жандра [11]. В итоге получается выражение для энергии терма Ej(R), содержащее
первые два члена разложения при малых R:

ENlm(q1, q2, R) = −2q2
1

N2
+

8q2
1(q

2
1 − q2

2)[l(l + 1) − 3m2]R2

N3l(l + 1)(2l − 1)(2l + 1)(2l + 3)
+ O((R)2). (13)

Отметим, что квазиклассическая асимптотическая формула (6) для энергии при
малых R связана с (13) преобразованием (l + 1/2)2 �→ l(l + 1).

Вообще говоря, практика показывает, что формула (13) достаточно хорошо иденти-
фицирует и контролирует численные расчёты термов Ej(R) в области малых R. При
q1 > q2 её применение оправдывается вплоть до R ∼ 1, а при q1 < q2 эта область
существенно сужается.

Отметим особенность применения формулы (13) к основному состоянию. Для рас-
крытия неопределённости в правой части (13) можно воспользоваться правилом Лопи-
таля. А можно поступить иначе: сначала положить m = 0, затем сократить числитель
и знаменатель на l и в оставшемся выражении перейти к пределу l → 0. В итоге фор-
мула (13) для основного состояния будет иметь вид

E100(q1, q2, R) = −2q2
1 −

8q2
1(q

2
1 − q2

2)R
2

3
+ O((R)2). (14)

Заметим также, что при q1 = q2 поправка к энергии (11) в формулах (13) и (14) обра-
щается в нуль. Это означает, что при малых R терм почти горизонтален. Однако на-
блюдать такой эффект для основного состояния довольно сложно, поскольку асимпто-
тическая область очень узкая. Напротив, для высоковозбуждённых состояний c N � 3
это уже существенно, поскольку область расширяется вплоть до R ∼ 1.

Метод эталонного уравнения при R → ∞ в случае близких точек пово-
рота. В некоторых случаях формул (13) и (14) оказывается недостаточно для иденти-
фикации термов. Например, когда q1 = 0 (аналог конечного диполя) термы при R → 0
выходят в сплошной спектр. Тогда формулы (13) и (14) становятся просто непримени-
мыми. В данной ситуации можно использовать асимптотическое разложение Emkq(R)
при R → ∞. Выше, в рамках метода ВКБ, была получена формула (9) и показано, что
точки поворота начинают сближаться. Любопытно было бы получить несколько первых
членов асимптотики при помощи другого метода и сравнить результат с формулой (9).
Также для этой цели можно использовать теорию возмущений в разделённых уравне-
ниях, но мы применим метод эталонного уравнения в случае близких точек поворота,
который подробно описан С.Ю.Славяновым [12–14].

Сначала путём подстановок приведём одномерные уравнения, которые получаются
после разделения переменных [2, 5], к нормальному или шрёдингеровскому виду:

Xmk(ξ; R) =
X̃mk(ξ; R)√

1 + ξ2
, Ymq(η; R) =

Ỹmq(η; R)√
1 − η2 .

Тогда краевая задача для квазирадиального уравнения примет вид

d2

dξ2
X̃mk(ξ; R) +

[
−p2 +

(aξ− λ)
(ξ2 + 1)

+
(m2 − 1)
(ξ2 + 1)2

]
X̃mk(ξ; R) = 0, (15)

|X̃mk(ξ; R)| −−−−→
ξ→±∞

0, ξ ∈ (−∞,∞). (16)
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Аналогичные вычисления приводят к следующей краевой задачи для квазиуглового
уравнения:

d2

dη2
Ỹmq(η; R) +

[
p2 +

(bη+ λ)
(1 − η2) − (m2 − 1)

(1 − η2)2
]

Ỹmq(η; R) = 0, (17)

|Ỹmq(±1; R)| < ∞ , η ∈ (−1, +1). (18)

Покажем, как применяется метод эталонного уравнения для построения асимптоти-
ки (15)–(16), поскольку для (17)–(18) все вычисления выполняются аналогично. Преж-
де всего необходимо перейти к новой переменной

x = ξ− a

2p2
,

так как изучается смещённый ангармонический осциллятор. Тогда эталонным уравне-
нием для (15) будет уравнение параболического цилиндра:

d2

dx2
X̃mk(x; R) +

[
p

(
ν+

1
2

)
− p2x2

]
X̃mk(x; R) = 0, (19)

Теперь представим уравнение (15) в следующей форме:

d2

dx2
X̃mk(x; R) +

[
pμ− p2Q(x)

]
X̃mk(x; R) = 0, (20)

где μ — спектральный параметр, а Q(x) — потенциал, который необходимо в окрестно-
сти минимума разложить с точностью до членов O(x5):

Q(x) =
ω2x2

2
+ αx3 + βx4 + O(x5),

причём надо удерживать в коэффициентах ω2, α, β слагаемые до порядка O(1) вклю-
чительно.

Затем для решения (20) можно выписать асимптотический анзац в форме Черри:

X̃mk(x; R) = (u′(x; p))−1/2Dν(
√

2pu(x; p)), (21)

где Dν — функция Вебера, убывающая на бесконечности в соответствии с (16).
Замена переменных u(x; p) и параметр ν(μ; p) раскладываются в асимптотические

ряды:

u(x; p) =
∞∑

n=0

un(x; p)
pn

, ν(μ; p) =
∞∑

n=0

νn(μ; p)
pn

.

В итоге из рекуррентной процедуры, описанной в работе [13], получается разложе-
ние для квазирадиальной константы разделения:

λ
(ξ)
mk(p, a) = −p2 − p(2k + 1) − (2k + 1)2

8
+ m2 − 5

8
+

(2k + 1)3

16p
−

− (8m2 − 11)(2k + 1)
16p

+
a2

4p2
+ O(p−2), (22)
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и совершенно аналогично — для квазиугловой:

λ(η)mq(p, b) = −p2 + p(2q + 1) − (2q + 1)2

8
+ m2 − 5

8
− (2q + 1)3

16p
+

+
(8m2 − 11)(2q + 1)

16p
− b2

4p2
+ O(p−2). (23)

Сравнивая значения параметров при соответствующих степенях p в условии

λ
(ξ)
mk(p, a) = λ(η)mq(p, b),

находим выражения для уровней энергии

Ekqm(R) = − 21/3(q2
1 + q2

2)2/3

(k + q + 1)2/3R2/3
+

22/3

6
(q2

1 + q2
2)1/3(k − q)

(k + q + 1)1/3R4/3
+ O(R−2). (24)

Обратим внимание на то, что формула (24) полностью совпадает с квазиклассиче-
ской асимптотикой (9), хотя разложения (22) и (23) отличаются от своих квазикласси-
ческих аналогов (7) и (8).

Заключение. В настоящей работе исследовано асимптотическое поведение кван-
товой обобщённой задачи двух кулоновских центров при R → 0 и R → ∞ при помо-
щи метода квазиклассического приближения, теории возмущений и метода эталонного
уравнения. Получены приближённые выражения для собственных функций и термов,
включающие первые несколько поправок. Эти формулы могут быть полезны для кон-
троля численных расчётов не только в обобщённой задаче двух кулоновских центров,
но также и в других физических моделях, которые допускают разделение переменных
в уравнении Шрёдингера в сплюснутых сфероидальных координатах. Здесь прежде
всего следует упомянуть модели, учитывающие 3D-структуру нанообъектов кольцевой
сфероидальной формы. Например, в работе [15] была рассмотрена одна из таких мо-
делей для квантового кольца в виде потенциальной ямы с бесконечно высокими стен-
ками. В принципе если пренебречь зависимостью эффективной массы электрона от
координат, то можно перейти от этой простейшей идеализированной модели к моделям
квантовых колец в виде потенциальных ям сфероидальной формы и конечной глуби-
ны. В них также будет иметь место разделение переменных в уравнении Шрёдингера
в сплюснутых сфероидальных координатах. Тогда при исследовании влияния формы
кольца на структуру энергетического спектра одночастичных состояний в этих моделях
могут использоваться результаты настоящей работы.

Обратим внимание на то, что формула (13) может быть полезна при описании рид-
бергоподобных состояний сильно возбуждённых электронов в полях кольцевых моле-
кул. Кроме того, результаты данной работы могут быть использованы для изучении
спектра масс в одной из моделей дважды тяжёлых барионов, описанных в работе [16].

∗ ∗ ∗
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