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Ââåäåíèå

Òåîðèÿ èãð � ðàçäåë ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, èññëåäóþùèé ìîäåëè ïðèíÿòèÿ ðåøå-

íèé â óñëîâèÿõ íåñîâïàäåíèÿ èíòåðåñîâ ñòîðîí (èãðîêîâ). Êàæäàÿ ñòîðîíà ñòðåìèòñÿ

ïîâëèÿòü íà îáñòàíîâêó òàê, ÷òîáû óâåëè÷èòü ñâîé âûèãðûø. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå

â òåîðèè èãð, íàøëè ìíîæåñòâî ïðèëîæåíèé â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ â ñîöèîëîãèè,

ýêîíîìèêå, îðãàíèçàöèîííîì óïðàâëåíèè, ýêîëîãèè, âîåííîì äåëå è äð. Ìîäåëèðîâà-

íèå ðåàëüíîé ñèñòåìû ïîñðåäñòâîì òåîðèè èãð, àíàëèç ýòîé ìîäåëè è ðåøåíèé èãðû

ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîäû î ñèñòåìå è ïðèíÿòü îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ.

Âåñüìà ïåðñïåêòèâíûì àïïàðàòîì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñòðóêòóðû íåêîòîðîé ñèñòå-

ìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ òåîðèÿ ñåòåâûõ èãð. Ñåòåâûå èãðû (èãðû ñ ñåòåâîé ñòðóêòóðîé) ÿâ-

ëÿþòñÿ ðàçäåëîì òåîðèè èãð, êîòîðûé èçó÷àåò êàê ìåòîäû ôîðìèðîâàíèÿ ñâÿçåé ìåæäó

èãðîêàìè â êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìûõ ñèñòåìàõ, òàê è ïðàâèëà îïðåäåëåíèÿ âûèãðûøåé

èãðîêîâ ñ ó÷¼òîì ýòèõ ñâÿçåé. Â òåîðèè ñåòåâûõ èãð äåëàåòñÿ àêöåíò íà âçàèìîäåéñòâèè

èãðîêîâ, è òî êàêîâà ñòðóêòóðà ñèñòåìû, êîòîðàÿ ôîðìèðóåòñÿ èç äåéñòâèé èãðîêîâ, ÿâ-

ëÿþùèõñÿ ÷àñòüþ ýòîé ñèñòåìû.

Öåëü äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ â ñèñòåìå ñ

ìíîæåñòâîì ôèðì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âûïîëíÿåò íåêîòîðóþ çàäà÷ó (äîáû÷à ñûðüÿ,

ïåðåðàáîòêà ñûðüÿ, ïðîèçâîäñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ òîâàðîâ, ïðîèçâîäñòâî êîíå÷íîãî òî-

âàðà, ñáûò òîâàðà íà ðûíêå) â ïðîöåññå ïðîèâîäñòâà òîâàðà. Ñèñòåìà ôèðì è ñâÿçåé

ìåæäó íèìè ìîäåëèðóåòñÿ ïîñðåäñòâîì äèñêðåòíîé òåîðåòèêî-èãðîâîé ìîäåëè ôîðìè-

ðîâàíèÿ ñåòè[3]. Â êà÷åñòâå ïðèíöèïà ðàâíîâåñèÿ èñïîëüçóåòñÿ ðàâíîâåñèå ïî Íýøó[5].

Çà îñíîâó áåðåòñÿ ìîäåëü òîðãîâîé ñåòè, îïèñàííàÿ Ãóáêî Ì.Â. â ñòàòüå [1]. Äàëåå îíà

âèäîèçìåíÿåòñÿ: ââîäèòñÿ ðàçäåëåíèå ôèðì íà äîáûâàþùèå, ïåðåðàáàòûâàþùèå ïðåä-

ïðèÿòèÿ è òå êîòîðûå çàíèìàþòñÿ ñáûòîì êîíå÷íîãî òîâàðà. Èçìåíÿþòñÿ ñòðàòåãèè

èãðîêîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ çàäà÷àìè, ââîäÿòñÿ íîâûå ïàðàìåòðû ñåòè è çàïðåùåí-

íûå ñèòóàöèè. Ñåòü, ñôîðìèðîâàííàÿ èç ñòðàòåãèé ôèðì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ äðåâîâèäíûé

ãðàô.
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Ãëàâà 1

Ìîäåëü ôîðìèðîâàíèÿ òîðãîâîé ñåòè

1.1 Îïèñàíèå ìîäåëè ôîðìèðîâàíèÿ òîðãîâîé ñåòè

Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ ìîäåëè, ïðåäëîæåííîé â ñòàòüå [1]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî

N = {1...n} êîìïàíèé (àãåíòîâ). Âñå îíè çàíèìàþòñÿ ïîêóïêîé, ïðîèçâîäñòâîì è ïðî-

äàæåé îäíîãî òîâàðà. Êàæäàÿ èç êîìïàíèé i ∈ N ìîæåò ïðîèçâîäèòü òîâàð â îáúåìå

0 ≤ υsi ≤ V s
i , ãäå V

s
i � ìàêñèìóì ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé ôèðìû i, ñ ñåáåñòî-

èìîñòüþ psi , è ìîæåò ïðîäàâàòü åãî íà ñâîåì ðûíêå ïî öåíå πci â îáúåìå 0 ≤ υci ≤ V c
i ,

ãäå V c
i � îáúåì ðûíêà. Ëþáîé èç àãåíòîâ i ∈ N ìîæåò ïðåäëîæèòü äðóãîìó àãåíòó

j ∈ N êóïèòü òîâàð â ïðîèçâîëüíîì îáúåìå υij ïî öåíå pij çà åäèíèöó òîâàðà. Äîõîä

i-é êîìïàíèè â ðåçóëüòàòå ïðîäàæè åäèíèöû òîâàðà ðàâåí πij. Çíà÷åíèÿ pij è πij ìîãóò

ðàçëè÷àòüñÿ, åñëè ó÷èòûâàþòñÿ íàëîãè, òðàíñïîðòíûå ðàñõîäû è ïðî÷åå.

Öåíû êóïëè, ïðîäàæè, ñåáåñòîèìîñòü òîâàðà ñ÷èòàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè âåëè÷èíà-

ìè. Êàæäûé àãåíò i ìîæåò âëèÿòü òîëüêî íà îáúåìû ïðîèçâîäñòâà υsi òîâàðà, ïðîäàæè

òîâàðà íà ðûíêå υci , îáúåì òîâàðà ïðåäëàãàåìîãî äðóãèì àãåíòàì xoutij è îáúåì òîâàðà,

êîòîðûé îí õî÷åò êóïèòü ó äðóãèõ àãåíòîâ xinij . Òàêèì îáðàçîì, ñòðàòåãèÿ i-ãî èãðîêà åñòü

ïàðà âåêòîðîâ (xouti , xini ) è çíà÷åíèÿ υsi , υ
c
i . Ýëåìåíòàìè ïåðâîãî âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ çíà÷å-

íèÿ, âûðàæàþùèå îáúåì òîâàðà, êîòîðûé i-é àãåíò ïðåäëàãàåò êóïèòü îñòàëüíûì ó÷àñò-

íèêàì xouti = (xouti1 , x
out

i2 , ..., x
out

ij , ..., x
out

in−1), äëÿ i, j ∈ N, i 6= j. Çíà÷åíèÿ âòîðîãî âåêòîðà

óêàçûâàþò ñêîëüêî i-é àãåíò, ãîòîâ êóïèòü ó j-ãî àãåíòà xini = (xini1, x
in

i2, ..., x
in

ij , ..., x
in

in−1),

äëÿ i, j ∈ N, i 6= j.

Òàêèì îáðàçîì, ñòðàòåãèè èãðîêîâ ôîðìèðóþò ñåòü g =< vs, vc, v >, ãäå vs, vc âåê-

òîðà îáúåìîâ ïðîèçâîäèìîãî òîâàðà è ïðîäàâàåìîãî íà ñâîåì ðûíêå òîâàðà ñîîòâåò-

ñòâåííî. v = (υij) � ìàòðèöà, ýëåìåíòîì υij êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îáúåì òîâàðà ïðîäà-

âàåìîãî i-îé ôèðìîé j-é ôèðìå. Çíà÷åíèÿ ýòîé ìàòðèöû îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó

υij = min {xoutij , x
in

ji}, i 6= j, òî åñòü êîëè÷åñòâî òîâàðà, ïðîäàâàåìîãî i-îé ôèðìîé j-

îé ôèðìå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíîå èç òîãî, ÷òî áûëî ïðåäëîæåíî ê ïîêóïêå i-îé
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ôèðìîé, è òîãî îáúåìà, êîòîðûé ãîòîâà êóïèòü j-ÿ ôèðìà. Ïîëàãàåì ÷òî υii = 0. Èãðà,

â êîòîðîé äëÿ êàæäîãî àãåíòà îïðåäåëåíà êîíêðåòíàÿ ñòðàòåãèÿ, çàäàåò ñåòü, êîòîðàÿ

èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â âåðøèíàõ ãðàôà ðàñïîëîæåíû àãåíòû. Åñëè υij > 0, òî

ìåæäó âåðøèíàìè i, j èìååòñÿ äóãà, êîòîðîé ïðèïèñàí âåñ υij.

Âûèãðûø, êîòîðûé ïîëó÷àåò i-é èãðîê â ñôîðìèðîâàâøåéñÿ ñåòè, âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå:

fi =
∑
i 6=j

πijυij −
∑
i 6=j

pijυij + πciυ
c
i − psiυsi

Òàêæå ââîäèòñÿ óñëîâèå òîâàðíîãî áàëàíñà. Îíî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàæäûé àãåíò

ïðîäàåò íà ñâîåì ðûíêå èëè äðóãèì àãåíòàì ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ïðîèçâîäèò ñàì è

ñêóïàåò ó äðóãèõ àãåíòîâ: ∑
i 6=j

υij + υci =
∑
i 6=j

υji + υsi

Ìîæåì ïîëîæèòü, ÷òî xinii = υsi è x
out

ii = υci , è òîãäà ñòðàòåãèè èãðîêîâ áóäóò ïðåä-

ñòàâëÿòü ïàðó âåêòîðîâ (xouti , xini ). Íàáîð ñòðàòåãèé âñåõ èãðîêîâ çàäàåò ñèòóàöèþ â èãðå

x = (xini , x
out
i ), i ∈ N . Ïîëüçóÿñü ýòèìè îáîçíà÷åíèÿìè ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ

[2]:

Îïðåäåëåíèå 1.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèòóàöèÿ x = (xini , x
out
i )i∈N ÿâëÿåòñÿ äîïóñòè-

ìîé, åñëè â ïîñòðîåííîé ñåòè äëÿ êàæäîãî àãåíòà âûïîëíåíî óñëîâèå òîâàðíîãî áàëàíñà

Îïðåäåëåíèå 1.2. Äëÿ çàäàííîé ñèòóàöèè x = (xini , x
out
i )i∈N îáñòàíîâêîé x−i i-ãî àãåí-

òà íàçûâàåòñÿ íàáîð äåéñòâèé âñåõ àãåíòîâ, êðîìå i-ãî, x−i = (xinj , x
out
j )j∈N,i6=j Òî åñòü

îáñòàíîâêà èãðîêà i åñòü ñòðàòåãèè, âûáðàííûå âñåìè èãðîêàìè, çà èñêëþ÷åíèåì ñàìîãî

i.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äåéñòâèå xi àãåíòà i ∈ N äîïóñòèìî â îáñòà-

íîâêå x−i , åñëè ñèòóàöèÿ x = (xi, x−i) äîïóñòèìà.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ñèòóàöèþ x̆ = (x̆ini , x̆
out
i )i∈N , ïðèâîäÿùóþ ê ñåòè ğ , áóäåì íàçûâàòü

ðàâíîâåñèåì Íýøà, åñëè îíà äîïóñòèìà è äëÿ ëþáîãî àãåíòà i ∈ N è ëþáîãî äîïóñòè-

ìîãî â îáñòàíîâêå x̆−i äåéñòâèÿ xi âûèãðûø i-ãî àãåíòà fi(g) â ñåòè g íå ïðåâûøàåò åãî

âûèãðûøà â ñåòè ğ, òî åñòü äåéñòâèå x̆i ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì îòâåòîì íà îáñòàíîâêó x̆−i.

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ äåéñòâèé èãðîêîâ î÷åíü óçêî. Ëþáîå èçìåíåíèå i-ì àãåí-

òîì îáúåìîâ ïðîäàæ äðóãèì àãåíòàì èëè îáúåìîâ çàêóïîê îò äðóãèõ àãåíòîâ ïðèâåäåò

ê íàðóøåíèþ òîâàðíîãî áàëàíñà. Òî åñòü äîïóñòèìûìè äåéñòâèÿìè, ÿâëÿþòñÿ òîëüêî

èçìåíåíèå îáúåìà ïðîèçâîäñòâà υsi è îáúåìà ïðîäàæ íà ñâîåì ðûíêå υci . Êîíöåïöèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ ïî Íýøó ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âñå èãðîêè äåéñòâóþò íåçàâèñèìî, è íà îñíîâàíèè

ýòîãî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíäèâèäóàëüíîé äîïóñòèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Äåéñòâèå xi àãåíòà i ∈ N íàçîâåì èíäèâèäóàëüíî äîïóñòèìûì â
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îáñòàíîâêå x−i , åñëè â ñåòè g = ν(xi, x−i) âûïîëíåíî óñëîâèå òîâàðíîãî áàëàíñà i-ãî

àãåíòà.

Íà îñíîâå ïîíÿòèÿ èíäèâèäóàëüíîé äîïóñòèìîñòè ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíäèâèäóàëüíî

ðàöèîíàëüíîé ñèòóàöèè. Ýòî ïîíÿòèå ïîâòîðÿåò êîíöåïöèþ ðàâíîâåñíîé ïî Íýøó

ñèòóàöèè, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî ëþáîé èç èãðîêîâ ìîæåò îòêëîíÿòüñÿ îò ñâîåé

ñòðàòåãèè, âûáèðàÿ èíäèâèäóàëüíî äîïóñòèìûå ñòðàòåãèè:

Îïðåäåëåíèå 1.6. Cèòóàöèþ x̆ = (x̆ini , x̆
out
i )i∈N , ïðèâîäÿùóþ ê ñåòè ğ, íàçîâåì

èíäèâèäóàëüíî ðàöèîíàëüíîé, åñëè îíà äîïóñòèìà è äëÿ ëþáîãî àãåíòà i ∈ N è ëþáîãî

åãî èíäèâèäóàëüíî äîïóñòèìîãî â îáñòàíîâêå x̆−i äåéñòâèÿ xi âûèãðûø i-ãî àãåíòà fi(g)

â ñåòè g = ν(xi, x−i) íå ïðåâûøàåò åãî âûèãðûøà â ñåòè ğ.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ñåòü g íàçîâåì èíäèâèäóàëüíî ñòàáèëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò

èíäèâèäóàëüíî ðàöèîíàëüíàÿ ñèòóàöèÿ x, ïðèâîäÿùàÿ ê äàííîé ñåòè g.

Ââåäåì óñëîâèå íåâûãîäíîñòè ñïåêóëÿöèé. Èìåííî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ïðîèç-

âîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïàíèé i1, i2, ..., ik íå ìîæåò áûòü âåðíîé ñèñòåìà íåðà-

âåíñòâ

piki1 ≤ πi1i2 , pi1i2 ≤ πi2i3 , pi2i3 ≤ πi3i4 , ..., pik−1ik ≤ πiki1

. Òîãäà êàæäàÿ èíäèâèäóàëüíî ñòàáèëüíàÿ ñåòü íå áóäåò ñîäåðæàòü öèêëîâ. Èíà÷å ãîâî-

ðÿ, äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôèðì i1, i2, ..., ik õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ íå

âûïîëíÿåòñÿ, òî åñòü íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôèðìà, êîòîðàÿ òåðïèò óáûòêè, ó÷àñòâóÿ

â öèêëè÷íîé ïåðåïðîäàæå òîâàðîâ.

1.2 Îñíîâíûå ëåììû

Äëÿ ýòîé ìîäåëè âåðíû ñëåäóþùèå ëåììû [1]:

Ëåììà 1.1. Ïóñòü ñèòóàöèÿ (xini , x
out
i ) ðàâíîâåñíà ïî Íýøó è ïðèâîäèò ê ñåòè g =

(υi,j)i,j∈N,i6=j. Òîãäà ñèòóàöèÿ x̆ â êîòîðîé äëÿ âñåõ i, j ∈ N : i 6= j, x̆inij = x̆outij = υij,

x̆inii = xinii x̆
out
ii = xoutii áóäåò ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó ïðèâîäÿùèì ê òîé æå ñåòè g.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü ñèòóàöèÿ x = (xini , x
out
i ) èíäèâèäóàëüíî ðàöèîíàëüíà è ïðèâîäèò ê

ñåòè g = (υij)i,j∈N,j 6=i . Òîãäà ñèòóàöèÿ x̆, â êîòîðîé äëÿ âñåõ i, j ∈ N : i 6= j, x̆inij = x̆outij =

vij, x̆
in
ii = xinii , x̆

out
ii = xoutii áóäåò èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîé è ïðèâîäèòü ê òîé æå ñåòè

g.

Ëåììà 1.3. Ñåòü ğ =< ῠ, ῠs, ῠc > èíäèâèäóàëüíî ñòàáèëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé xinij = xoutij = v̆ij, x
in
ii = ῠsi , x

out
ii = ῠci , i, j ∈ N, i 6= j èíäèâèäóàëüíî

ðàöèîíàëüíà.

Èç ïîñëåäíåé ëåììû ïîëó÷àåì:
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Ñëåäñòâèå 1.1. Äîïóñòèìàÿ ñåòü ğ =< ῠ, ῠs, ῠc > èíäèâèäóàëüíî ñòàáèëüíà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîé àãåíò i ∈ N íå ìîæåò óâåëè÷èòü ñâîé âûèãðûø, óìåíüøàÿ

îáúåìû υij, υji, j ∈ N, j 6= i â äèàïàçîíàõ 0 ≤ υij ≤ ῠij, 0 ≤ υji ≤ ῠji ãäå ῠij ýòî òåêóùèé

îáúåì òîâàðà, à òàêæå âàðüèðóÿ îáúåìû ñîáñòâåííîãî ïðîèçâîäñòâà υsi â äèàïàçîíå

0 ≤ υsi ≤ V s
i è ñîáñòâåííûõ ïðîäàæ υci â äèàïàçîíå 0 ≤ υci ≤ V c

i ïðè óñëîâèè ñîáëþäåíèÿ

åãî òîâàðíîãî áàëàíñà.

Òàêæå â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî â èíäèâèäóàëüíî ðàöèîíàëüíîé ñåòè âåðíî ñëå-

äóþùåå. Â èíäèâèäóàëüíî ðàöèîíàëüíîé ñåòè ìàêñèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü çàêóïêè èëè

ïðîèçâîäñòâà íå äîëæíà ïðåâûøàòü ìèíèìàëüíóþ ñòîèìîñòü ïðîäàæè. Òî åñòü, äëÿ

ëþáîãî èãðîêà i âûïîëíÿåòñÿ maxj∈N {pji, ps1} ≤ minj∈N {πci , πij}, j 6= i.
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Ãëàâà 2

Ìîäåëü ñ óðîâíÿìè ïðîèçâîäñòâà

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü ðûíêà ñ ôîðìèðîâàíèåì ñåòè ïîñòàâîê, îñ-

íîâàííóþ íà îïèñàííîé âûøå ìîäåëè.

Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî ôèðì, ÷àñòü êîòîðûõ çàíèìàåòñÿ äîáû÷åé ñûðüÿ, äðó-

ãàÿ ÷àñòü çàíèìàåòñÿ ïðîèçâîäñòâîì ïðîìåæóòî÷íîãî òîâàðà, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ

äðóãèìè ôèðìàìè è íàêîíåö ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü çàíèìàåòñÿ ñáûòîì êîíå÷íîãî ïðîäóêòà

ïîòðåáèòåëþ. Òî åñòü ìíîæåñòâî èãðîêîâ N ðàçáèâàåòñÿ íà óðîâíè, èëè ïî-äðóãîìó,

ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà àãåíòîâ N íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîä-

ìíîæåñòâà N1, N2, ..., Nm ∈ N , òàêèå ÷òî
m⋃
k=1

Nk = N . Àãåíòû èç N1, èëè àãåíòû ïåðâîãî

óðîâíÿ çàíèìàþòñÿ äîáû÷åé ñûðüÿ. Àãåíòû èç ìíîæåñòâ N2, N3, ...Nm−1 çàíèìàþòñÿ

ïðîèçâîäñòâîì ïðîìåæóòî÷íîãî òîâàðà, òî åñòü ôèðìû èç N2 çàêóïàþò ñûðüå ó ôèðì

èç N1 è ïðîèçâîäÿò òîâàð äëÿ ôèðì èç ìíîæåñòâà N3, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ïðî-

èçâîäÿò òîâàð, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ êàê ðåñóðñ ôèðìàìè èç N4 è òàê äàëåå. Íàêîíåö

ôèðìûm-ãî óðîâíÿ Nm çàíèìàþòñÿ ñáûòîì òîâàðà êîíå÷íîìó ïîòðåáèòåëþ. Ïðåäïîëà-

ãàåì, ÷òî âñå ôèðìû â ïðåäåëàõ îäíîãî óðîâíÿ Nk çàíèìàþòñÿ ïðîèçâîäñòâîì (äîáû÷åé,

ñáûòîì) îäíèõ è òåõ æå òîâàðîâ èëè âçàèìîçàìåíÿåìûõ òîâàðîâ. Òî åñòü ôèðìå èç Ni

íå âàæíî ó êàêîé ôèðìû èç Ni−1 ïîêóïàòü òîâàð. Å¼ èíòåðåñóåò òîëüêî êîëè÷åñòâî

ïðèîáðåòàåìîãî òîâàðà è öåíà ïîêóïêè. Òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî òîâàðàìè ôèðì Nk, k 6= m

çàèíòåðåñîâàíû òîëüêî ôèðìû èç Nk+1 äëÿ ëþáîãî k 6= m.

Ýòó ñèòóàöèþ íà ðûíêå ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîäåëè, ïðåäëî-

æåííîé Ãóáêî. Ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîèçâîäñòâîì òîâàðà ìîãóò çàíèìàòüñÿ òîëüêî àãåíòû

èç N1, òî åñòü V s
i > 0, äëÿ âñåõ i ∈ N1, V

s
i = 0, äëÿ âñåõ i /∈ N1. Ñáûòîì òîâàðà íà

ñâîé ðûíîê ìîãóò çàíèìàòüñÿ òîëüêî ôèðìû èç Nm, òî åñòü V c
i > 0, äëÿ âñåõ i ∈ Nm,

V c
i = 0, äëÿ âñåõ i /∈ Nm. Òîò ôàêò, ÷òî ôèðìû èç Ni ìîãóò ïðîäàâàòü òîâàð òîëüêî

íà ñâîåì ðûíêå èëè ôèðìàì èç ìíîæåñòâà Ni+1, ìîæíî ïðåäñòàâèòü, óñòàíîâèâ äëÿ

ëþáîãî i-ãî àãåíòà èç Nk, k 6= m ÷èñòóþ ïðèáûëü îò ïðîäàæè òîâàðà j-é ôèðìå

πij = −∞, j /∈ Nk+1. Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ïîëîæèâ πij = −∞, j /∈ Nk+1, ìû íå îò-
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íèìàåì ó i-ãî àãåíòà âîçìîæíîñòü ïðåäëîæèòü òîâàð j-é ôèðìå, íåñìîòðÿ íà î÷åâèäíóþ

íåîïòèìàëüíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ. Ýòî îòëè÷àåòñÿ îò íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî

ôèðìà i ∈ Nk ìîæåò ïðîäàâàòü òîâàð òîëüêî ôèðìàì j ∈ Nk+1. Íî ëåãêî âèäåòü, ÷òî

â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìíîæåñòâî èíäèâèäóàëüíî ðàöèîíàëüíûõ ñèòóàöèé îäèíàêîâî. Åñëè

â ñåòè g åñòü υij > 0, òàêîå ÷òî i ∈ Nk, j /∈ Nk + 1, òî âûèãðûø i-ãî èãðîêà fi = −∞.

Òàêîå äåéñòâèå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ èíäèâèäóàëüíî äîïóñòèìûì. À ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáàÿ

ñåòü, â êîòîðîé ñëîæèëàñü çàïðåùåííàÿ ñèòóàöèÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíîé. Â òàêîé

ñåòè i-é èãðîê âñåãäà ìîæåò îòêëîíèòüñÿ îò ñâîåé òåêóùåé ñòðàòåãèè, ïîëîæèâ xoutij = 0

è óìåíüøèâ îáúåì çàêóïîê ó äðóãèõ èãðîêîâ èëè ïðîèçâîäñòâî υsi íà âåëè÷èíó υij , è

òåì ñàìûì óâåëè÷èòü ñâîé âûèãðûø. Òàêæå ýòó èãðó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èãðó ñ

çàïðåùåííûìè ñèòóàöèÿìè. Çàïðåùåííûìè ÿâëÿþòñÿ ñèòóàöèè, â êîòîðûõ υij > 0 äëÿ

i ∈ Nk, j /∈ Nk + 1.

Òàê êàê óðîâíåâàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîäåëè Ãóáêî, âñå

ëåììû, îïèñàííûå âûøå, âåðíû è äëÿ óðîâíåâîé ìîäåëè. Òàêæå êàê è â ïðåäûäóùåé ìî-

äåëè, ñòàáèëüíîé áóäåò òà ñåòü, â êîòîðîé íè îäèí èç àãåíòîâ i íå ìîæåò óâåëè÷èòü ñâîé

âûèãðûø, óìåíüøàÿ îáúåìû ïðîäàæ υij äðóãèì àãåíòàì è îáúåìû çàêóïîê υji ó äðóãèõ

àãåíòîâ, óìåíüøàÿ ïðè ýòîì îáúåìû ïðîèçâîäñòâà υsi èëè ïðîäàæ íà ðûíêå υci .Â òàêîé

ñåòåâîé èãðå âñåãäà åñòü êàê ìèíèìóì îäíà èíäèâèäóàëüíî ðàöèîíàëüíàÿ ñèòóàöèÿ, ïî-

ðîæäàþùàÿ èíäèâèäóàëüíî ñòàáèëüíóþ ñåòü. Ýòî ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé xinij = xoutij = 0

äëÿ âñåõ i, j ∈ N, i 6= j. Äåéñòâèòåëüíî, íè îäèí èç èãðîêîâ íå ìîæåò óâåëè÷èòü ñâîé

âûèãðûø, ïîòîìó ÷òî íå ìîæåò çàêëþ÷èòü äîãîâîð ñ äðóãèì èãðîêîì, è îòñóòñòâóþò

èãðîêè, êîòîðûå ìîãëè áû è ïðîèçâîäèòü òîâàð, è ñáûâàòü åãî ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Ãëàâà 3

Ìîäåëü ñ âûáîðîì öåí è ôóíêöèåé

ñïðîñà ðûíêà

3.1 Îïèñàíèå ìîäåëè

Òåïåðü ïîçâîëèì àãåíòàì â ñåòè ñàìèì óñòàíàâëèâàòü öåíó pij, i /∈ Nm, ïî êîòîðîé

îíè ñîáèðàþòñÿ ïðîäàâàòü òîâàð äðóãèì èãðîêàì, è öåíó pci , i ∈ Nm, ïî êîòîðîé îíè

ñîáèðàþòñÿ ñáûâàòü òîâàð íà êîíå÷íîì ðûíêå. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîíå÷íûé

ïîòðåáèòåëü ìîæåò ñíèçèòü îáúåìû çàêóïîê èç-çà ñëèøêîì âûñîêîé öåíû èëè âîîáùå

îòêàçàòüñÿ ïîêóïàòü òîâàð. Òàêèì îáðàçîì, îáúåì ïðîäàæ íà êîíå÷íîì ðûíêå àãåíòîâ

èç Nm äîëæåí çàâèñåòü îò öåíû, êîòîðóþ îíè óñòàíàâëèâàþò. Ïîýòîìó ââåäåì ôóíêöèè

ñïðîñà Dc(p), êîòîðûå ïîêàçûâàþò, êàê ìíîãî òîâàðà ãîòîâû êóïèòü ïîòðåáèòåëè ïî

öåíå p, ïðè÷åì ïðè âîçðàñòàíèè öåíû ôóíêöèè óáûâàþò. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîëè÷åñòâî

òîâàðà è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñïðîñà çàäàþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè èëè íóëåì.

Äëÿ óäîáñòâà, ïîëîæèì ÷òî pij = πij, i ∈ Nk, k 6= m, ÷òî çíà÷èò, ÷òî öåíà ïðîäàæè è

ïðèáûëü ðàâíû. Ýòî äîïóùåíèå îïðàâäàíî, öèêëû â ýòîé ìîäåëè íåâîçìîæíû, òàê êàê

òîâàð äâèæåòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè îò èãðîêîâ èç N1 ê èãðîêàì èç Nm, à ïðèáûëü

ôèðìû áóäóò ïîëó÷àòü çà ñ÷åò òîãî, ÷òî íà ðàçíûõ óðîâíÿõ áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ðàçíûå

öåíû, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âûáîð öåíû ïðîäàæè êàê âûáîð

èç äâóõ öåí ¾âûñîêîé¿ � b, è ¾íèçêîé¿ � a. Êîíå÷íî æå ñ÷èòàåì, ÷òî 0 < a < b. Òàê êàê

ìû ïîëàãàåì, ÷òî öåíà ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ, ôóíêöèÿ ñïðîñà Dc
i (p)

îïðåäåëÿåòñÿ íà äâóõòî÷å÷íîì ìíîæåñòâå, è ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿ. Íî åñëè âñå èãðîêè áóäóò èìåòü âîçìîæíîñòü âûáèðàòü öåíó òîëüêî èç äâóõ

öåí {a,b}, òîãäà ëþáîé èãðîê êðîìå òåõ, êîòîðûå èç ìíîæåñòâà N1, çàêóïàÿ è ïðîäàâàÿ

òîâàð ïî îäíîé è òîé æå öåíå a èëè b áóäåò ïîëó÷àòü íóëåâóþ ïðèáûëü. Òî åñòü âíå

çàâèñèìîñòè îò îáúåìà ïðîäàæ âûèãðûøè èãðîêîâ èç ìíîæåñòâà N\N1 áóäóò ðàâíû

íóëþ. ×òîáû èãðîêè ñòðåìèëèñü íàðàùèâàòü îáúåì ïðîèçâîäñòâà èëè ïåðåïðîäàæè,
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ââåäåì ìíîæåñòâà P1, P2, ..., Pm, Pi = {ai, bi}. Èãðîêè i-ãî óðîâíÿ âûáèðàþò öåíó

ïðîäàæè èç ìíîæåñòâà Pi, pij ∈ Pi, äëÿ i /∈ Nm, è p
c
i ∈ Pm äëÿ i ∈ Nm. Òåïåðü èãðîêè

âñåãäà ïîëó÷àþò äîïîëíèòåëüíóþ ïðèáûëü îò ïðîäàæè äîïîëíèòåëüíîãî òîâàðà.

Ìîæíî îïèñàòü ýòî òàê: èãðîêè, ðàñïîëîãàþùèåñÿ íà ðàçíûõ óðîâíÿõ ïðîäàþò ðàçíûå

òîâàðû, è äëÿ ðàçíûõ òîâàðîâ ðàçíîå ïîíèìàíèå ¾âûñîêîé¿, è ¾íèçêîé¿ öåíû.

Òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñåáåñòîèìîñòü òîâàðà psi = 0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñåáå-

ñòîèìîñòü òîâàðà áîëüøå, ÷åì íåêîòîðàÿ öåíà, ïî êîòîðîé ìîæåò áûòü ïðîäàí ýòîò

òîâàð, íàïðèìåð psi > a òî ýòó öåíó ïðè ïîèñêå ñòàáèëüíûõ ñåòåé ìîæíî ïðîñòî íå

ðàññìàòðèâàòü, òàê êàê ïðîäàâàòü ïî ýòîé öåíå íèêîãäà íå âûãîäíî. Ñåòü, â êîòîðîé

èãðîê ïðîäàåò ïî òàêîé öåíå íèêîãäà íå áóäåò ñòàáèëüíîé. Åñëè æå ñåáåñòîèìîñòü

íåíóëåâàÿ, íî ìåíüøå ¾íèçêîé¿ öåíû, òî âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ ýòà öåíà,

ôèðìû, çàíèìàþùèåñÿ äîáû÷åé ñûðüÿ, âñå ðàâíî áóäóò ñòðåìèòñÿ ïðîäàâàòü êàê

ìîæíî áîëüøå. Îíè áóäóò ïîëó÷àòü ïðèáûëü ñ êàæäîé äîïîëíèòåëüíî ïðîäàííîé

åäèíèöû òîâàðà. Ñëåäîâàåòëüíî, äîïóùåíèå î òîì, ÷òî ñåáåñòîèìîñòü ðàâíà íóëþ, íå

èçìåíèò ìíîæåñòâî ñòàáèëüíûõ ñåòåé.

3.2 Ïðèìåð èãðû, óñëîâèÿ ñòàáèëüíîñòè ñåòè è âûâî-

äû

Ðàññìîòðèì òàêóþ ìîäåëü íà ïðîñòîì ïðèìåðå.

Ðèñ. 3.1: Ïðèìåð ìîäåëè ñ âûáîðîì öåí è ôóíêöèåé ñïðîñà ðûíêà

Ïóñòü èìååòñÿ ÷åòûðå àãåíòà N = {1, 2, 3, 4}. Ðàçáèåíèå íà óðîâíè âûãëÿäèò ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

N1 = {1}, N2 = {2, 3}, N3 = {4}

Íà ðèñ. 5.1 ïîêàçàí ãðàô, êîòîðûé îáðàçóåòñÿ â ýòîì ïðèìåðå. Êðóãàìè îòìå÷åíû èã-

ðîêè, ñòðåëêè ïîêàçûâàþò íàïðàâëåíèå ïðîäàæè òîâàðà, êâàäðàò îáîçíà÷àåò ðûíîê
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ñáûòà.

Â òàêîé èãðå ñèòóàöèÿ áóäåò èíäèâèäóàëüíî ðàöèîíàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñòðàòåãèè âûáðàííûå èãðîêàìè, óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

Äëÿ èãðîêà 1 ∈ N1, ñòðàòåãèÿ êîòîðîãî (υs1, x
out

12 , x
out

13 , p12, p13):

max
xout12 ,x

out

13 ,p12,p13
p12x

out

12 + p13x
out

13

0 ≤ xout1j ≤ xinj1, j ∈ N2

υs1 = xout12 + xout13 ≤ V s
1

Òî åñòü ïåðâûé èãðîê ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ïðèáûëü, âàðüèðóÿ îáúåì ïðîäàæ

èãðîêàì èç N2 è öåíó. Îáúåì ïðîäàæ j-ìó àãåíòó îãðàíè÷åí îáúåìîì, êîòîðûé îí õî÷åò

êóïèòü ó ïåðâîãî èãðîêà. Êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäèìîãî òîâàðà ðàâíî êîëè÷åñòâó ïðîäà-

âàåìîãî òîâàðà è îãðàíè÷åíî ïðîèçâîäñòâåííûìè âîçìîæíîñòÿìè V s
1 ïåðâîãî èãðîêà.

Ñòðàòåãèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèÿì, ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì îòâåòîì íà ñëîæèâ-

øóþñÿ îáñòàíîâêó è ÿâëÿåòñÿ èíäèâèäóàëüíî äîïóñòèìîé, òî åñòü ïðè âûáîðå èãðîêîì

ýòîé ñòðàòåãèè äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òîâàðíîãî áàëàíñà. Òàê êàê öåíà äèñêðåò-

íà, ïîèñê ìàêñèìóìà ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî çàäà÷, äëÿ ðàçëè÷íî âûáðàííûõ ïåðâûì

èãðîêîì öåí p12, p13.

Äëÿ èãðîêà j ∈ N2, ñòðàòåãèÿ êîòîðîãî (xinj1, x
out

j4 , pj4) :

max
pj4,xoutj4

[(pj4 − p1j)xoutj4 ]

xoutj4 = xinj1 ≤ xout1j

Ó ýòèõ èãðîêîâ åñòü òîëüêî îäèí èñòî÷íèê òîâàðà è îäèí èñòî÷íèê ñáûòà. Îñíîâíîé

âîïðîñ çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ïî êàêîé öåíå ëó÷øå ïðîäàâàòü. Âòîðîå ñîîòíîøåíèå

ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ òîâàðíîãî áàëàíñà

Äëÿ èãðîêà 4 ∈ N3, ñòðàòåãèÿ êîòîðîãî (xin42, x
in
43, υ

c
4, p

c
4):

max
xin42,x

in
43,p

c
4

[pc4υ
c
4 − p24xin42 − p34xin43]

xin4j ≤ xoutj4 , äëÿ âñåõ j ∈ N2

υc4 = xin42 + xin43 ≤ Dc
4(p

c
4)

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåøèòü, ïî êàêîé öåíå ëó÷øå ïðîäàâàòü òîâàð, ÷åòâåðòîìó èã-

ðîêó íàäî ðåøèòü, ÷òî áóäåò ëó÷øå, ïðîäàòü ìíîãî è äåøåâî èëè ìàëî, íî äîðîãî.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ èãðîêà èç N3 ñêóïàòü òîâàð ëó÷øå ñíà÷àëà ó òåõ ôèðì èç N2, êî-

òîðûå ïðîäàþò ïî ìåíüøåé öåíå. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ òîâàðíîãî áàëàíñà ãàðàíòèðóþò

âòîðîå è òðåòüå ñîîòíîøåíèÿ. Ñèòóàöèè èãðû çàäàâàåìûå ýòèìè óñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ
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èíäèâèäóàëüíî ðàöèîíàëüíûìè, à çíà÷èò ïîðîæäàþò èíäèâèäóàëüíî ñòàáèëüíûå ñåòè

ïî îïðåäåëåíèþ èíäèâèäóàëüíî ñòàáèëüíîé ñåòè.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùèå ïðîáëåìû ïîñòðîåííîé ìîäåëè. Âî-ïåðâûõ,

ïîñìîòðèì íà óñëîâèÿ èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè äëÿ ïåðâîãî èãðîêà â ðàìêàõ

ñòàòè÷åñêîé èãðû, â êîòîðîé ìû ðàññìàòðèâàåì èíäèâèäóàëüíûå îòêëîíåíèÿ èãðîêîâ.

Ïåðâîìó èãðîêó â ëþáîé îáñòàíîâêå âûãîäíî âûáèðàòü âûñîêóþ öåíó, óâåëè÷èâàÿ

òàêèì îáðàçîì ñâîé âûèãðûø, äàæå åñëè ýòî ïðèâåäåò ê ñèòóàöèè, â êîòîðîé èãðîêàì

èç N2 áóäåò âûãîäíî âîîáùå îòêàçàòüñÿ îò òîâàðà ïåðâîãî èãðîêà. Ó èãðîêîâ èç N2 íåò

âîçìîæíîñòè àâòîìàòè÷åñêè ñðåàãèðîâàòü íà äåéñòâèÿ ïåðâîãî èãðîêà èëè îãðàíè÷èòü

åãî âûáîð öåíû. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñåòü, â êîòîðîé ïåðâûé èãðîê óñòàíîâèë íèçêóþ

öåíó äëÿ êàêîãî-òî èãðîêà èç N2, íå áóäåò ñòàáèëüíîé. Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ èãðîêîâ

èç N2. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíè áîðþòñÿ çà îäíîãî ïîêóïàòåëÿ � ÷åòâåðòîãî èãðîêà, â

ðàìêàõ èíäèâèäóàëüíûõ îòêëîíåíèé èì âûãîäíî âñåãäà óñòàíàâëèâàòü âûñîêóþ öåíó,

òàê êàê ÷åòâåðòûé èãðîê íå ìîæåò àâòîìàòè÷åñêè ñðåàãèðîâàòü íà èçìåíåíèå ñèòóà-

öèè. Òîëüêî äëÿ ÷åòâåðòîãî èãðîêà ìîæåò ñëîæèòüñÿ ñèòóàöèÿ. â êîòîðîé îí ïîëó÷èò

íàèáîëüøèé âûèãðûø, âûáðàâ ¾íèçêóþ¿ öåíó, òàê êàê åãî âûáîð öåíû îãðàíè÷åí

ôóíêöèåé ñïðîñà ðûíêà Dc
4(p

c
4) çàâèñÿùåé îò âûáðàííîé èì öåíû. Ìîæíî çàìåòèòü,

÷òî åñëè öåíû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ a2 < a3 < b2 < b3, òî ÷åòâåðòûé èãðîê âñåãäà

òåðïèò óáûòêè, âûáèðàÿ íèçêóþ öåíó a3. Â òàêîì ñëó÷àå èãðîêè èç N2 âûíóæäàþò

÷åòâåðòîãî èãðîêà âûáèðàòü âûñîêóþ öåíó. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ñåòè åñòü èãðîê

i ∈ N\Nm, óñòàíîâèâøèé íèçêóþ öåíó, òî ýòà ñåòü íå ìîæåò áûòü ñòàáèëüíîé, çà

èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà υij = 0, äëÿ âñåõ j è υci = 0.

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü áîëåå òî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ èíäèâèäóàëüíîé ðàöèî-

íàëüíîñòè ñèòóàöèè. Ýòè óñëîâèÿ çàäàþò âñå ñèòóàöèè, êîòîðûå ïîðîæäàþò èíèäèâè-

äóàëüíî ñòàáèëüíûå ñåòè çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ñåòü ïóñòà. Êàê

ìû óæå âûÿñíèëè, âî âñåõ ñòàáèëüíûõ ñåòÿõ, êðîìå ïóñòîé ñåòè, âñå öåíû ïðîäàæè

pij = bi.

Äëÿ ïåðâîãî èãðîêà, ñòðàòåãèÿ êîòîðîãî (υs1, x
out

12 , x
out

13 , p12, p13) :

p12 = p13 = b1

υs1 = min {V s
1 , x

in
21 + xin31}

xout12 + xout13 = υs1

xout12 ≤ xin21, x
out
13 ≤ xin31

Âòîðîå óðàâíåíèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ïðîèçâîäñòâî òîâàðà îãðàíè÷åíî ëèáî ïðîèç-

âîäñòâåííûìè âîçìîæíîñòÿìè, ëèáî îáúåìîì, êîòîðûé ãîòîâû êóïèòü èãðîêè èç N2.
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Òðåòüå óðàâíåíèå ãàðàíòèðóåò òî, ÷òî âåñü ïðîèçâåäåííûé òîâàð áóäåò ïðîäàí. Êàê

êîíêðåòíî áóäåò ðàñïðåäåëåí òîâàð ïî èãðîêàì èç N2 íå èìååò çíà÷åíèÿ, òàê êàê öåíà

äëÿ îáîèõ ïîêóïàòåëåé îäèíàêîâà.

Äëÿ èãðîêà j ∈ N2, ñòðàòåãèÿ êîòîðîãî (xinj1, x
out

j4 , pj4) :

pj4 = b2

xinj1 = xoutj4 = min {xout1j , x
in
4j}

Äëÿ ÷åòâåðòîãî èãðîêà, ñòðàòåãèÿ êîòîðîãî (xin42, x
in
43, υ

c
4, p

c
4):

max
xin42,x

in
43,p

c
4

[pc4υ
c
4 − b2(xin42 + xin43)]

xin4j ≤ xoutj4 , äëÿ âñåõ j ∈ N2

υc4 = xin42 + xin43 ≤ Dc
4(p

c
4)

Öåíà pc4, ïî êîòîðîé 4-é èãðîê ñáûâàåò òîâàð íà ñâîé ðûíîê íå ìîæåò áûòü ðàâíà a,

òàê êàê â òàêîì ñëó÷àå 4-é èãðîê áóäåò òåðïåòü óáûòêè, ïîêóïàÿ òîâàð ïî öåíå b2 ó

èãðîêîâ èç N2. Òàê êàê ó îáîèõ èãðîêîâ èç N2 öåíà ðàâíà b2, òî ðàñïðåäåëåíèå ïîêóïîê

òîâàðîâ íå èìååò çíà÷åíèå, âàæíî òîëüêî êîëè÷åñòâî êóïëåííîãî òîâàðà. Ñîáåðåì âñå

óðàâíåíèÿ âìåñòå è çàïèøåì óñëîâèå äëÿ èíäèâèäóàëüíî ñòàáèëüíûõ ñåòåé. Íàïîìíèì,

÷òî υij = min {xoutij , x
in
ji}.

max
pc4

υc4(p
4
c − b2)

υc4 = υ12 + υ13 = υs1 ≤ min {V s
1 , D

c
4(b3)}

p12 = p13 = b1, p24 = p34 = b2

υ12 = υ24, υ13 = υ34

Âûáðàâ ïðîèçâîëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå υs1 è ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ υ12, υ13

òàê, ÷òîáû îíè óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ âî âòîðîé ñòðîêå ñèñòåìû, ìû ïîëó÷èì èíäè-

âèäóàëüíî ñòàáèëüíóþ ñåòü. Ïåðåáðàâ âñå òàêèå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì âñå èíäèâèäóàëüíî

ñòàáèëüíûå ñåòè â èãðå, êðîìå ïóñòîé ñåòè, â êîòîðîé öåíû ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò ¾âû-

ñîêîé¿.

Òåïåðü, êîãäà ïîñòðîåíû âñå èíäèâèäóàëüíî ñòàáèëüíûå ñåòè, ìîæíî îöåíèòü ñëàáûå

ìåñòà äàííîé ìîäåëè. Êàê óæå áûëî çàìå÷åíî ðàíåå, ëþáîé èãðîê èç N\Nm â ðàìêàõ

èíäèâèäóàëüíûõ îòêëîíåíèé áóäåò ñòðåìèòüñÿ óñòàíîâèòü ìàêñèìàëüíóþ öåíó íà ñâîé

òîâàð âíå çàâèñèìîñòè îò êîíêóðåíöèè íà ðûíêå è ïîñëåäñòâèÿì ê êîòîðûì ïðèâåäåò

ýòî ðåøåíèå. Ýòó ïðîáëåìó ìîæíî ðåøèòü, ðàñøèðèâ ñòðàòåãèè èãðîêîâ òàê, ÷òîáû

îíè ìîãëè îïðåäåëÿòü ñâîé ñïðîñ è äëÿ âûñîêîé öåíû è äëÿ íèçêîé. Ìû ïåðåîïðåäåëèì

ñòðàòåãèè èãðîêîâ â ñëåäóþùåé ãëàâå.
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Ê òîìó æå, âîçìîæíîñòè ôèðì ñèëüíî îãðàíè÷åíû, îíè íå ìîãóò íàðàùèâàòü òåìïû

ïðîèçâîäñòâà è ïðîäàæè, õîòÿ ýòî è áûëî áû âûãîäíî. Âîçüìå ñèòóàöèþ, îïèñàííóþ â

ïðèìåðå, â êîòîðîì υs1 < Dc
4(b3) , x

out
12 = xin21, x

out
13 = xin31, à îñòàëüíûå ïåðåìåííûå óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèÿì èíäèâèäóàëüíîé ñòàáèëüíîñòè. Õîòÿ äëÿ èãðîêà 1 áûëî áû âûãîäíî

äîáûâàòü è ïðîäàâàòü áîëüøå, îí íå óâåëè÷èò (à åñëè ìû ïîëàãàåì ñòîèìîñòü äîáû-

÷è íåíóëåâîé, òî óìåíüøèò) ñâîþ ïðèáûëü, óâåëè÷èâ îáúåìû äîáû÷è, òàê êàê îí íå

ìîæåò óâåëè÷èòü îáúåìû ïðîäàæ â îäíîñòîðîííåì ïîðÿäêå. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ïîä-

õîä íåýôôåêòèâåí äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà, â êîòîðîì ïðåäïîëàãàåòñÿ çàêëþ÷åíèå

íåêîòîðîãî äîãîâîðà ìåæäó àãåíòàìè. Ìû ïîïûòàåìñÿ ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó, ïåðåéäÿ

ê äèíàìè÷åñêîé èãðå â ïîñëåäíåé ãëàâå.
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Ãëàâà 4

Ìîäåëü ñ âûáîðîì öåí è ôóíêöèÿìè

ñïðîñà èãðîêîâ

4.1 Îïèñàíèå ìîäåëè

Èìååòñÿ ìíîæåñòâî èãðîêîâ N = {1...n}. Ìíîæåñòâî èãðîêîâ ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðå-

ñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâàN = {N1∪N2∪...∪Nm}. Òàêæå îïðåäåëÿåì ñèñòåìó ìíîæåñòâ

M = {M1...Ml}, ñîñòîÿùóþ èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Nm, ïðè÷åì⋃l
i=1Mi = Nm. Òîò ôàêò, ÷òî i ∈ Mc îçíà÷àåò, ÷òî i-é èãðîê ìîæåò ïðîäàâàòü ñâîé

òîâàð íà c-ì ðûíêå. Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Mc ∈ M íà äâóõòî÷å÷íîì ìíîæåñòâå öåí

Pm îïðåäåëåíà óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà Dc(p), êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò ñêîëüêî òîâàðà

ãîòîâû êóïèòü ïîòðåáèòåëè íà ðûíêå ïî öåíå p.

Ñòðàòåãèÿ èãðîêà i ∈ N1 ñîñòîèò èç îáúåìà ðåñóðñà, êîòîðûé îí ïðîèçâîäèò èëè

äîáûâàåò υsi ñåáåñòîèìîñòü êîòîðîãî ps , îáúåìà òîâàðà êîòîðûé îí ïðåäëàãàåò êó-

ïèòü äðóãèì èãðîêàì υij, j ∈ N2 è öåíû ïî êîòîðîé îí ïðåäëàãàåò òîâàð p1j ∈ P1 =

{a1, b1}, j ∈ N2. Ñòðàòåãèÿ èãðîêà i ∈ Nk, k 6= 1, k 6= m ñîñòîèò èç îáúåìà òîâàðà êîòî-

ðûé îí ïðåäëàãàåò êóïèòü äðóãèì èãðîêàì υij, j ∈ Nk+1, öåíû ïî êîòîðîé îí ïðåäëàãàåò

òîâàð pij ∈ Pk = {ak, bk}, j ∈ Nk+1 è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ñïðîñà Di(q) äëÿ èãðîêîâ èç

Nk−1. Ñòðàòåãèÿ èãðîêà i ∈ Nm, êîòîðûé ïðèâÿçàí ê ðûíêóMc, ñîñòîèò èç îïðåäåëåíèÿ

öåíû pci ∈ Pm = {am, bm}, ïî êîòîðîé îí õî÷åò ïðîäàâàòü òîâàð íà ðûíêå ïîä íîìåðîì c

(ðàíüøå c ïðîñòî îáîçíà÷àëî, ÷òî ðå÷ü èäåò î ðûíêå ñáûòà, òåïåðü ýòî íîìåð êîíêðåò-

íîãî ðûíêà ñáûòà), îáúåìîâ ïðîäàæè íà ðûíêå υci è îïðåäåëåíèÿ ñâîåé ôóíêöèè ñïðîñà

Di(q) äëÿ èãðîêîâ èç Nm−1. Çíà÷åíèÿ, êîòîðûìè íàãðóæåíû ðåáðà ñåòè îïðåäåëÿþòñÿ

ïî ïðàâèëó min {xij, Dj(pij)}.
Òàêèì îáðàçîì ìû èçáàâèëèñü îò èãðîêîâ âûïîëíÿâøèõ ðîëü ðûíêà ñáûòà, îïðåäå-

ëèâ ìíîæåñòâî ðûíêîâ M , çà êîòîðûå êîíêóðèðóþò èãðîêè, ïðèâÿçàííûå ê íèì. Ó÷è-

òûâàÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî òîâàð, êîòîðûé ïðîèçâîäèòñÿ (èëè ïåðåïðîäàåòñÿ)
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èãðîêàìè èç êàæäîãî ìíîæåñòâà Nk îäèí è òîò æå èëè æå òîâàðû ðàçëè÷íû, íî âçà-

èìîçàìåíÿåìû, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî èãðîêó â öåëîì íå âàæíî, ó êàêîé êîíêðåòíî

ôèðìû ïîêóïàòü òîâàð. Êàæäîãî èãðîêà âîëíóåò ëèøü òî, ñêîëüêî îí ìîæåò êóïèòü

è ïî êàêîé öåíå. Ïîýòîìó, âìåñòî îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà îáúåìîâ, êîòîðûé i-é èãðîê õî-

÷åò êóïèòü, îí îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ ñïðîñà, òî åñòü ñêîëüêî òîâàðà, â çàâèñèìîñòè îò

åãî öåíû, îí ãîòîâ êóïèòü. Åñëè â ïðåäûäóùåé ìîäåëè i-é èãðîê ñòðåìèëñÿ ïîâûñèòü

öåíó pij äàæå åñëè j-ìó èãðîêó âûãîäíî âîîáùå íè÷åãî íå ïîêóïàòü ïî âûñîêîé öåíå,

òî òåïåðü êàæäûé èãðîê çíàåò êàêîé îáúåì òîâàðà îí ìîæåò ïðîäàòü ïî âûñîêîé öåíå

è êàêîé îáúåì ïî íèçêîé. Äàâ èãðîêàì âîçìîæíîñòü çàÿâëÿòü î ñâîèõ ïîòðåáíîñòÿõ, ñ

ïîìîùüþ çàäàíèÿ ôóíêöèè ñïðîñà, ìû èçìåíèëè ìíîæåñòâî ðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèé, è

ñîîòâåòñòâåííî èçìåíèëè ìíîæåñòâî ñòàáèëüíûõ ñåòåé.

Äî ýòîãî ìû ïîëàãàëè, ÷òî ëþáîé èãðîê èç ìíîæåñòâ N2, N3, ..., Nm−1 èìååò âîç-

ìîæíîñòü ïðîäàâàòü ñòîëüêî òîâàðà, ñêîëüêî îí êóïèë ó äðóãèõ èãðîêîâ. Îäíàêî â

ñèëó òîãî, ÷òî ôèðìû èç ýòèõ ìíîæåñòâ çàíèìàþòñÿ ïðîèçâîäñòâîì òîâàðà ñ èñïîëü-

çîâàíèåì êóïëåííîãî ðåñóðñà, âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà èç îäíîé åäèíèöû ðåñóðñà

áóäåò ïðîèçâåäåíî íåñêîëüêî åäèíèö òîâàðà. Ýòîò òîâàð äàëåå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ

êàê ðåñóðñ èãðîêàìè ïîñëåäóþùèõ óðîâíåé. Ïîýòîìó ââåäåì ïîëîæèòåëüíûå êîýô-

ôèöèåíòû d2, d3, ..., dm äëÿ òåõ èãðîêîâ, êîòîðûå çàíèìàþòñÿ ïðîèçâîäñòâîì òîâàðà.

Êîýôôèöèåíò di ïîêàçûâàåò ñêîëüêî åäèíèö òîâàðà ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíî èãðîêîì

èç óðîâíÿ Ni çà åäèíèöó òîâàðà èç óðîâíÿ Ni−1. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ðàçëè÷èÿìè

êîýôôèöèåíòîâ ó èãðîêîâ îäíîãî óðîâíÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå

îïèðàåòñÿ íà òî, ÷òî â ðàìêàõ îäíîãî óðîâíÿ ïðîèçâîäèòñÿ è ïðîäàåòñÿ îäèí è òîò æå

òîâàð èëè âçàèìîçàìåíÿåìûé. Êîíå÷íî, ýòîò êîýôôèöèåíò íà íåêîòîðîì óðîâíå ìî-

æåò áûòü ðàâåí åäèíèöå, åñëè èãðîêè çàíèìàþòñÿ ïåðåïðîäàæåé èëè ïåðåâîçêîé òîâàðà.

4.2 Ïðîñòåéøèé ïðèìåð èãðû

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, ñõîæèé ñ òåì, ÷òî áûë â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Íà ðèñ. 4.2

ïîêàçàí ãðàô, êîòîðûé îáðàçóåòñÿ â ýòîì ïðèìåðå. Êðóãàìè îòìå÷åíû èãðîêè, ñòðåëêè

ïîêàçûâàþò íàïðàâëåíèå ïðîäàæè òîâàðà, êâàäðàò îáîçíà÷àåò ðûíîê ñáûòà.

υij = min {xij, Dj(pij)}

Èìååòñÿ ìíîæåñòâî èãðîêîâ N = {1, 2, 3}, ðàçáèåíèå N1 = 1, N2 = 2, 3 è ðûíîê M1 =

2, 3. Ïåðåîáîçíà÷èì xij = xoutij , òàê êàê ìû èçáàâèëèñü îò ïåðåìåííûõ xinij , çàìåíèâ èõ

ôóíêöèåé ñïðîñà Di(p) i-ãî èãðîêà. Óñëîâèÿ èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè èìåþò
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Ðèñ. 4.1: Ïðèìåð ìîäåëè ñ îáùèì ðûíêîì

ñëåäóþùèé âèä:

Äëÿ èãðîêà 1:

max
p12,x12,p13,x13,υs1

[p12x12 + p13x13 − psυs1]

x12 ≤ D2(p12), x13 ≤ D3(p13)

υ12 + υ13 ≤ υs1 ≤ V s
1

Ïåðâûé èãðîê ïûòàåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ ïðèáûëü. Öåíû p1j è îáúåìû ïðîäàæ x1j,

j ∈ N2, äîëæíû äîñòàâëÿòü ìàêñèìóì ôóíêöèè ïðèáûëè. Îáúåìû êîòîðûé îí ìîæåò

ïðåäëîæèòü äðóãèì èãðîêàì ïî öåíàì p12, p13 îãðàíè÷åíû ôóíêöèÿìè ñïðîñà D2(p12),

D3(p13), îïðåäåëåííûìè äëÿ ýòèõ èãðîêîâ. Ñóììà ïðîèçâîäèìîãî òîâàðà îãðàíè÷åíà

ïðîèçâîäñòâåííûìè âîçìîæíîñòÿìè èãðîêà.

Äëÿ èãðîêà 2 ∈ N2:

max
p12,υ

1
2 ,D2(p)

[p12υ
1
2 − p12x12]

0 ≤ υ12 = x12d2 ≤ D1(p12)− υ13

Äëÿ èãðîêà 3 àíàëîãè÷íî.

Åñëè ôóíêöèÿ ñïðîñà ñ íèæíèì èíäåêñîì Di(p), òî ýòî ôóíêöèÿ ñïðîñà îïðåäåëÿå-

ìàÿ èãðîêîì ïîä íîìåðîì i äëÿ äðóãèõ èãðîêîâ. Åñëè æå îíà ñ âåðõíèì èíäåêñîì Dc(p),

òî ýòî ôóíêöèÿ ñïðîñà ðûíêà ïîä íîìåðîì c.

Èãðîê èç N2 âûáèðàåò öåíó è îáúåì òîâàðà, òàê, ÷òîáû îíè äîñòàâëÿëè ìàêñèìóì

ôóíêöèè ïðèáûëè. Îáúåì ïðîäàæ íà ðûíêå îãðàíè÷åí ðàçíèöîé ìåæäó êîëè÷åñòâîì

òîâàðà, êîòîðîå ïîòðåáèòåëü ãîòîâ êóïèòü è êîëè÷åñòâîì òîâàðà, êîòîðûé óæå ïðîäà-

åò åìó äðóãîé èãðîê.Òåïåðü ïåðâîìó èãðîêó íå âñåãäà âûãîäíî óñòàíàâëèâàòü âûñîêóþ

öåíó, òàê êàê åãî îáúåì ïðîäàæ îãðàíè÷åí ôóíêöèåé ñïðîñà, êîòîðàÿ çàâèñèò îò óñòà-

íîâëåííîé èì öåíû. Âòîðîé è òðåòèé èãðîê îïðåäåëÿþò ñâîþ ôóíêöèþ ñïðîñà, êîòîðàÿ

çàäàíà íà äâóõòî÷å÷íîì ìíîæåñòâå öåí. Òî åñòü îíè îïðåäåëÿþò äâà çíà÷åíèÿ ñïðîñà,

îäíî äëÿ íèçêîé öåíû, äðóãîå äëÿ âûñîêîé. Ëåãêî íàéòè ÷èñëî, êîòîðûìè ýòè çíà÷åíèÿ
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îãðàíè÷åíû ñâåðõó. Íà ïðèìåðå èãðîêà 2:

D2(p) ≤ d(D1(a2)− υ12 − υ13)/d1e, p ∈ P1

Òóò dxe îçíà÷àåò îêðóãëåíèå âââåðõ ÷èñëà x äî öåëîãî. Ïóñòü çíà÷åíèå ôóíêöèè îò öåíû
p ìåíüøå âûáðàííîãî íàìè D2(p) < (D1(p) − υ12 − υ13)/d1. Â òàêîì ñëó÷àå íà êîíå÷íîì

ðûíêå îñòàíåòñÿ íåóäîâëåòâîðåííûé ñïðîñ ðàâíûéD1(p)−υ12−υ13, êîòîðûé ôèðìà ìîãëà
áû óäîâëåòâîðèòü, ïðîèçâåäÿ D2(a1)d1 òîâàðà, èç D2(a1) ñûðüÿ, è âîçìîæíî (çàâèñèò îò

öåí è êîýôôèöèåíòîâ d) òåì ñàìûì óâåëè÷èòü ñâîé âûèãðûø. Åñëè æå çàäàòü ôóíêöèè

ñïðîñà áîëüøåå çíà÷åíèå D2(p) > (D1(a2) − υ12 − υ13)/d1, òîãäà ôèðìà 1 áóäåò èìåòü

âîçìîæíîñòü ïðîäàòü ôèðìå 2 ñûðüÿ áîëüøå, ÷åì òà ñìîæåò èñïîëüçîâàòü, ÷òî ïðèâåäåò

ê ïîòåðå ïðèáûëè ôèðìîé 2 èç-çà çàêóïîê ëèøíåãî ñûðüÿ. À çíà÷èò òàêèå çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè ñïðîñà íå âàæíû ïðè ïîèñêå ñòàáèëüíûõ ñåòåé.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îãðàíè÷èòü ôóíêöèþ ñïðîñà äëÿ êàæäîãî èãðîêà èç Nm, îïèðà-

ÿñü íà ôóíêöèþ ñïðîñà Dc(p) c-ãî ðûíêà è êîëè÷åñòâî òîâàðà, êîòîðûé íà ýòîò ðûíîê

ñáûâàþò äðóãèå èãðîêè.

4.3 Ïðèìåð èãðû ñ äðåâîâèäíîé ñåòüþ è îáùèå óñëî-

âèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ äðåâîâèäíîé ñåòè

Òåïåðü ðàññìîòðèì èãðó â êîòîðîé ôèðìû îáðàçóþò äåðåâî.

Ðèñ. 4.2: Äðåâîâèäíàÿ èãðà
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Èìååòñÿ ìíîæåñòâî èãðîêîâ N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, óðîâíè N1 = 1, N2 = 2, 3, N3 =

4, 5, 6, 7, ðûíêè M1 = 4, 5,M2 = 6, 7. Çàäàíû öåíû P1 = {a1, b1}, P2 = {a2, b2}, P3 =

{a3, b3}, ïðåäåë ïðîèçâîäñòâåííûõ âîìîæíîñòåé V s
1 , êîýôôèöèåíòû d2, d3 è ñïðîñû ðûí-

êîâ D1(p), D2(p). Óñëîâèÿ èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Äëÿ ôèðìû 1:

max
p12,x12,p13,x13

[p12x12 + p13x13 − psυs1]

x12 ≤ D2(p12)

x13 ≤ D3(p13)

υs1 = x12 + x13 ≤ V s
1

Äëÿ ôèðìû 2:

max
p24,p25,x24,x25,D2(p)

[p24x24 + p25x25 − p12x12]

x24 ≤ D4(p12)

x25 ≤ D5(p13)

x24 + x25 = υ12d2

Ôóíêöèÿ ñïðîñà ýòîé ôèðìû äëÿ öåíû p ∈ P1 îãðàíè÷åíà ñâåðõó:

D2(p) ≤ d(D4(a2) +D5(a2))/d2e

Óñëîâèÿ äëÿ èãðîêà 3 àíàëîãè÷íû.

Äëÿ ôèðìû 4:

max
p14,υ

1
4 ,D4(p)

[p14υ
1
4 − p24x24]

υ14 = υ24d3 ≤ D1(p14)− υ15

Ôóíêöèÿ ñïðîñà ýòîé ôèðìû äëÿ öåíû p ∈ P2 îãðàíè÷åíà ñâåðõó:

D4(p) ≤ d(D1(a3)− υ14 − υ15)/d3e

Óñëîâèÿ äëÿ èãðîêîâ 5,6,7 àíàëîãè÷íû

Òåïåðü ïîñòðîèì óñëîâèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåðåâà. Â ýòîì äåðåâå èìååòñÿ m óðîâ-

íåé N1, N2, ..., Nm. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òå èãðîêè èç Nm, êîòîðûå ïðèâÿçàíû ê îäíîé è

òîé æå âåòâè äåðåâà, òîðãóþò íà îäíîì êîíå÷íîì ðûíêå. Òî åñòü ðûíêîâ ñáûòà áóäåò
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ñòîëüêî æå ñêîëüêî èãðîêîâ íà óðîâíå Nm−1. Óñëîâèÿ äëÿ èãðîêà 1 èç ìíîæåñòâà N1,

êîòîðûé ìîæåò ïðîäàâàòü òîâàð ëþáîìó èãðîêó j ∈ N2:

max
p1j ,x1j |j∈N2

[
∑
j∈N2

p1jx1j − psυs1]

x1j ≤ Dj(p1j), j ∈ N2

υs1 =
∑
j∈N2

x1j ≤ V s
1

Óñëîâèÿ äëÿ èãðîêà i èç ìíîæåñòâà Nk, k 6= 1, k 6= m êîòîðûé ïîêóïàåò òîâàð ó

èãðîêà l è ìîæåò ïðîäàâàòü òîâàð íåêîòîðûì èãðîêàì j ∈ J(i) ⊂ Nk+1:

max
pij ,xij ,Di(p)|j∈J(i)

[
∑
j∈J

pijxij − plixli]

xij ≤ Dj(pij), j ∈ Nk+1

υlidk =
∑
j∈J(i)

xij

Di(p) ≤ d(
∑
j∈J(i)

Dj(ak))/dke

Óñëîâèÿ äëÿ èãðîêà i èç ìíîæåñòâà Nm êîòîðûé ïîêóïàåò òîâàð ó èãðîêà l è ïðîäàåò

òîâàð íà ðûíêå Mc:

max
pci ,υ

c
i ,Di(p)

[pciυ
c
i − plixli]

υci = xlidm ≤ Dc(pci)−
∑
j∈Mc

υcj

Di(p) ≤ d(Dc(am)−
∑
j∈Mc

υcj)/dme
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Ãëàâà 5

Äèíàìè÷åñêàÿ ñåòåâàÿ èãðà

5.1 Ôîðìàëèçàöèÿ ìîäåëè êàê äèíàìè÷åñêîé èãðû ñ

îäíîâðåìåííûìè õîäàìè

Òåïåðü ôîðìàëèçóåì èãðó êàê ìíîãîøàãîâóþ èãðó ñ îäíîâðåìåííûìè õîäàìè. Áóäåì

ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ñåòè, êîòîðûå çàäàþòñÿ äðåâîâèäíûì ãðàôîì. Âîñïîëüçóåìñÿ

îïðåäåëåíèåì ïðåäñòàâëåííûì â ðàáîòå [4].

Äëÿ èãðîêà 1 ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Si = {υsi }. Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé âçàèìîäåé-

ñòâèÿ Uα
1j = {(x1j)j∈N2} ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ âåêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ êîëè÷å-

ñòâî òîâàðà ïðåäëàãåìîãî êàæäîìó èãðîêó j. Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé âëèÿíèÿ èãðîêà

1 Uβ
1j = {a, b}, a, b ∈ P1, j ∈ N2, ýòî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, êîòîðûìè íàãðóæåíû äèíàìè-

÷åñêèå äóãè Ed. Ýòè çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþò öåíó, ïî êîòîðîé èãðîê 1 ïðåäëàãàåò òîâàð

èãðîêàì j.

Äëÿ èãðîêà i ∈ Nk, k 6= m, k 6= 1 ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé âçàèìîäåéñòâèÿ Uα
ij =

{(xij), Di(p)}, ãäå p îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç äóãó âëèÿíèÿ îò òîãî èãðîêàj ∈ Nk−1, ê êî-

òîðîìó ïðèâÿçàí i. Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé âëèÿíèÿ íà èãðîêîâ j ∈ J ∈ Nk+1 àíàëîãè÷íî:

Uβ
ij = {a, b}, a, b ∈ Pk, j ∈ J . Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé óçëà ïóñòî.

Äëÿ èãðîêà i ∈ Nm ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé óçëà Si = {(υci , pci)}. Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé

âçàèìîäåéñòâèÿ Uα
ij = {Di(p)}, ãäå p îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç äóãó âëèÿíèÿ îò òîãî èãðîêà

j ∈ Nk−1, ê êîòîðîìó ïðèâÿçàí i. .Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé âëèÿíèÿ ïóñòî.

Âñå îãðàíè÷åíèÿ íà ñòðàòåãèè èãðîêîâ òàêèå æå, êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Ïðè

îäíîâðåìåííîì õîäå èãðîêîâ, êîòîðûé ïåðåâîäèò ñåòü èç ñîñòîÿíèÿ xk â xk+1, ìíîæåñòâî

âîçìîæíûõ äåéñòâèé êàæäîãî èãðîêà ñòðîèòñÿ èñõîäÿ èç ñòðàòåãèé äðóãèõ èãðîêîâ è

ðåáåð âçàèìîäåéñòâèÿ â ñîñòîÿíèè xk.

Áóäåì èñêàòü ðàâíîâåñòíûå òðàåêòîðèè â äèíàìè÷åñêîé èãðå. Òî åñòü ïðè ïîèñêå

ðàâíîâåñèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñåòè, à íå ñòðàòåãèè,
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êîòîðûå ïîðîæäàþò ýòè èçìåíåíèÿ. Ýòî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò çàäà÷ó, òàê êàê îäíà è

òà æå òðàåêòîðèÿ ìîæåò áûòü ïîðîæäåíà ìíîæåñòâîì ðàçëè÷íûõ ñòðàòåãèé.

Àëãîðèòì ïîèñêà ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèé ïîõîæ íà àëãîðèòì ïîèñêà ðàâíîâåñèé

â ïîçèöèîííîé èãðå ñ î÷åðåäíîñòüþ õîäîâ. Àëãîðèòì ïðåäñòàâëåí â [4], è ìîæåò áûòü

îïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Íà îñíîâå èçíà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñåòè è ïàðàìåòðîâ èãðû ïîñòðîèòü âñåâîçìîæ-

íûå òðàåêòîðèè èãðû. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òå ñòðàòåèè, ãäå èãðîêè óñòàíàâ-

ëèâàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ ðåáåð âçàèìîäåéñòâèÿ.

• Íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî ìîìåíòà âðåìåíè t = T , äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà t, äëÿ êàæ-

äîãî (x, t), äëÿ êàæäîãî èãðîêà i ñ âûèãðûøåì Hi = (hi(x(0)), hi(x(1), ...hi(x(T )),

ðàññìîòðåòü âñåâîçìîæíûå èíäèâèäóàëüíûå îòêëîíåíèÿ ui(t) èãðîêà i. Åñëè t 6= T ,

òî èç âîçìîæíûõ èíäèâèäóàëüíûõ îòêëîíåíèé èãðîêîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî

òå, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ïîäûãðå, â êîòîðîé åñòü ðàâíîâåñíûå óïðàâëåíèÿ. Îñòàëü-

íûå óïðàâëåíèÿ îòáðàñûâàþòñÿ.

• Åñëè äëÿ êàêîãî-ëèáî èãðîêà i êàêîå-ëèáî îòêëîíåíèå ui(t) ïðèâîäèò ê ïîäûãðå,

â êîòîðîé âûèãðûø i-ãî èãðîêà áîëüøå åãî âûèãðûøà Hi â èçíà÷àëüíîé èãðå, òî

óïðàâëåíèÿ ïðèâîäÿùèå ê ýòîìó (x, t) áîëüøå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ïðèñîåäèíÿåì óïðàâëåíèå ïðèâîäÿùåå ê (x, t) ê ðàâíîâåñíûì óïðàâëåíèÿì,

êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ â (x,t+1).

• Ïîëó÷èì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ (u(1), u(2), ..., u(T )), êàæäûé ýëåìåíò êîòîðûõ ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì óïðàâëåíèåì. Ýòîò âåêòîð çàäàåò ðàâíîâåñíóþ òðàåêòîðèþ â

èãðå.

5.2 Ïðèìåð äèíàìè÷åñêîé ñåòåâîé èãðû

Ðàññìîòðèì ïðèìåð òàêîé èãðû. Èìåþòñÿ äâà èãðîêà N = 1, 2. Ïåðâûé èãðîê çà-

Ðèñ. 5.1: Äèíàìè÷åñêàÿ èãðà

íèìàåòñÿ ïðîèçâîäñòâîì òîâàðà è ïðîäàæåé èãðîêó 2, èãðîê 2 ïðîäàåò òîâàð íà ñâîåì

ðûíêå. Ïóñòü ps = 1, ìíîæåñòâà öåí P1 = {2}, P2 = {4}, òî åñòü ðàññìàòðèâàåì ïðîäàæó
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òîëüêî ïî îäíîé öåíå. Çíà÷åíèÿ V s = D1(4) = 1, òî åñòü ïðîèçâîäèòüñÿ è ïðîäàâàòüñÿ

êîíå÷íîìó ïîòðåáèòåëþ ìîæåò íå áîëüøå îäíîé åäèíèöû òîâàðà. Òîãäà ôóíêöèÿ ñïðî-

ñà èãðîêà 1 îãðàíè÷åíà ñâåðõó çíà÷åíèåì D1(2) <= 1. È ïóñòü êîýôôèöåíò d2 = 1. Â

íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè x0 òîâàð íå ïðîèçâîäèòñÿ è íå ïðîäàåòñÿ. Êîëè÷åñòâî õîäîâ T = 2.

Ýòîò ïðèìåð ïîçâîëèò íàì ïîñìîòðåòü íà òî, êàê ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ âî âðåìåíè òàêàÿ

èãðà. Ïîñòðîèì èãðó â ðàçâåðíóòîé ôîðìå, å¼ ãðàô:

Ðèñ. 5.2: Ðàçâåðíóòàÿ ôîðìà

Áîëåå æèðíàÿ ÷àñòü ðåáðà ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå ðàçâèòèÿ èãðû, îò òîíêîé ê æèð-

íîé. Ìîìåíòû âðåìåíè èäóò ñëåâà íàïðàâà. Óçëû ðàñïîëîæåííûå íà îäíîé âåðòèêàëü-

íîé ëèíèè íàõîäÿòñÿ â îäíîì ìîìåíòå âðåìåíè. Óçåë â äàííîì ñëó÷àå ñèìâîëèçèðóåò

ñîñòîÿíèå ñåòè. Ëþáîå ñîñòîÿíèå ñåòè â òàêîé èãðå ìîæíî îïèñàòü òðåìÿ ÷èñëàìè: êî-

ëè÷åñòâî ïðîèçâîäèìîãî òîâàðà, êîëè÷åñòâî ïðîäàâàåìîãî òîâàðà èãðîêîì 1 èãðîêó 2

è êîëè÷åñòâî ïðîäàâàåìîãî òîâàðà íà êîíå÷íîì ðûíêå èãðîêîì 2. Íà ðèñóíêå 5.2, ïîä

êàæäûì óçëîì ðàñïîëîæåíû äâà âåêòîðà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, îáîçíà÷àþùèå ñîñòî-

ÿíèå ñåòè â ýòîì óçëå è âûèãðûøè ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêà ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñìîòðèì ñíà÷àëà íà òî, êàêèå ñîñòîÿíèÿ ñåòè äîñòèæèìû â ðàçíûå ìîìåíòû âðå-

ìåíè. Èç ñîñòîÿíèÿ (0,0,0) èãðîêè ìîãóò îäíîâðåìåííî ïåðåéòè â (1,0,0), òî åñòü ïåðâûé
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èãðîê íà÷àë ïðîèçâîäñòâî, íî îäèí èç èãðîêîâ èëè îáà îòêàçàëèñü îò ôîðìèðîâàíèÿ

ñâÿçè. Â ñîñòîÿíèå (1,1,0), ïåðâûé èãðîê ìîæåò îäíîâðåìåííî íà÷àòü ïðîèçâîäèòü òî-

âàð è ïðåäëîæèòü åãî âòîðîìó è âòîðîé èãðîê â òîæå âðåìÿ ñîãëàøàåòñÿ íà îáìåí. È

êîíå÷íî ñåòü ìîæåò îñòàòüñÿ â òîì æå ïîëîæåíèè (0,0,0). Ñîñòîÿíèÿ, ãäå 3-é ýëåìåíò

âåêòîðà ðàâåí åäèíèöå íåäîñòèæèìû èç (0,0,0), òàê êàê âòîðîé èãðîê íå ìîæåò óñòà-

íîâèòü çíà÷åíèå ïðîäàæè òîâàðà íà ðûíîê áîëüøå çíà÷åíèÿ ïåðåäàâàåìîãî åìó òîâàðà

â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Ïåðâûé èãðîê íå ìîæåò óñòàíîâèòü çíà÷åíèå ïðîäà-

æè òîâàðà áîëüøå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäñòâà, ïîýòîìó ñîñòîÿíèÿ (0,1,1) è (0,0,1) òàêæå

íåäîñòèæèìû.

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ñôîðìèðîâàòü òå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå äîñòèãàþòñÿ â ìî-

ìåíò âðåìåíè t = 2. Íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñå ýòè ñîñòîÿíèÿ, îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà

äâóõ. Ñîñòîÿíèå (1,0,1) ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûì, íî îíî äåéñòâèòåëüíî äîñòèæèìî

èç (1,1,0) â ðàìêàõ ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè. Èãðîê 2 ìîæåò óñòàíîâèòü çíà÷åíèå ïðîäà-

æè íà ðûíêå ðàâíîå 1, îñíîâûâàÿñü íà íàëè÷èè ñâÿçè ñ ïåðâûì èãðîêîì â ïðåäûäóùèé

ìîìåíò âðåìåíè. Â òî æå âðåìÿ ïåðâûé èãðîê ìîæåò îáíóëèòü ñâîå ïðåäëîæåíèå, ðàçî-

ðâàâ òàêèì îáðàçîì ñâÿçü. Ýòî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ìîìåíò

âðåìåíè t = 1 â ïîëîæåíèè (1,1,0) âòîðîé èãðîê óæå ïîëó÷àë òîâàð. Åñòåñòâåííî, îí

ìîæåò ïðîäàòü ýòîò òîâàð, äàæå åñëè â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè èãðîê 1 ðàçîðâåò

äîãîâîð. Â èòîãå èãðîê 2 ïîëó÷àåò äîõîä îò ïðîäàæè, íî ñ çàäåðæêîé â îäèí ìîìåíò

âðåìåíè. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû äëÿ (0,0,1), êîòîðîå òàêæå

äîñòèæèìî èç (1,1,0).

Ôîðìóëû, çàäàþùèå âûèãðûøè èãðîêîâ â íåêîòîðîé êîíêðåòíîé ñåòè, òàêèå æå,

êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Îñíîâûâàÿñü íà íèõ ìîæíî ïîñòðîèòü çíà÷åíèÿ âûèãðûøåé

èãðîêîâ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Íà ðèñóíêå îòìå÷åíû ýòè âûèãðûøè íèæå êàæäîãî

óçëà â âèäå [a,b], ãäå a,b - âûèãðûøè ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ. Íàïðèìåð â ñîñòîÿíèè

(1,1,1) ïåðâûé èãðîê ïðîèçâîäèò åäèíèöó òîâàðà ïî ñåáåñòîèìîñòè 1 è ïðîäàåò ïî öåíå

2. Èãðîê 2 ïîêóïàåò åäèíèöó òîâàðà ïî öåíå 2 è ïðîäàåò ïî öåíå 4. Â èòîãå âûèãðûøè

èãðîêîâ ðàâíû (1,2).

Ïåðåéäåì ê íàõîæäåíèþ ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèé. Îáðàòèìñÿ ê ðèñóíêó 5.3. Íà

íåì, íèæå êàæäîãî óçëà, òàì ãäå ðàíüøå áûë âåêòîð âûèãðûøåé èãðîêîâ â ñåòè, òå-

ïåðü îáîçíà÷åíû ñóìàðíûå âûèãðûøè èãðîêîâ â íåêîòîðîé òî÷êå òðàåêòîðèè (a,b,c,t)

èãðû. Íàïðèìåð â òî÷êå (1,1,1,1), êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà â âåðõíåì ïðàâîì óãëó ðèñóíêà

5.3, ñóììàðíûå âûèãðûøè ðàâíû (0, 0) + (1,−2) + (1, 2) = (2, 0). Ðàâíîâåñíûå òðàåêòî-

ðèè ìîæíî íàéòè ïî îïèñàííîìó âûøå àëãîðèòìó. Âûèãðûøè èãðîêîâ â ðàâíîâåñíûõ

òðàåêòîðèÿõ îáîçíà÷åíû íà ðèñóíêå ïîñëå 'eq='.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî èíäèâèäóàëüíûå îòêëîíåíèÿ èãðîêà íå ìîãóò ïðèâåñòè

ê îáðàçîâàíèþ íîâîé ñâÿçè èëè óâåëè÷åíèþ çíà÷åíèÿ ñâÿçè. Îáðàçîâàíèå ñâÿçè èëè
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Ðèñ. 5.3: Ðàçâåðíóòàÿ ôîðìà

óâåëè÷åíèå íàãðóæåííîñòè ñâÿçè ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî â ðåçóëüòàòå ñîâìåñòíîãî

îòêëîíåíèÿ äâóõ èãðîêîâ.

Ðàññìîòðèì íà ðàâíîâåñíîñòü òðàåêòîðèþ, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ñåòü â ñîñòîÿíèå (1,1,1)

ñ ñóììàðíûìè âûèãðûøàìè (2,0). Ïåðâûé èãðîê ìîæåò îòêëîíèòüñÿ â (0,0,1), ðàçîðâàâ

ñâÿçü è ïðåêðàòèâ ïðîèçâîäñòâî, íî â òàêîì ñëó÷àå åãî âûèãðûø óìåíüøèòñÿ äî 1. Òàê-

æå ïåðâûé èãðîê ìîæåò îòêëîíèòüñÿ â (1,0,1), íî â ýòîì ñîñòîÿíèè åãî âûèãðûø òåì

áîëåå ìåíüøå. Âòîðîé æå èãðîê èç ñîñòîÿíèÿ (1,1,1) ìîæåò îòêëîíèòüñÿ òîëüêî â (1,1,0)

èëè â (1,0,0), óìåíüøèâ îáúåìû ïðîäàæè è ïîòåðÿâ ïðèáûëü. Çíà÷èò ñîñòîÿíèå (1,1,1)

ðàâíîâåñíî. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîâåðèòü âñå ñîñòîÿíèÿ. Äàëåå â ìîìåíò âðåìåíè t = 1

(âòîðîé âåðòèêàëüíûé ðÿä íà ðèñóíêå 5.3), äåéñòâóåì ñõîæèì îáðàçîì, íî ðàññìàòðè-

âàåì îòêëîíåíèÿ òîëüêî â òå òðàåêòîðèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâåñíûìè. Â èòîãå

ïîëó÷èì âñå ðàâíîâåñíûå òðàåêòîðèè. Âñå ðàâíîâåñíûå âûèãðûøè, êðîìå òðèâèàëüíî-
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ãî ñëó÷àÿ, êîãäà ñåòü îñòàåòñÿ â ñîñòîÿíèè (0,0,0), â ýòèõ òðàåêòîðèÿõ îáîçíà÷åíû íàä

ïåðâûì óçëîì.

Â ýòîé ìîäåëè, åñëè èãðà íà÷èíàåòñÿ ñ ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì îáúåìû ïðîèçâîäñòâà

è ïðîäàæ íóëåâûå, òî òðàåêòîðèÿ ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç òàêèõ ïóñòûõ ñåòåé âñåãäà áó-

äåò ðàâíîâåñíîé. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åäèíñòâåííîå èíäèâèäóàëüíîå îòêëîíåíèå

äîñòóïíîå èç ýòîé ñåòè - ýòî óâåëè÷åíèå îáúåìîâ ïðîèçâîäñòâà ïåðâûì èãðîêîì. È ýòî

îòêëîíåíèå âåäåò ê óìåíüøåíèþ âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà.

Äëÿ ïîèñêà ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèé â òàêèõ èãðàõ áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà íà

ÿçûêå python 3.6. Ïðîãðàììà ðàáîòàåò äëÿ ëþáûõ èãð â ðàìêàõ îïèñàííîé ìîäåëè, íî

òîëüêî åñëè ñåòü çàäàíà äðåâîâèäíûì ãðàôîì è ìíîæåñòâà ðûíêîâ çàäàíû êàê â ãëàâå

4. Äëÿ ðàáîòû ñ ãðàôàìè áûëà èñïîëüçîâàíà áèáëèîòåêà NetworkX[6]. Äëÿ ñîçäàíèÿ èë-

ëþñòðàöèé èãðû â ðàçâåðíóòîé ôîðìå èñïîëüçîâàíû áèáëèîòåêè NetworkX è Matplotlib.

Êîä ïðîãðàììû ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ññûëêå, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà â ïðèëîæåíèè ê

äàííîé ðàáîòå.
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Ïðèëîæåíèå

https://pastebin.com/fw29Pmis
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Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå áûëà ðàññìîòðåíà äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ôîðìèðîâàíèÿ òîðãîâîé ñåòè,

íà îñíîâå êîòîðîé áûëà ñôîðìóëèðîâàíà íîâàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ïðîèçâîäñòâåííîé

öåïî÷êè ôèðì. Ìîäåëü áûëà ðàññìîòðåíà ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòàòè÷åñêîãî áåñêîàëèöèîí-

íîãî ïîäõîäà è äèíàìè÷åñêîãî áåñêîàëèöèîííîãî ïîäõîäà, áûëè äàíû óñëîâèÿ, êîòîðûì

äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñòàáèëüíàÿ ñåòü äëÿ îáîèõ ïîäõîäîâ, â òîì ñëó÷àå, êîãäà âçà-

èìîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôèðìàìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ äðåâîâèäíûì ãðàôîì. Ðàçðàáîòàíà è

ïðîòåñòèðîâàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå python 3.6, â êîòîðîé ðåàëèçîâàí àëãîðèòì ïîèñêà

ðàâíîâåñíûõ òðàåêòîðèé â äèíàìè÷åñêîé ñåòåâîé èãðå.
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