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1 Ââåäåíèå

1 Ââåäåíèå

1.1 Òð¼õìåðíàÿ ìîäåëü Ãðèáîâà

Âëàäèìèð Íàóìîâè÷ Ãðèáîâ â 1967 ãîäó ïðåäëîæèë [1] ðàññìîòðåòü ìîäåëü
ñî ñëåäóþùåé ïëîòíîñòüþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà:

L =
1

2

(
ϕ†∂yϕ− ϕ∂yϕ†

)
− µϕ†ϕ− α′

(
~∇ϕ†, ~∇ϕ

)
+ iλϕ†

(
ϕ+ ϕ†

)
ϕ (1)

ãäå ϕ = ϕ1 + iϕ2 � ïîëå, ϕ1(~x, y), ϕ2(~x, y) : R2 × iR → R; y = it � ìíèìîå
âðåìÿ, µ � áåçðàçìåðíàÿ ìàññà, λ � êîíñòàíòà ñâÿçè.

Ìîäåëü (1) áûëà ïðåäëîæåíà êàê ýôôåêòèâíàÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ
ïîìåðîíîâ â êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêå. Ïîìåðîí (èëè îñîáåííîñòü Ïîìåðàí-
÷óêà) åñòü îñîáîå áåñöâåòíîå ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå ãëþîíîâ. Ïîìåðîí îïèñû-
âàåòñÿ êîìïëåêñíûì ñêàëÿðíûì ïîëåì; â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòð µ = α(0) − 1
ñâÿçàí ñ èíòåðöåïòîì ðåäæåâñêîé òðàåêòîðèè ïîìåðîíà, à α′ � íàêëîí òðàåê-
òîðèè, êîòîðûé ìîæíî ñ÷èòàòü î÷åíü ìàëûì, èñõîäÿ èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ. Áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà y èìååò ñìûñë áûñòðîòû, òî åñòü ëîãàðèôìà
ýíåðãèè ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ. Ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå (1) áûëî ïîëó÷åíî ïóòåì
àíàëèçà äèàãðàìì Ôåéíìàíà è ïîòîìó íîñèò èñêëþ÷èòåëüíî ïåðòóðáàòèâíûé
õàðàêòåð.

1.2 Îäíîìåðíàÿ ìîäåëü

Ïðèìåì α′ = 0. Òàêàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ "èãðóøå÷íîé"è â íåé ïëîòíîñòü
ôóíêöèè Ëàãðàíæà èìååò âèä

L =
1

2

(
ϕ†∂yϕ− ϕ∂yϕ†

)
− µϕ†ϕ+ iλϕ†

(
ϕ+ ϕ†

)
ϕ. (2)

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ èìåííî ýòà ìîäåëü. Ïðè îòñóòñòâèè ÷ëåíà
ñ ïðîèçâåäåíèåì ãðàäèåíòîâ ïîëåé óòðà÷èâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó
ïîëÿìè, è ìîäåëü ýôôåêòèâíî ñòàíîâèòñÿ îäíîìåðíîé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïîçâîëèò ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøå-
íèå â ìîäåëè (2) âíå ðàìîê òåîðèè âîçìóùåíèé ïî êîíñòàíòå ñâÿçè.

1.3 Ôîðìàëèçì Ëàãðàíæà

Ïåðåïèøåì (2) â òåðìèíàõ ϕ1 è ϕ2:

L̃ =
1

2
((ϕ1 − iϕ2) (∂yϕ1 + i∂yϕ2)− (ϕ1 + iϕ2) (∂yϕ1 − i∂yϕ2))−

− µ
(
ϕ2
1 + ϕ2

2

)
+ 2iλϕ1

(
ϕ2
1 + ϕ2

2

)
. (3)
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1.4 Ïåðåõîä ê ôîðìàëèçìó Ãàìèëüòîíà 1 Ââåäåíèå

Òåïåðü, èñõîäÿ èç (2) è (3) ìîæíî íàïèñàòü:

∂L
∂∂yϕ

= ϕ†,
∂L
∂∂yϕ†

= −ϕ; (4)

∂L̃
∂∂yϕ1

= −iϕ2,
∂L̃

∂∂yϕ2

= iϕ1. (5)

1.4 Ïåðåõîä ê ôîðìàëèçìó Ãàìèëüòîíà

Ïîëó÷åííûå â (4) è (5) ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò íàì âûáðàòü êàíîíè÷åñêèå
êîîðäèíàòû è èìïóëüñû òðåìÿ ñïîñîáàìè:

q = ϕ†, p = −ϕ, q1 = ϕ1, p1 = −iϕ2, q2 = ϕ2, p2 = iϕ1. (6)

Òîãäà, â òåðìèíàõ ϕ, ϕ† ïëîòíîñòü ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà âûãëÿäèò êàê

H = −µqp+ iλq2p+ iλqp2, (7)

à â òåðìèíàõ ϕ1, ϕ2, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷òî ìû âûáåðåì êîîðäèíàòîé,
ïëîòíîñòü ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

H̃1 = µ(q21 − p21)− 2iλq1(q
2
1 − p21), (8)

H̃2 = µ(q22 − p22)− 2λp2(q
2
2 − p22). (9)

Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ â ðóêàõ åñòü òðè ðàçëè÷íûõ ïëîòíîñòè ôóíêöèè Ãà-
ìèëüòîíà äëÿ îäíîé è òîé æå çàäà÷è, íî â òåðìèíàõ ðàçíûõ ïåðåìåííûõ.
Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé äëÿ ïåðåìåííûõ q2, p2, à çàòåì êâàíòîâûé
ñëó÷àé äëÿ q, p. Îòäåëüíî çàìåòèì, ÷òî äëÿ q, p ãàìèëüòîíèàí óæå íîðìàëüíî
óïîðÿäî÷åí. Òàêæå ïðèâîäÿòñÿ "íàèâíûå"êâàíòîâàíèÿ äëÿ êîîðäèíàò q1, p1 è
q2, p2, â îáîèõ ñëó÷àÿõ îïåðàòîð êîîðäèíàòû åñòü q̂j = qj, îïåðàòîð èìïóëüñà
p̂j = d

dqj
, à ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíèàí áåð¼òñÿ íîðìàëüíî óïîðÿäî÷åí-

íûì.

1.5 Êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé

Èç (9) ïîëó÷èì ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:
∂q2
∂y

= −2p2 (µ− 2λp2)− 2λ
(
q22 − p22

)
−∂p2
∂y

= −2q2 (µ− 2λp2) .

(10)
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1.6 Êâàíòîâàíèå â òåðìèíàõ ϕ1, ϕ2: ïåðâûé ñïîñîá 1 Ââåäåíèå

Îäíèì èç ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ

p2 =
µ

2λ
, y = − 1

2µ
ln

∣∣∣∣q2 − µ
2λ

q2 + µ
2λ

∣∣∣∣ . (11)

Ïîòåíöèðîâàíèåì îáåèõ ÷àñòåé âòîðîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷èì

p2 =
µ

2λ
, q2 = − µ

2λ

1 + e−
µ
2λ

1− e− µ
2λ

. (12)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî p1 = p2, q1(y) = q2

(y
i

)
. Íàéä¼ì ðåøåíèå ïðè p 6= µ

2λ
,

èñõîäÿ èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Èç (9)

q22 =
E

µ− 2λp2
+ p22, (13)

è èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (10)

q2 =
ṗ2

2 (µ− 2λp2)
. (14)

Òîãäà
ṗ22

4 (µ− 2λp2)
2 = p2 +

E

µ− 2λp2
, (15)

îòêóäà
ṗ22 = 4p22 (µ− 2λp2)

2 + E (µ− 2λp2) , (16)

ṗ2 =

√
4p22 (µ− 2λp2)

2 + E (µ− 2λp2), (17)

y =

∫
dp2√

4p22 (µ− 2λp2)
2 + E (µ− 2λp2)

. (18)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì íåÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ p ÷åðåç y, îòêóäà, ïîëüçóÿñü
(14) ìîæíî ïîëó÷èòü q. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ
ïðèâåä¼ííûì â ñòàòüå [2] ðåçóëüòàòîì äëÿ êëàññè÷åñêîãî ïðåäåëà êâàíòîâîé
òåîðèè, ïîëó÷åííîãî â ðàìêàõ ìåòîäà Âåíöåëÿ-Êðàìåðñà-Áðèëëþýíà.

1.6 Êâàíòîâàíèå â òåðìèíàõ ϕ1, ϕ2: ïåðâûé ñïîñîá

Âûáåðåì ϕ1 = q1, ϕ2 = p1 è ñîïîñòàâèì èì îïåðàòîðû

q̂ = q1, p̂ =
∂

∂q1
(19)
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1.7 Êâàíòîâàíèå â òåðìèíàõ ϕ1, ϕ2: âòîðîé ñïîñîá 1 Ââåäåíèå

ñ êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèåì [q̂, p̂] = 1, ïîñêîëüêó â íàøåé òåîðèè èñïîëü-
çóåòñÿ ìíèìîå âðåìÿ, à çíà÷èò, èìåííî òàêîå êîììóòàöèîíííîå ñîîòíîøåíèå
îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü ïèñàòü óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà â ïðèâû÷íîì âèäå,
à èìåííî,

−ĤΨ =
∂

∂y
Ψ. (20)

Òàêæå, òàêîå êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò íàçâàòü îïåðàòîðû q̂ è
p̂ îïåðàòîðàìè ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Òåïåðü, èñïîëüçóÿ
(8), íàïèøåì óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà:

Ψ′′ − q2Ψ− E

µ− iλq
Ψ = 0. (21)

Íàéä¼ì àñèìïòîòèêè íà áåñêîíå÷íîñòè â âèäå àíçàöà

eαq
β

qρ
∞∑
k=0

Ckq
−k. (22)

Ïðè ïîäñòàíîâêå àíçàöà â óðàâíåíèå ïîëó÷àåì àñèìïòîòèêó âèäà

e±
1
2
q2q1±1

∞∑
k=0

Ckq
−k. (23)

Àñèìïòîòèêà ñ ðàñòóùåé ýêñïîíåíòîé íàì íå ïîäõîäèò, òàê êàê ôóíêöèÿ ñ
íåé íå íîðìèðóåìà íà R. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñî ñòàðøèì

÷ëåíîì àñèìïòîòèêè íà áåñêîíå÷íîñòè òèïà e−
q2

2

1.7 Êâàíòîâàíèå â òåðìèíàõ ϕ1, ϕ2: âòîðîé ñïîñîá

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, âûáåðåì ϕ2 = q2, ϕ1 = p2; q̂ = q2, p̂ = ∂
∂q2

, ñ

êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèåì [q̂, p̂] = 1. Èñïîëüçóÿ (9), íàïèøåì óðàâíåíèå
Øð¼äèíãåðà

Ψ′′′ − µ

2λ
Ψ′′ + q2Ψ′ +

(
µq2

2λ
− E

2λ

)
Ψ = 0. (24)

Àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ àíçàöà ïîëó÷àþòñÿ ñëåäó-
þùèìè:

e±
1
2
q2q

3
2

∞∑
k=0

Ckq
−k, (25)

e
µ
2λ
q

∞∑
k=0

Ckq
−k. (26)

Ñíîâà âûæèâàåò ëèøü ðåøåíèå ñ àñèìïòîòèêîé âèäà e−
q2

2 , ïî ïðè÷èíàì, óêà-
çàííûì â 1.6
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2 Êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå

2 Êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå

2.1 Êâàíòîâàíèå Ôîêà-Áàðãìàííà

Áóäåì îòíûíå ðàáîòàòü â òåðìèíàõ ϕ† = q̂, ϕ = p̂, äëÿ íèõ òàêæå âåðíî
[q̂, p̂] = 1, è èõ òàêæå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è
óíè÷òîæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ïî óìîë÷àíèþ ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ìîæåì ðàáî-
òàòü â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà, ò.å. ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷å-
íû äåéñòâèåì îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì êîëè÷åñòâå íà âàêóóì.
Îäíàêî, â ïðèâû÷íîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(−∞,∞) íàø ãàìèëüòî-
íèàí, î÷åâèäíî, íåýðìèòîâ. Ïîñêîëüêó ìû áû õîòåëè ðàñêëàäûâàòü ñîñòîÿíèÿ
ïî áàçèñó ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé ãàìèëüòîíèàíà, ýòî ïîðîæäàåò îïðåäåë¼í-
íóþ ïðîáëåìó, à èìåííî îòñóòñòâèå ãàðàíòèé ïîëíîòû æåëàåìîãî áàçèñà. Èç-
âåñòíî, îäíàêî, ÷òî ïðîñòðàíñòâó Ôîêà ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå
ïðîñòðàíñòâî Áàðãìàííà, ïðè÷¼ì ñîîòâåòñòâèå ïîëó÷àåòñÿ ïðîåêòèðîâàíèåì
ñîñòîÿíèé |ψ〉

〈z∗|ψ〉 = 〈0|epz|ψ〉 = ψ(z). (27)

Ïðîñòðàíñòâî Áàðãìàííà åñòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé
êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z. Â í¼ì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäà¼òñÿ

〈ψ1|ψ2〉 =

∫
dzdz∗

2πi
e−zz

∗
ψ∗1(z)ψ2(z). (28)

Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè

q → z, p→ d

dz
. (29)

Îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà â òåðìèíàõ z ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

Ĥ = iλz
d2

dz2
+ iλz2

d

dz
− µz d

dz
. (30)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïåðåõîä îò ïðîñòðàíñòâà Ôîêà ê ïðîñòðàíñòâó Áàðã-
ìàííà âëå÷¼ò ïåðåõîä îò ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíîãî íàáîðà ÷èñåë
� ÷èñåë çàïîëíåíèÿ � ê ïðåäñòàâëåíèþ ñ ïîìîùüþ âîëíîâîé ôóíêöèè, çàâè-
ñÿùåé îò íåïðåðûâíîé ïåðåìåííîé. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëè Ãðèáîâà [3]
ñåé÷àñ ñ÷èòàåòñÿ îáùåïðèíÿòûì.

2.2 Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

Äëÿ îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà (30) óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ĤΨ = EΨ èìååò âèä
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2.3 Ýðìèòèçàöèÿ 2 Êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå

iλzψ′′ + iλz2ψ′ − µzψ′ = Eψ. (31)

Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èçâåñòíû [3] àñèìïòîòèêè ðåøåíèé â íóëå:

ψ1 ∼
z→0

c1 + c2zlnz ψ2 ∼
z→0

z (32)

è íà áåñêîíå÷íîñòè:

ψ3 ∼
z→∞

1

z
e−

1
2
z2− iµ

λ
z ψ4 ∼

z→∞
const. (33)

Â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà Áàðãìàííà ðåøåíèå ñ àñèìï-
òîòèêîé âèäà ëîãàðèôìà íåäîïóñòèìî, ïîýòîìó c2 = 0, à äëÿ ýòîãî íåîáõîäè-
ìî E = 0, ÷òî äà¼ò ñîîòíîøåíèå íà âàêóóì â ïðîñòðàíñòâå Áàðãìàííà ψ0(z)
âèäà ψ0(z) = 1. Äëÿ íåíóëåâûõ æå ýíåðãèé íåîáõîäèìî îòáðîñèòü ïåðâóþ
àñèìïòîòèêó â íóëå. Âûáîð ïîâåäåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè äèêòóåòñÿ óñëîâèåì
íîðìèðóåìîñòè ôóíêöèè. Òàê êàê

‖ψ3‖ = 〈ψ3|ψ3〉 =
1

2πi

∫
e−|z

2|
∣∣∣∣1z e− z22 − iµλ z

∣∣∣∣2 dzdz∗, (34)

e−|z
2|
∣∣∣∣1z e− z22 − iµλ z

∣∣∣∣2 ' 1

|z|2
e

2µ
λ
Imze−2(Rez)

2

, (35)

òî ïîâåäåíèå âèäà ψ3 íåäîïóñòèìî âäîëü îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè ìíèìîé îñè.
Ïåðåõîäÿ ê z = −ix

√
2, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

xψ′′(x) +

(
µ
√

2

λ
x− 2x2

)
ψ′ +

E
√

2

λ
ψ = 0. (36)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ψ óäîâëåòâîðÿåò ñòàöèîíàð-
íîìó óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà (36) è íà ëó÷å x ∈ [0,+∞)

ψ ∼
x→0

x ψ ∼
x→∞

const. (37)

Ýòè óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè ñïåêòð èíòåðåñóþùåãî íàñ îïåðàòîðà (30)

2.3 Ýðìèòèçàöèÿ

Ãàìèëüòîíèàí (30) (îáîçíà÷èì åãî Hz), î÷åâèäíî, íåýðìèòîâ. Ñëåäóÿ ìåòîäè-
êå, èçëîæåííîé â [2], ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ôàêò íå ìåøàåò, îäíàêî, ðàáîòàòü
ïðèâû÷íûì ìåòîäîì. Ðàññìîòðèì åãî äëÿ z, ëåæàùèõ íà îòðèöàòåëüíîé ÷à-
ñòè ìíèìîé ïîëóîñè, ò.å. ïåðåéä¼ì ê z = −iq, à (30) â òåðìèíàõ q îáîçíà÷èì
Hq.
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3 Óðàâíåíèå Ãîéíà

Hq = λq

(
− d2

dq2
+
(
q − µ

λ

) d

dq

)
. (38)

Îò ÷ëåíà ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ìîæíî èçáàâèòüñÿ çàìåíîé H̃q = e−F (q)Hqe
F (q),

ãäå F (q) = e
1
4(q−µλ)

2

. Òåïåðü ïðîèçâåä¼ì çàìåíó q = ξ2, à òàêæå ïðåîáðàçóåì

Hξ = ξ−
1
2 H̃qξ

1
2 , òîãäà ïîëó÷èì

Hξ =
1

4
λ

(
− d2

dξ2
+

3

4ξ2
+ ξ2

((
ξ2 − µ

λ

)2
− 2

))
. (39)

Ãàìèëüòîíèàí Hξ óæå ýðìèòîâ, à çíà÷èò, åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñî-
ñòàâëÿþò ïîëíóþ ñèñòåìó. Ïîñêîëüêó ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïðåîáðàçîâàíèå
Hξ → Hz, òî äàëåå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü Hz, à çíà÷èò, ðàáîòàòü ñ óðàâíåíè-
åì (36), íå áåñïîêîÿñü î ïîëíîòå áàçèñà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ïîñêîëüêó îíà
îáåñïå÷èâàåòñÿ òàêîâîé ó Hξ.

3 Óðàâíåíèå Ãîéíà

3.1 Îáîçíà÷åíèÿ

Èçó÷åíèå îáúåêòà, èìåíóåìîãî íûíå óðàâíåíèåì Ãîéíà, áûëî íà÷àòî Êàðëîì
Ãîéíîì â 1889 ãîäó [4]. Åãî êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà èìååò âèä

(
x(x− 1)(x− t) d

2

dx2
+ (c(x− 1)(x− t) + ex(x− t) + (a+ b+ 1− c− e)x·

·(x− 1))
d

dx
+ (abx− λ)

)
y(x) = 0 (40)

ãäå a, b, c, e, λ � ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ, ïðè ýòîì λ åñòü ïà-
ðàìåòð, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Ïóò¼ì êîíôëþýíöèè (ñëèÿíèÿ
îñîáûõ òî÷åê) èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èíûå, ñ äðóãèìè íà-
áîðàìè îñîáåííîñòåé, â ÷àñòíîñòè, ïóò¼ì êîíôëþýíöèè îñîáûõ òî÷åê 1 è t
ñ îñîáîé òî÷êîé ∞, áèêîíôëþýíòíîå óðàâíåíèå Ãîéíà, êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà
êîòîðîãî èìååò âèä

xy′′(x) +
(
1 + α− βx− 2x2

)
y′(x) +

(
(γ − α− 2)x− 1

2
(δ + (1 + α)β)

)
y(x) = 0

(41)
ãäå α, β, γ, δ åñòü (ïîñòîÿííûå) ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèåì
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3.2 Ðÿäû Ôðîáåíèóñà è Òîìå 3 Óðàâíåíèå Ãîéíà

u(x) = x
1+α
2 exp

(
−β

2
x− 1

2
x2
)
y(x) (42)

óðàâíåíèå (41) ïðèâîäèòñÿ ê íîðìàëüíîé ôîðìå

u′′(x) +

(
1

4

(
1− α2

) 1

x2
− 1

2
δ

1

x
+ γ −

(
β

2

)2

− βx− x2
)
u(x) = 0. (43)

Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà (36) èìååò âèä êàíîíè÷åñêîé ôîðìû
áèêîíôëþýòíîãî óðàâíåíèÿ Ãîéíà ñ ïàðàìåòðàìè

α = −1, β = −µ
√

2

λ
, γ = 1, δ = −2E

√
2

λ
. (44)

Ïðîèçâîäÿ ïðåîáðàçîâàíèå, àíàëîãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèþ (42):

f(x) = exp

(
µ
√

2

2λ
x− 1

2
x2

)
ψ(x), (45)

ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà f , ñ êîòîðûì â äàëüíåéøåì è áóäåì ðàáîòàòü

f ′′ +

(
E
√

2

λx
+ 1− µ2

2λ2
+
µ
√

2

λ
x− x2

)
f = 0. (46)

3.2 Ðÿäû Ôðîáåíèóñà è Òîìå

Äëÿ óðàâíåíèé êëàññà Ãîéíà èçâåñòíû [5], [6] ðåøåíèÿ Ôðîáåíèóñà è Òîìå, à
òàêæå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ íà êîýôôèöèåíòû â ýòèõ ðÿäàõ. Ðåøåíèÿìè
Ôðîáåíèóñà íàçûâàþò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â âèäå ðÿäà, ðàáîòàþùèå, âîîáùå
ãîâîðÿ, â ëþáûõ êîíå÷íûõ òî÷êàõ. Äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (43) c α = −1, γ = 1
îíè èìåþò âèä

f1(x) = x
∞∑
n=0

c1nx
n, (47)

f2(x) = f1(x)lnx+ f̃(x). (48)

Ïðè ýòîì ïðèíèìàåòñÿ c10 = 1, f̃(x) =
∑∞

n=0 bnx
n, b1 = 0, b0 = 2

δ
, à ðåêóð-

ðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

n(n+ 1)c1n =
δ

2
c1n−1 −

(
1− β2

4

)
c1n−2 + βc1n−3 + c1n−4, (49)
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4 Ìåòîä íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà

n(n− 1)bn = −(2n− 1)c1n−1 +
δ

2
bn−1 −

(
1− β2

4

)
bn−2 + βbn−3 + bn−4. (50)

Ðåøåíèÿ Òîìå æå îïèñûâàþò ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ∞.
Îíè, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñõîäÿòñÿ, îäíàêî, ïðè x→∞ ñòàíîâÿòñÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêèìè ðÿäàìè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ. Êàê è ñ ðåøåíèÿìè Ôðîáåíèóñà, íàïèøåì
ðåøåíèÿ Òîìå äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (43) c α = −1, γ = 1

f3(x) = exp

(
−x

2 + βx

2

) ∞∑
n=0

a3nx
−n, (51)

f4(x) = exp

(
x2 + βx

2

)
1

x

∞∑
n=0

a4nx
−n, (52)

è ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (ñíîâà a30 = a40 = 1)

−2na3n =

(
β(n− 1)− δ

2

)
a3n−1 + (n− 2)(n− 1) a3n−2, (53)

2na4n = −
(
nβ +

δ

2

)
a4n−1 + n (n− 1) a4n−2. (54)

4 Ìåòîä íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà

4.1 Öåíòðàëüíàÿ äâóõòî÷å÷íàÿ çàäà÷à ñâÿçè

Ðåøåíèÿ Ôðîáåíèóñà è Òîìå äëÿ óðàâíåíèÿ (46) ÿâëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ
îáëàñòÿõ C áàçèñíûìè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ãëîáàëüíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
ìîæåò áûòü ïî íèì ðàçëîæåíî â ýòèõ îáëàñòÿõ. Íàì èçâåñòíû îãðàíè÷åíèÿ
(37) íà àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íàøåãî ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíå-
íèÿ (36). Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ψ è f ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (45), òî óñëîâèÿ
(37) ïðåîáðàçóþòñÿ â óñëîâèÿ

f ∼
x→0

x f ∼
x→∞

exp

(
−µ
√

2

2λ
x− 1

2
x2

)
. (55)

Èç óñëîâèÿ â íóëå âèäíî, ÷òî èíòåðåñóþùåå íàñ ãëîáàëüíîå ðåøåíèå â
îêðåñòíîñòè íóëÿ ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì Ôðîáåíèóñà f1. Ýòî æå ðåøåíèå äîëæ-
íî ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íà áåñêîíå÷íîñòè ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ f3 è f4, èç ÷åãî
âûòåêàåò ñëåäóþùåå óñëîâèå:

f1(x) ∼ T1,3f3 + T1,4f4 ïðèx→∞ (56)
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4.2 Âû÷èñëåíèå âðîíñêèàíîâ 4 Ìåòîä íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà

ãäå T1,3 = const è T1,4 = const Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì öåíòðàëüíóþ
äâóõòî÷å÷íóþ çàäà÷ó ñâÿçè íà f . Çäåñü ïðèâîäèòñÿ ìåòîä ðàçðåøåíèÿ ÖÄÇÑ,
ïðåäëîæåííûé Íàóíäîðôîì â [7], à çàòåì óñîâåðøåíñòâîâàííûé è îïèñàííûé
â [6]. Îáîçíà÷èì îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî W [f, g] = fg′ − f ′g è, áåðÿ åãî îò
îáåèõ ÷àñòåé (56) ñ f3 è f4, ïîëó÷èì

T1,3 =
W [f1, f4]

W [f3, f4]
T1,4 =

W [f1, f3]

W [f4, f3]
. (57)

Âðîíñêèàí W [f3, f4] = 2. Îáðàùàÿñü ê âèäó ðåøåíèé Òîìå è (55) ìîæíî
çàìåòèòü T1,4 = 0, îòêóäà ñëåäóåò W [f1, f4] = 0.

4.2 Âû÷èñëåíèå âðîíñêèàíîâ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âðîíñêèàíà W [f1, f4] ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè:

v1,4(x) = exp

(
−x

2

4

)
f1(x) v4(x) = exp

(
−x

2

4

)
f4(x). (58)

Èõ îïðåäåëèòåëè Âðîíñêîãî óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

W [v1,4, v4](x) =W [f1, f4]exp

(
−x

2

2

)
. (59)

Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå â íîðìàëüíîé ôîðìå, â í¼ì íåò
÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, ÷òî, ïî ôîðìóëå Ëèóâèëëÿ-Îñòðî-
ãðàäñêîãî, îçíà÷àåò ðàâåíñòâî âðîíñêèàíà W [f1, f4] êîíñòàíòå. Íàõîäèòü åãî
ïðåäëàãàåòñÿ ïóò¼ì ñðàâíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòåé (59). Äëÿ ëåâîé ÷àñòè, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé v è âèäà ðåøå-
íèé Òîìå, ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå

W [v1,4, v4](x) ∼
(
(x+ β)u1,4(x)− u′ 1,4(x)

)
S4(x) + u1,4(x)S ′ 4, (60)

ãäå

u1,4(x) = exp

(
βx

2

)
f1(x), S4(x) =

∞∑
n=0

a4nx
−n−1. (61)

Ðàçëîæèì u1,4(x) â ðÿä

u1,4(x) = x

∞∑
n=0

ĉ1,4n xn−1, (62)

ãäå ïîëàãàåòñÿ ĉ1,40 = 0, à êîýôôèöèåíòû ĉ1,4n ïîä÷èíÿþòñÿ ðåêóððåòíîìó
ñîîòíîøåíèþ
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4.2 Âû÷èñëåíèå âðîíñêèàíîâ 4 Ìåòîä íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà

n(n+ 1)ĉ1,4n = (βn+
δ

2
)ĉ1,4n−1 − ĉ

1,4
n−2 + βĉ1,4n−3 + ĉ1,4n−4. (63)

Òîãäà, èç (60), W [v1,4, v4](x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

W [v1,4, v4](x) ∼
∞∑

s=−∞

g1,4s xs, (64)

ïðè÷¼ì g1,4s ïîä÷èíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèþ

g1,4s =
∞∑
n=0

a4n
(
ĉ1,4s+n−1 + βĉ1,4s+n − (s+ 2n+ 3)ĉ1,4s+n+1

)
. (65)

Òåïåðü ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå ïðàâîé ÷àñòè (59). Ïðåäñòàâèì W [f1, f4](x) =
η0 + η1, ãäå η0 è η1 � êîíñòàíòû, à òàêæå âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì ýêñïî-
íåíòû â ðÿä Õýâèñàéäà

eξ ∼
∞∑

n=−∞

ξn+δ

Γ(n+ 1 + δ)
, |argξ| < π, δ ïðîèçâîëüíîå, (66)

îòêóäà, äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (59)

W [f1, f4]exp

(
−x

2

2

)
∼

∞∑
n=∞

η0
(
−x2

2

)n
Γ(n+ 1)

+ η1

(
−x2

2

)n+ 1
2

Γ(n+ 3
2
)

 . (67)

Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (64) è (67) â (59) è ñðàâíèâàÿ êîýôôèöè-
åíòû ïðè ðàâíûõ ñòåïåíÿõ õ, ìîæíî íàïèñàòü

W [f1, f4] =
Γ(N + 1)(
−1

2

)N g1,42N +
Γ(N + 3

2
)(

−1
2

)N+ 1
2

g1,42N+1 (68)

Îäíàêî, ôàçà ýòîãî âûðàæåíèÿ íå îïðåäåëåíà èç-çà âîçâåäåíèÿ îòðèöà-
òåëüíîãî ÷èñëà â íåêîòîðóþ ñòåïåíü, ÷òî ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî ëó÷, íà
êîòîðîì ìû îáíàðóæèëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîñòàíîâêè ÖÄÇÑ, ÿâëÿåò-
ñÿ ëó÷îì Ñòîêñà äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ. Âûõîäîì èç ñëîæèâøåéñÿ ñèòóàöèè
ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ âðîíñêèàíà ñðåäíåãî àðèôìå-
òè÷åñêîãî îò åãî çíà÷åíè â äâóõ ñåêòîðàõ Ñòîêñà, ïðèëåãàþùèõ ê ëó÷ó. Â
íàøåì ñëó÷àå ýòî ýêâèâàëåíòíî ñðåäíåìó çíà÷åíèé ÷óòü âûøå è ÷óòü íèæå
âåùåñòâåííîé îñè. Âûðàæåíèå (68) òîãäà ïðèíèìàåò âèä

12



5 Çàêëþ÷åíèå

W [f1, f4] =

(−1)N
Γ(N + 1)(

1
2

)N g1,42N ± (−1)N i
Γ(N + 3

2
)(

1
2

)N+ 1
2

g1,42N+1

∣∣∣∣∣∣
x=A±iε

A, ε ∈ R,

(69)
îòêóäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå óñëîâèå:

g1,4N = 0. (70)

Ðàññìàòðèâàÿ òåïåðü ðàâåíñòâî W [f1, f4] = 0 êàê óðàâíåíèå íà ïàðàìåòð

óðàâíåíèÿ δ = 2E
√
2

λ
ïîëó÷èì ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð îäíîìåðíîé ìîäåëè Ãðè-

áîâà. Óðàâíåíèå íà ýíåðãèè, îäíàêî, ÿâëÿåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì, è íåÿñíî,
ìîæíî ëè àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷èòü èç íåãî òî÷íûå çíà÷åíèÿ õîòÿ áû íåêîòî-
ðûõ óðîâíåé ýíåðãèè.

5 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå áûë ïðîèçâåä¼í àíàëèç îäíîìåðíîé ìîäåëè Ãðèáîâà, ïîëó-
÷åíû å¼ êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå èçâåñòíûì ÂÊÁ-ïðåäåëàì
êâàíòîâîé ìîäåëè, ïðåäñòàâëåííûì â [2], ïðîèçâåä¼í àíàëèç àñèìïòîòè÷åñêî-
ãî ïîâåäåíèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèé èçâåñòíûì ðåçóëüòàòàì [3]
à òàêæå ïðèâåä¼í ìåõàíèçì, ïîçâîëÿþùèé ïî êðàéíåé ìåðå ÷èñëåííî îöåíèòü
çíà÷åíèÿ ýíåðãèé â ñïåêòðå ãàìèëüòîíèàíà ìîäåëè.
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