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  ,     , 
         

    ,    .    
      

    , 
   . 

     
     

      
 ([6], . 85 - 89).    

      . 
      

  ([4] . 209). 
    

 Ẋ = AX t +∑BiX t − rim
i=  (1) 

     

 Ф 𝑧 = (𝑧𝐸 − − ∑ −𝑧= ) (2) 

    ,    
 -  .   ,  

   .    ,  
        

  . 

      
     , 

  D- . 

  D-      
     

 (2)        
 ,    , 
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,   ,     . (    
  D- ) 

   ,     (2)  
   ,     

        
  .  

    2  2  A  B   (1) 
    . 

          
    ,    

    . 

       
     ,  
  . 

      
   [1,4].       

   ,   
       

.  

        [4]. 
   [4]        

.   [7]    
.   [2]    

      (1,1)   
 ,    . 

        . 
         

   [4].   [5,10,11]   

    ,  
         
,     .    [3]  
,       

 2x2   . 
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  0.1([4] c. 480).  h(z,w) -    
 z  w,     . 

 ℎ , 𝑧 =∑ 𝑧    ,  (0.1) 

   𝑧    ,  ≠   
     𝑧   ≠     > , > ,  = , > ,  > , = . 

         ℎ 𝑧, 𝑧  ,  
 . 

  0.2([7] c. 131).   h(z,w)   
  𝑧 , ≠ ,    ,   

 𝑧 = ℎ 𝑧, 𝑧   (m,n). 

       . 

 а 0.1([8] c. 116-119)    ,  𝑧 = ℎ 𝑧, 𝑧        
    . 

   1     
 ,  ,    

      . 

   .  

 0.3[1].    
      

    

 ∑∑ ( − )== =  (0.2) 

     –  . 

     (0.2)   

 = 𝑧  (0.3) 

  (0.3)  (0.2)  
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 ∑∑ 𝑧 − 𝑧== =  (0.4) 

 

      
  (0.2) 

 Ф 𝑧 = ∑∑ 𝑧 − 𝑧==  (0.5) 

     . 

  

 ̇ = , , ( − ),… , ( − )  (0.6) 

 0.4([1] . 112).  𝜑   (0.6) 

 ,    ε >   𝛿 ε > ,  
  |𝜑 − 𝜓 | < 𝛿 ε      | 𝜑 − 𝜓 | < ε  ,  𝜓  –   

 .  𝜑  –      
  = 𝜑    . 

 0.5([1] . 113).   𝜑  

  ,  lim → | 𝜑 −𝜓 | =       𝜓 , 

    𝛿 >   |𝜑 − 𝜓 | < 𝛿 

а 0.2([4] c. 209).  ,   (0.1)  
 ,   ,    

  (0.4)   
 . 

  ,  –     
 , ,    

 . 
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 �̇� = 𝑋 +∑ 𝑋 −=  (0.7) 

 ё   

 Ф 𝜆 = det(𝜆𝐸 − − ∑ −𝜆= ) (0.8) 

  A  B - ,  n x n. 

 4.    
  (0.6)     (0.7)  

 

 Ф 𝜆 =∏ 𝜆 − −∑ −𝜆==  (0.9) 
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а а а а  

       
 (0.7)  ё   (0.8) 

   : 

1.  ,    Ф 𝜆    
   Ф 𝜆 =∏ 𝜆 − −∑ −𝜆==  

2.     . 

3.       
   . 

 

      A  B  
 2x2  . 

 



9 

а а 1. а   а а   
 а  а   

 а а а  а  2  2. 

  [3]        

 �̇� + 𝑋 + 𝑋 − =  (1.1) 

 A,B –   2  2. 

       . 

  (z) = 𝜆 + 𝜆 −𝑧 + 𝑧,  (z) = 𝜆 + 𝜆 −𝑧 + 𝑧.  
     

(1.1)      (1,1),    
   (z) (z). 

      [3],   
  ,      . 

 а 1.1[3]. 

  :  

1)    (1)    
F(p)= (p)  (p);  

2) det(A + B)=(𝜆  + 𝜆 )( 𝜆 + 𝜆 ); 

3) det(AB −BA) = 0; 

4)  ,    A  B   
 . 

  ,    ,   
     ,   ,  

  A  B    .  
    ,      

  . 

 а 1.2[3]. 

   (1.1),  det(AB −BA) = 0.  ,  
 (1.1)   ,   , 

    (1,1) (z) = 𝜆 + 𝜆 −𝑧 + 𝑧  
(z) = 𝜆 + 𝜆 −𝑧 + 𝑧     . 
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   𝜆   𝜆     [2]. 

За а  1.  ,      
  – ,     ё . 

      –  ё ,  
     ,   

,      – .  
   2   1.1. 

 ,      
   (1.1)   

   .  ,   A  B – 

   n x n,       
  . 

     
 1  2   1.1. 

  

 Ф 𝜆 = (𝜆 + + −𝜆  )(𝜆 + + −𝜆 ) (1.2) 

 (𝜆) –    (1.1). 

   (1.2) ,    
    𝜆 − 𝜆 .    
     

  

1: − =  

(1.3) 

𝜆: + = +  − 𝜆 : − =  𝜆 −𝜆 : + = +  −𝜆 : − + − = +   
  

 ,      , 
    –     A,    

   ,     –  
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   B.      
       

 det A +  B = 𝜆  + 𝜆  𝜆 + 𝜆  (1.4) 

 ,     1  2  
 1.1. 

      
    

 �̇� + 𝑋 +∑ 𝑋 − ==  (1.5) 

 , = ,̅̅ ̅̅ ̅̅  –    2 x 2. 

   

 Ф 𝜆 = (𝜆 + +∑ −𝜆= )(𝜆 + +∑ −𝜆= ) (1.6) 

  ,         
    (1.3)   4, 2   

  ,        
 ,         

(1.4)  det  + = (𝜆  + 𝜆 )( 𝜆 + 𝜆 ) 
(1.7) det  + = (𝜆  + 𝜆 )( 𝜆 + 𝜆 ) 

      q-1  q  
     (1.3)   q+2, q  

       ,  2 

  ,        (1.6)  
   .  ,  

 . 

а 1.3. 

  ,    Ф 𝜆   

(1.5)       
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 Ф 𝜆 = (𝜆 + 𝜆 +∑ −𝜆 𝜆= )(𝜆 + 𝜆 +∑ −𝜆 𝜆= ) (1.9) 

 𝜆   𝜆  –    ,   , 
   

 det(  + ) = 𝜆  + 𝜆  𝜆 + 𝜆  (1.10) 

 , =  ,̅̅ ̅̅ ̅̅ , ≠ . 

 1.1.       (1.5)  
      

   .  

 1.2.  ,    Ф 𝜆   (1.5)      (1.9)   
,    Ф 𝜆   

 �̇� + 𝑋 + 𝑋 − =  (1.11) 

 < ,       

 Ф 𝜆 = 𝜆 + 𝜆 + −𝜆 𝜆 𝜆 + 𝜆 + −𝜆 𝜆  (1.12) 

          1.1, 
 1.3   1.1. 

Л а 1.1.   , , … ,   n x n. 

         
  ,      

. 

   ,    
  P,    −    

 ,        
    .  

      , 
   . 

а 1.4.  

  : 

1)   Ф 𝜆   (1.5)  
    (1.9) 
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2)   Ф 𝜆   (1.11)  
   (1.12) 

3)   (1.10) 
4) det(  − ) = 0, <  

5)     и   . 

        , = ,̅̅ ̅̅ ̅̅  

    ,     
       (   

 1.1    ).     
   (1.9)        

     ,     
  . 

  ,       
(1.12)    , ,  4   
1.4,            

  ,        
    .     
,    (1.10)   

  . 
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а а 2. а  n = 3. 
        

  

 Ẋ = AX t + BX t − r  (2.1) 

 A, B –     3  3. 

     (2.1): 

 Ф 𝜆 == 𝜆 − − −𝜆 − − −𝜆 − − −𝜆− − −𝜆 𝜆 − − −𝜆 − − −𝜆− − −𝜆 − − −𝜆 𝜆 − − −𝜆  
(2.2) 

 

 а 1. 
  ,     (2.1) 

       ,  
   (2.3): ( ) + ( ) + ( )  = = 𝜆 𝜆 𝜆 + 𝜆 𝜆 𝜆 + 𝜆 𝜆 𝜆  

 ( ) + ( ) + ( )  = = 𝜆 𝜆 𝜆 + 𝜆 𝜆 𝜆 + 𝜆 𝜆 𝜆  

 𝑀 +𝑀 + 𝑀 +𝑀 + 𝑀 +𝑀 == 𝜆 + 𝜆 𝜆 + 𝜆 𝜆 + 𝜆  

 

 𝑀   𝑀  –       . 𝛌   𝛌  –    A  B . 
 (2.3) ё  я  а а я.  

   (2.2)   : (𝜆 − 𝜆 − −𝜆 𝜆 )(𝜆 − 𝜆 − −𝜆 𝜆 )(𝜆 − 𝜆 − −𝜆 𝜆 ) 
 

а а : 
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,     : (𝜆 − − −𝜆  )(𝜆 − − −𝜆 )(𝜆 − − −𝜆 )  (2.4) 

 ,  – -  . 
,      

 (2.2)  (2.4), ,    𝜆 −𝜆 ∗    .  ,  9 : 

 

1) + + = + +  

 

2) + + == + + − −−  

3) = + + −− −  

 

4) + + = + +  

 

5) + + == + + − − −  

6) = + + −− −  

 

7) + += + + −− − + ++ − −− + + +− − −  

 

8) + += + + −− − + ++ − −− + + +− − −  
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9) + + + + + == + + − − −+ + + − − −  

 

,   6   ,     и       A  
B .  3 ,    

 ,        
[9]    (2.3).    . 
 

За а  2.1. 

  ,    A  B –  
,     2.1   , 

         A  B  
   . 

 За а  1.3. 

     D-   
 𝛌 − − ∑ 𝒆−𝛌𝐫𝒋b𝒋𝒒𝒋=𝟏      , 

       . 
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а а 3. а  n x n. 
        

  

 �̇� = 𝑋 + 𝑋 −  (3.1) 

 A, B –   n  n. 

 

а 3.1. 

     (3.1)  
   

 Ф λ =∏(λ − − −λ )=  (3.2) 

  

 Ф λ =∏(λ − λ − −λ λ )=  (3.3) 

 λ  и λ  –    A  B . 
 а а : 
      (3.2).     

 ,     −λ  , 

,      ∏ λ −= . 

     (3.1): 

 Ф λ = ( λE −  − −λ  ) (3.4) 

    (3.4) ,     
   −λ ,  ,     

 det(λE −  ),     (3.3)  (3.4), , 
      ,    

  λ    ,     
 

 det λE −  =  ∏ λ−=  (3.5) 

  , ,  = λ , i = ,̅̅ ̅̅ ̅.  
  ,  = λ , i = ,̅̅ ̅̅ ̅, . . . 
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    , ё    
  (3.6): ∑λ≠ λ =  ∑M≠  

∑ λ≠ ≠ λ λ =  ∑ M≠ ≠  

∑ λ≠ ≠ λ λ =  ∑ M≠ ≠  

    ………………………………. 
 ∑ λ≠ 𝑡 ∀ , = ,̅̅ ̅̅̅ λ λ … λ 𝑛 = ∑ M … 𝑛≠ 𝑡 ∀ , = ,̅̅ ̅̅̅  

∑ λ≠ 𝑡 ∀ , = ,̅̅ ̅̅̅ λ λ … λ 𝑛 = ∑ M … 𝑛≠ 𝑡 ∀ , = ,̅̅ ̅̅̅  

………………………………. ∑ λ≠ 𝑡 ∀ , = ,̅̅ ̅̅̅ λ λ … λ 𝑛− λ 𝑛 = ∑ M … 𝑛− 𝑛≠ 𝑡 ∀ , = ,̅̅ ̅̅̅  

 

  M … + …  –  ,    

    B  …    
  A       
,      … + … . 

 ,    

 ∑ λ≠ 𝑡 ∀ , = ,̅̅ ̅̅ …λ λ + … λ =  ∑ M … + … ≠ 𝑡 ∀ , = ,̅̅ ̅̅̅  (3.7) 

 r –        
      ,  q –  

        A. 

 r  q       (3.6).  

 (3.6)       
 (3.3)  (3.4).      (3.3), 

    λ − − − λ .     
      ∏ (λ − λ − −λ λ )=  

 n – r ,   ё   q ,   ё  r-
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q .   λ − − − λ     − ∑ λ≠ 𝑡 ∀ , = ,̅̅ ̅̅ …λ λ + … λ  ,    . 
 ,        

 С С . 

     (3.4). 

        λE  − −−λ  [9]. 

     
 Ф λ = det λE +∑∆ +∑∆ + +∑∆ ++∑∆ − + − − −λ   

(3.8) 

 ∆  – ,   s  

      
.   ,       

.  
 ∆   ,   λE  

,       
  λ − − − λ ,       ∆ − .     ,  -A-B=C,   C 

   с = − − −λ   
 

∆ − =
(  
 λ ⋱ λ ⋱

− + , … − + , −⋱, , −
− + , − + − + ,⋱, − + , )  

 
 

      n-r ,  
  (3.9) ∆ − = λ − ∗ ( − + , − + − + ,⋱, − + , ) == λ − ∗∗ det − − + , − + − − + , − + −λ − − + , − − + , −λ⋱− , − + − , − + −λ − , − , −λ  
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[9],  ̅  ̅     r x r   

  A  B    ∆ − = λ − ∗det − ̅ − ̅ −λ  ,  (3.10) ∆ − = λ − ∗∗ det − ̅ +∑∆ +∑∆ + +∑∆ ++∑∆ − + −̅  

 ,     − − λ    
  ∆ − ,     ,  

,     ∆ −    
 − − λ .    ∆ − = λ − ∗ ∑∆ − + λ  

  λ  –      (3.10)  ∑∆ − . 

       ∆ −  

  (3.8)   ∆ −    (3.9),   
    (3.1),   

  λ − − − λ .     
     (3.7).  ,   

 . 
  

а 3.2. 

       (3.1)  
     (3.2),    

  (3.6).  

       

  (3.3). 

 За а  3.1. 

     3.1,     (3.1) 

     
   λ − λ − −λ λ ,  i =  ,̅̅ ̅̅ ̅.      

    [2]. 

За а  3.2. 
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 ,      (6)  − ,           

 С С ,  r –      
     ,  q –   

    A     
 .  

 За а  3.3. 

   (   n=3),    A  B 

–  ,    3.2   
,          A 

 B     . 
За а  3.4. 

  2.1     3.2.  
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а а 4. а а  а а   . 
     

3. 2       
  Python 3.6.3    SymPy 

1.1.1 [13].  

    
  1  2 .    

    12   
     3.2   

 n = 8. 

 

 ,   ,   
     

   ,    ,  
      

    ,   
 [2].  ,     

       
   ,  

 D-  [1].      
  Python 3.6.3    NumPy 1.14.3 

[14]  matplotlib 2.2.2 [15]. 

  

�̇� =  −− − 𝑋 + −− − 𝑋 −  

     3.3,   
   .   .  

       
 Ф λ = λ − − −λ λ − − −λ λ − − −λ λ − − −λ  
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  ,   ,     
   . 

    

�̇� =  (− − − )𝑋 + ( − )𝑋 −  

          
       

  c ,  

  

      (3.6)  
      A  B,   

  ,     . 
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За  

 ,        
[3]      .   

     

      
     2 x 2,  
        

   

Ф 𝜆 =∏ 𝜆 − −∑ −𝜆==  

         A 

  . 

   ,   
. 

   ,     2  2, 
  3.3,       

    ,   
,    ,   

     
     

   n x n. 

    .   
  ё      ё . 
ё        (3.6)   
.   ,       

  -   ,  ё    
      

       .   
       -  

  .     
,        
  .    

     
    [12]. 

 



25 

 а  

1.  . .,  . .  “    
    ”, ., 

1971 

2. . .  “       
”, -  .- . - , ., 1994. 

3. . .  “    
     

 ”, И . . Ма е ., 2013, № 9, 38–44; Russian 

Math. (Iz. VUZ), 57:9 (2013), 31–36. 

4.  .,  . “ -  ”, ., 
, 1967. 

5.  . .,  . . “   
 ”, .  68 (5), 648–652 (2000). 

6.  . . “     ”, 

., , 1967. 
7.  . ., “  ” 2-  . 
8.  . ., “     

 ”,  , . ., 1942 ., . 6, . 
115-134. 

9.   . . “   ”, , 1977 

10. McCoy N.H. “On characteristic roots of matrix polynomials”, Bull. 

Amer. Math. Soc., 42 (1936), pp. 592-600 

11.  .,  .  , ., , 1989 

12.  . .,  . ., “      
”, -  .- . - , ., 1993 

13. Sympy. http://www.sympy.org/ 

14. Numpy. http://www.numpy.org/ 

15. matplotlib. https://matplotlib.org/ 

 

 

 


	Кафедра  «теории управления»
	Выпускная квалификационная работа

