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Введение

В настоящее время, одним из наиболее актуальных направлений в меха-
нике сплошной среды является исследование поведения материалов, нахо-
дящихся в экстремальных условиях. Одним из таких направлений является
изучение механических характеристик материала при воздействии на него
сверхкороткими импульсами напряжения.

Первые исследования на эту тему продемонстрировали, что прочность
материала не является постоянной величиной и растёт при увеличении ско-
рости деформации. Необходимо уметь давать качественный прогноз для
таких явлений. Так, например, знание о поведении механических конструк-
ций в условиях ударно-волнового нагружения, позволит избежать их вне-
запного обрушения. С другой стороны, высокоскоростное нагружение мо-
жет способствовать развитию более эффективных методов добычи полез-
ных ископаемых.

Всё это говорит о том, что важно уметь предсказывать поведение мате-
риалов в широком диапазоне скоростей деформаций, поэтому существуют
различные подходы для осуществления таких исследований. Изучение про-
цесса разрушения на низких скоростях деформаций, порядка 10−6— 100 c−1,
осуществляют с помощью гидравлических машин. Затем проводят экспе-
рименты по схеме Гопкинсона-Кольского в диапазоне скоростей от 101 до
104 c−1. Достижение скоростей деформаций в интервале от 104 до 106 c−1

можно осуществить при проведении экспериментов на откол. Этот подход
базируется на рассмотрении волновых процессов, протекающих в исследуе-
мом материале. Сначала в образце возбуждают волну сжатия, которая, от-
ражаясь от свободной поверхности, сменяет знак и преобразуется в волну
растяжения. Комбинация волн, достигнув критического растягивающего
значения, способна вызвать откол части образца вблизи свободной поверх-
ности.

Для анализа процесса разрушения необходимо иметь критерии, кото-
рые достаточно полно описывают явления, наблюдаемые в экспериментах.
На данный момент существуют множество различных динамических кри-
териев разрушения [1]. Анализ откольного разрушения в работе проводится
с помощью структурно-временного критерия [2,3]. Преимуществами данно-
го подхода является относительная простота, в совокупности с возможно-
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стью прогнозирования множества эффектов, характерных для конкретного
вида динамического воздействия.

В ряде работ [4], по анализу зависимости прочности от скорости дефор-
маций, наблюдается эффект стабилизации прочности. Выражается это в
том, что при превышении некоторого значения скорости деформации дина-
мическая прочность перестаёт изменяться. Некоторыми исследователями
данный эффект трактуется, как достижение “предельной динамической”
прочности материала. Такой подход неверен вследствие сильной неравно-
весности динамического процесса. Использование структурно-временного
подхода позволяет рассчитывать скоростную зависимость прочности и объ-
яснять её стабилизацию. Этот подход был успешно применен для объясне-
ния наличия стабилизации прочности у алюминия, в случае откольного
разрушения при воздействии лазерным излучением на образец [5].

Скоростная зависимость динамической прочности

В работе [4] приведены материалы для которых при превышении неко-
торой скорости деформации, критическое значение напряжений перестаёт
существенно изменяться. Авторы работы предлагают рассматривать три
области для скорости деформирования (см. рис. 1).

Рис. 1: Зависимость динамической прочности от скорости деформации.

Области Ω1 и Ω3 характеризуются слабой зависимостью от скорости
деформации, а Ω2 соответствует участку с высокой чувствительностью к
скорости деформирования.
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Данный эффект наблюдается для различных материалов. К ним отно-
сятся металлы [6–9], полимеры [10, 11], хрупкие материалы [12] и т.д. На
рисунке 2 приведены примеры для стали [6] и карбида кремния [12]. На-
блюдение стабилизации прочности в большинстве случаев происходит при
проведении экспериментов на откол.

б) в)

Рис. 2: Зависимость динамической прочности от скорости деформации для
некоторых материалов.

Цель и методы исследования

Целью настоящей работы является исследование зависимости предель-
ных напряжений от скорости деформирования, а также объяснение явле-
ния стабилизации динамической прочности. Для построения модели, поз-
воляющей описывать разрушение материалов в широком диапазоне скоро-
стей деформации, применяется структурно-временной критерий. Данный
критерий зарекомендовал себя в качестве удобного и практичного средства
для описания квазистатического процесса разрушения, а также сверхбыст-
рого динамического [13–15]. При проведении расчетов использовались спе-
циально разработанные программы на языке Python.

Научная новизна и практическая ценность

Структурно-временной подход позволяет рассчитывать прочностные ха-
рактеристики исследуемых материалов при квазистатическом и ударно-
волновом видах нагружения. Применение структурно-временного крите-
рия не требует задействования огромных вычислительных средств, следо-
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вательно может быть использовано повсеместно для расчета прочностных
характеристик материалов.

В работе приведены схемы, позволяющие определять критические на-
пряжения в широком диапазоне скоростей деформаций. Проведен анализ
динамической прочности бетона. Исследованы характерные особенности
разрушения для нагружающих импульсов, которые могут быть аппрокси-
мированы кусочно-линейной функцией в виде треугольника.

Полученные результаты, могут быть полезны при решении таких инже-
нерных задач, как расчет конструкций в условиях ударно-волнового воз-
действия на них, а также проектирование сооружений в областях, подвер-
женных частым сейсмическим активностям.
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1 Структурно-временной критерий

Анализ экспериментальных данных по разрушению материалов при
высокоскоростных, ударно-волновых видах нагружения показал несовер-
шенство традиционных квазистатических критериев разрушения. Соглас-
но классическому критерию критического напряжения (max

t
σ(t) ≤ σc, σc -

квазистатический предел прочности), считается, что разрушение происхо-
дит мгновенно при превышении σc. Однако, результаты высокоскоростных
экспериментов продемонстрировали, что критическое напряжение не яв-
ляется постоянной величиной и зависит от параметров прикладываемого
импульса. Это делает невозможным экстраполирование квазистатических
подходов на область динамических воздействий. В связи с этим, в настоя-
щее время разработаны альтернативные подходы, которые позволяют про-
гнозировать поведение материалов в условиях сверхкоротких импульсных
воздействий. К ним относится структурно-временной подход.

Для моделирования поведения прочностных характеристик материа-
лов будем пользоваться структурно-временным критерием, который был
предложен в [13–15]. Этот критерий основан на наборе инвариантных от-
носительно истории нагружения параметров и может быть сформулирован
в следующем виде:

1

τ

t∫
t−τ

F (ξ)

Fc
dξ ≤ 1, (1)

где F (ξ) - интенсивность местного силового поля, вызывающего разруше-
ние материала, Fc - квазистатический предел локального силового поля,
τ - инкубационное время, которое отвечает за предварительные процес-
сы, протекающие в теле перед образованием макроразрушения. Первый
момент времени при котором неравенство (1) обращается в равенство со-
ответствует времени разрушения t∗.

Ключевой особенностью используемого подхода является введение ин-
кубационного времени в качестве характеристики динамической прочности
материала. Параметр инкубационного времени τ является инвариантным
по отношению к истории нагружения. Таким образом, набор параметров
(Fc, τ) позволяет моделировать процесс разрушения.

Для бездефектных сред критерий (1) может быть переформулирован
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следующим образом
t∫

t−τ

σ(ξ)dξ ≤ σcτ. (2)

Здесь в качестве интенсивности силового поля F (ξ) взято напряжение
σ (ξ), действующее в образце.

Применение структурно-временного подхода даёт возможность объяс-
нить явления, характерные для динамических испытаний [16–18]. Сюда от-
носится эффект “задержки разрушения”. Он заключается в том, что разру-
шение может происходить после достижения максимума напряжений (см.
рис. 3). Данное явление соответствует основной идеи критерия инкубацион-
ного времени, которое заключается в том, что до образования разрушения
в материале протекают подготовительные (инкубационные) процессы. Тем
самым, возникновения разрушения характеризуется не мгновенным значе-
нием напряжения, а импульсом напряжений.

Рис. 3: Явление “задержки разрушения”, t∗ - время разрушения, σ∗ - на-
пряжение в момент разрушения.

1.1 Определение инкубационного времени

Подготовительные процессы, протекающие в материале перед разру-
шением, являются важными и имеют место как при квазистатических, так
и при быстрых, ударных воздействиях. В качестве одной из простейших
интерпретаций инкубационного времени рассмотрим случай, когда разру-
шение происходит при медленном (t∗ � τ ), линейном росте растягивающих
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напряжений
σ(t) = σ̇ · t ·H(t),

где σ̇ = const - скорость роста напряжений, H(t) - функция Хевисайда.
Подставляя выражение для σ(t) в (2) получаем, что время разрушения
t∗ = σc/σ̇ + τ/2 и критическое напряжение в момент разрушения σ∗ =

σ (t∗) = σc+ (σ̇τ) /2. При достаточно медленном воздействии (σ̇τ) /σc � 1,
напряжение в момент разрушения не существенно отличается от квазиста-
тического предела прочности, то есть σ∗ ≈ σc. Квазистатический предел
прочности достигается в момент времени tc = σc/σ̇. В таком случае инку-
бационное время можно определить из следующего выражения (см. рис.
4)

τ = 2 · (t∗ − tc)

Рис. 4: Временная зависимость напряжений в случае медленного, линейно-
го нагружения.
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2 Анализ динамической прочности бетона

Исследуем динамическую прочность бетона при помощи структурно-
временного критерия. В качестве инкубационного времени разрушения для
бетона примем τ = 70 мкс. Данные по скоростной зависимости предельных
напряжений получены из работ [19,20]. Часть экспериментов проводилась
на базе схемы Гопкинсона - Кольского, а в других проводились экспери-
менты по отколу.

2.1 Характеристики нагружающих импульсов при раз-

рушении бетона по схеме Гопкинсона - Кольского

При изучении разрушения материала по схеме Гопкинсона - Кольского
образец располагают между двумя длинными стержнями, которые имеют
предел текучести больший, чем у образца. Затем происходит воздействие
на систему из стержней и образца нагружающим импульсом. Данные о ха-
рактеристиках импульса получают на основе тензодатчиков, закрепленных
на стержнях. Схема экспериментальной установки представлена на рисун-
ке 5. Для исследования материалов на растяжение, образцы изготавливают
в виде гантелей [21]. Для предотвращения воздействия со стороны исход-
ной волны сжатия на образец, между стержнями устанавливают передаю-
щую шайбу. Волна сжатия, достигнув свободной поверхности “выходного
стержня”, сменяется на волну растяжения. Затем она доходит до образца
и деформирует его.

Рис. 5: Разрезной стержень Гопкинсона - Кольского [22].

В экспериментах использовались образцы, выполненные из бетона. Па-
раметры исследуемого материала сведены в таблицу 1.

Импульс измеренный на основе тензодатчиков приведен на рисунке 6
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Таблица 1: Параметры исследуемого бетона.

Параметр Значение

Модуль Юнга, E 38.9 · 109 Па
Квазистатическая прочность, σc 3.5 · 106 Па
Коэффициент Пуассона, ν 0.17
Плотность, ρ 2300 кг/м3

а). Будем рассматривать аппроксимацию исходного импульса в виде «тре-
угольника», заданного кусочно-линейной функцией (рис. 6 б).

a) б)

Рис. 6: Временные профили импульсов, а) - импульс из эксперимента, б) -
кусочно-линейная аппроксимация.

В таком случае временной профиль напряжений для аппроксимирован-
ного импульса задается следующим выражением

σ(t) =
A · t
T1
·[H(t)−H(t− T1)]+

A · (t− T2)
T1 − T2

·[H (t− T1)−H (t− T2)] , (3)

где A - амплитуда импульса, T1 - продолжительность участка роста на-
пряжений, T2 - общая продолжительность импульса, H(t) - ступенчатая
функция Хевисайда.

Исследуем возможность образования разрушения на участке нараста-
ния напряжений. Для этого рассмотрим характерный импульс, полученный
в эксперименте (см. рис 6). Его амплитуда A = 17 МПа, а продолжитель-
ность участка роста T1 = 55 мкс. Возникновение разрушения на участке
роста напряжений возможно при выполнении критерия (2) для интервала
времени [0 мкс, 55 мкс] (см. рис 7). В случае исследуемого импульса можно
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показать, что

55∫
0

σ(t)dt = 467.5 > σc · τ = 245,

следовательно, согласно структурно-временному критерию, разрушение про-
исходит на участке нарастания значений напряжения. Можно считать, что
для всех импульсов разрушение происходит при росте напряжения, так как
они имеют мало отличающиеся продолжительности участков роста напря-
жения при этом обладают большей амплитудой. В таком случае дальней-
шее моделирование динамической прочности бетона для экспериментов по
схеме Кольского - Гопкинсона можно проводить, рассматривая лишь пер-
вое слагаемое в (3).

Рис. 7: Импульс напряжения.

2.2 Скоростная зависимость прочности

Опираясь на рассуждения, приведенные в пункте 2.1, достаточно рас-
сматривать лишь участок нарастания напряжений, то есть

σ(t) =
A · t
T1
· [H(t)−H(t− T1)] . (4)

Подставляя выражение для σ(t) в структурно-временной критерий [23],
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получаем что

A∗
σc

=


2T1

2T1 − τ
, T1 ≥ τ,

2τ

T1
, T1 ≤ τ,

(5)

где A∗ - критическое напряжение, вызывающее разрушение.
Будем считать, что выполняется закон Гука, тогда σ(t) = E · ε(t), где

E - модуль Юнга. Дифференцируя закон Гука и (4) по времени можно
получить выражение для напряжений через скорость деформирования

σ(t) = E ε̇ t · [H(t)−H(t− T1)] ,

при этом скорость деформации связана с амплитудой и продолжительно-
стью следующим образом:

ε̇ =
A

E T1
. (6)

Выразим продолжительность T1 из (5) и подставим в (6), тем самым
получим, что

ε̇ =



A2
∗

2E σcτ
,

A∗
σc
≥ 2,

2 · (A∗ − σc)
E τ

, 1 ≤ A∗
σc
≤ 2,

или

A∗
σc

=



√
2Eε̇τ

σc
,

Eε̇τ

σc
≥ 2,

Eε̇τ

2σc
+ 1 , 0 ≤ Eε̇τ

σc
≤ 2.

(7)

Полученное соотношение (7) позволяет прогнозировать возникновение раз-
рушения в случае, когда нет влияния отраженных волн. При этом оно
включает в себя как область квазистатического нагружения, так и дина-
мическую область.

На рисунке 8 представлена вычисленная зависимость A∗/σc от ско-
рости деформирования из соотношения (7). На основании графика мож-
но видеть, что структурно-временной критерий позволяет прогнозировать

14



Рис. 8: Зависимость A∗/σc от ε̇.

возникновения разрушения как в области низких скоростей деформаций
(ε̇ ∼ 10−6 c−1), так и в области с высокой чувствительностью к изменению
скорости деформирования (ε̇ ∼

[
100 c−1 − 101 c−1

]
).

2.3 Откольное разрушение

Рассмотрим образец длины L, по которому производят воздействие удар-
ником. На рисунке 9 приведена классическая схема экспериментов по от-
кольному разрушению.

Рис. 9: Конфигурация эксперимента [12].

Будем рассматривать одномерную постановку задачи. В таком случае для
образца будет выполнено уравнение движения:

∂σ(x, t)

∂x
= ρ

∂2u(x, t)

∂t2
,

15



где ρ - плотность материала, σ(x, t), и u(x, t) - напряжение и перемещение
соответственно для сечения с координатой x в момент времени t. Диффе-

ренцированием по координате x и, учитывая, что σ = E · ∂u
∂x

(E - модуль
Юнга), можем прийти к следующему волновому уравнению с начальными
и граничными условиями:

∂2σ

∂x2
=

1

c2
∂2σ

∂t2
;

σ (0, t) = −A · f(t), σ (L, t) = 0;

σ(x, 0) = 0,
∂σ

∂t
(x, 0) = 0,

где f(t) - временной профиль напряжений, A - амплитуда профиля напря-
жений, c =

√
E/ρ - скорость звука для рассматриваемого материала. Реше-

ние волнового уравнения, согласно методу распространяющихся волн [24],
будет выглядеть следующим образом:

σ(x, t) = −
∞∑
n=0

[
A · f

(
t− 2nL

c
− x

c

)]
+
∞∑
n=1

[
A · f

(
t− 2nL

c
+
x

c

)]
,

где, первый ряд соответствует волнам сжатия, а второй волнам растяже-
ния. В случае откола, интерес представляют исходная волна сжатия и от-
раженная волна растяжения, так как последующие отражения не успевают
внести свой вклад в отрыв части образца. Связано это с тем, что, при про-
ведении экспериментов на откольное разрушение, длина импульса меньше
характерного размера образца, то есть c · T < L. Тогда

σ(x, t) = −A · f
(
t− x

c

)
+ A · f

(
t− 2L

c
+
x

c

)
.

Далее положим, что нуль по x соответствует свободной поверхности,
а время отсчитывается от момента прихода исходной волны сжатия на
свободную поверхность. Для этого применим следующее преобразование
координат:

t̃ = t− L

c
, x̃ = L− x. (8)
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В таком случае выражение для напряжений запишется так:

σ
(
x̃, t̃
)

= −A · f
(
t̃+

x̃

c

)
+ A · f

(
t̃− x̃

c

)
.

2.4 Эксперименты по отколу в бетоне

Для реализации откольного разрушения в бетоне использовалась изме-
ненная схема Гопкинсона-Кольского [20] (см. рис. 10). Основными элемен-
тами установки являются ударник, «входной стержень», образец. Воздей-
ствие ударника возбуждает волну сжатия, которая движется вдоль стерж-
ня. На границе стержень-образец часть сигнала передается в образец. Вол-
на сжатия, достигнув свободной поверхности образца, отражается волной
растяжения. В результате, в некоторых сечениях суммарное значение на-
пряжения может стать растягивающим, что способно привести к разруше-
нию образца.

Рис. 10: Схема экспериментальной установки для реализации откольного
разрушения. [20].

В эксперименте с помощью тензодатчиков измерялись напряжения, дей-
ствующие во «входном стержне», а также применялась лазерная интерфе-
рометрия для определения скорости свободной поверхности образца. При-
мер измеренной скорости свободной поверхности приведен на рисунке 11.

По скорости свободной поверхности v(t) можно восстановить напряже-
ние, действующее в образце [18]. Для волн сжатия и растяжения будет
выполнено

σinc(x, t) = −ρc
2
· v
(
t+

x

c

)
, σref(x, t) =

ρc

2
· v
(
t− x

c

)
.

Здесь σinc (x, t) - волна сжатия, σref (x, t) - волна растяжения. Тогда общее
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Рис. 11: Временной профиль скорости свободной поверхности [20].

напряжение в сечении с координатой x

σ(x, t) = σinc(x, t) + σref(x, t) =
ρc

2
·
[
v
(
t− x

c

)
− v

(
t+

x

c

)]
. (9)

Рассмотрим кусочно-линейную аппроксимацию для скорости свободной
поверхности, приведенной в работе [20], в следующем виде:

v (t) =
va
T1
·t·[H (t)−H (t− T1)]+

va
T1 − T2

·(t−T2)·[H (t− T1)−H (t− T2)] ,
(10)

где va - максимальное значение скорости свободной поверхности, T1 - про-
должительность участка роста скорости, T2−T1 - продолжительность участ-
ка спада скорости. Подставив (10) в (9), можно получить аппроксимиро-
ванное выражение для напряжения σ(x, t). Подстановка аппроксимирован-
ного импульса напряжений в структурно-временной критерий (2) позволя-
ет найти сечение в котором впервые возникнет разрушение. Результаты
численного моделирования приведены на рисунке (12). При расчете пара-
метры импульсов такие, как амплитуда и продолжительность брались в
соответствии с результатами, полученными в эксперименте [20].

Причиной возникновения явления стабилизации скоростной зависимо-
сти прочности является существование эффекта «задержки разрушения».
Так разрушение может произойти в случае, когда суммарное напряжение
в сечении x0, в течении некоторого времени не изменяется (см. рис 13).
При этом, изменение параметров исходного импульса может существенно
не повлиять на величину критического напряжения в момент разрушения,
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Рис. 12: Зависимость σ∗/σc от ε̇.

а лишь сменить место, в котором впервые выполнится условие критерия
(2).

Рис. 13: Пример возникновения разрушения с задержкой.
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3 Механизм возникновения эффекта стабили-
зации скоростной зависимости прочности

В рамках структурно-временного подхода рассмотрим частный случай
возникновения откольного разрушения и покажем для него возможность
наличия эффекта стабилизации скоростной зависимости прочности.

3.1 Откольное разрушение при фиксированной ампли-

туде импульса напряжений

Как и прежде, будем рассматривать напряжения, действующие в сече-
нии образца, в следующем виде:

σ(x, t) = σinc(x, t) + σref(x, t) = A ·
[
f
(
t− x

c

)
− f

(
t+

x

c

)]
,

где

f (ξ) =
ξ

T1
· [H (ξ)−H (ξ − T1)] +

ξ − T2
T1 − T2

· [H (ξ − T1)−H (ξ − T2)] .

В качестве выражения для скорости деформации растягивающего воздей-
ствия примем следующее

ε̇ =
A

T1 · E
,

тогда
lim

T1→ 0+
ε̇ (T1) = +∞.

Таким образом, при фиксированной амплитуде (A = const) за счёт умень-
шения продолжительности T1 можно получить сколь угодно большую ско-
рость деформации. Рассмотрим предельный случай, когда T1 = 0. Будем
считать, что разрушение осуществилось в ситуации, когда суммарное на-
пряжение в течение некоторого промежутка времени оставалось постоян-
ным (см. рис. 14).

Численный расчет продемонстрировал, что при незначительном увели-
чении T1 до определенного значения, критическое напряжение практически
не изменяется. Затем величина критического напряжения начинает расти.
Результаты расчетов приведены на рисунке 15.
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Рис. 14: Разрушения в случае T1 = 0.

Рис. 15: Зависимость σ∗/σc от ε̇.

Таким образом, продемонстрировано, что в случае когда импульс на-
пряжения имеет “резкий” участок роста последующее уменьшение продол-
жительности T1 не приводит к значительному изменению критического на-
пряжения. Тем самым показано наличие стабилизации откольной прочно-
сти при фиксированной амплитуде и малых значениях T1.
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4 Заключение

В настоящей работе был исследован эффект стабилизации скоростной
зависимости прочности. Рассмотрение аналитического решения одномер-
ной волновой задачи с последующим применением структурно-временного
критерия продемонстрировало, что явление стабилизации прочности явля-
ется расчетной характеристикой. Таким образом, отпадает необходимость
во введении “предельной динамической” прочности в качестве нового па-
раметра материала.

Явление стабилизации скоростной зависимости прочности было иссле-
довано на примере бетона. В результате была вычислена скоростная зави-
симость прочности в широком диапазоне скоростей деформации. Получен-
ные результаты находятся в хорошем соответствии с данными из экспери-
ментов.

Приведен пример откольного разрушения при фиксированной ампли-
туде, для которого при уменьшении продолжительности участка роста на-
пряжений наблюдается, что критическое напряжение, вызывающее разру-
шение, практически перестаёт изменяться.

Для проведения расчетов были написаны программы на языке програм-
мирования Python. В их основу был положен критерий инкубационного
времени. В случае откольного разрушения это позволяет определять кри-
тическое напряжение, время разрушения и соответствующее сечение об-
разца.

Работа позволяет сделать вывод о том, что в случае высокоскорост-
ных экспериментов основными параметрами характеризующими процесс
разрушения являются амплитуда приложенного импульса, а также про-
должительности участков роста и спада напряжений.

Практическая значимость исследования заключается в возможности
прогнозирования поведения материалов в широком диапазоне скорости де-
формирования без задействования сверхмощных вычислительных средств.
Рассмотрение проблемы разрушения с помощью структурно-временного
подхода позволяет определить прочность материала для множества раз-
личных видов нагружения.
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