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Введение

Эффективное развитие здравоохранения сегодня невозможно представить без информационных систем.

В настоящее время  Правительство России, Правительство Санкт-Петербурга рассматривают задачу информатизации здравоохранения как важнейшую и приоритетную. Она должна обеспечить пациенту большую доступность медицинской помощи и значительно облегчить работу врача.
В медицинских организациях продолжается внедрение медицинских информационных систем и переход на медицинскую документацию в электронном виде [23]. 

Медицинские информационные системы позволяют осуществлять сбор статистических данных, на основе которых можно осуществлять анализ, строить математические модели. К примеру, МИС Иркутского онкологического диспансера позволила на выборке из электронной лучевой истории отработать стандарт предоперационной лучевой терапии по таким параметрам, как фракционирование и способ облучения. Было выявлено, что для имеющихся условий проведения лучевой терапии, оптимальной схемой предоперационной лучевой терапии рака прямой кишки является схема динамического фракционирования и подвижные методы облучения [20].
Современные технологии позволяют автоматизировать повторяющиеся процессы, свести к минимуму человеческий фактор, добиться разделения труда между учреждениями и соединить их в единое целое. Определение целевых групп, рассылка приглашений, планирование, информирование клиентов, организация дополнительных исследований, анализ и надежное хранение данных, вывод статистики и возобновление процесса проходит без участия персонала.  

Информационные технологии предоставляют возможность создавать эффективные программы скринингов различных заболеваний, позволяющие выявить заболевания на ранних стадиях.

В Финляндии существуют программы скрининговых исследований, использующие методики и программное обеспечение компании COMMIT. Одна из таких национальных скрининговых программ,  помогла снизить смертность от рака груди в Финляндии в 4 раза за 20 лет. Суть программы заключается в проведении регулярных обследований всех жительниц страны в возрасте от 50 до 69 лет, у которых нет проблем со здоровьем. Для Финляндии это порядка  550 000 женщин. Раз в два года каждая из них получает по почте персональное приглашение пройти бесплатное обследование в местной поликлинике. Процесс выстроен максимально удобно для пациентки: выбрать день и время приема можно из дома, через Интернет, а результаты обследования присылают снова по почте [34]. В 2015 году в Санкт-Петербурге стартовал пилотный проект «Внедрение и изучение эффективности использования финской модели скрининга рака молочной железы в медицинских организациях». Но Комитетом здравоохранения Санкт-Петербурга решение о покупке программного обеспечения не было принято.

Специфика заболевания раком молочной железы такова, что в группу риска попадают женщины старшего возраста. Небольшое население и технические возможности Финляндии позволяют исследовать всех женщин от 50 до 69, поэтому вопроса отбора пациентов не стоит. А если рассмотреть проблему заболеваемости сахарным диабетом, то в группу риска попадают даже дети.  Распространение данного заболевания растет с каждым годом катастрофическими темпами.  Сегодня 422 миллиона человек во всем мире страдают от диабета. По данным ВОЗ  к 2030 году диабет станет 7-й причиной смерти во всем мире [35]. С 2012 года смертность от заболевания сахарным диабетом в Санкт-Петербурге возросла в 2.5 раза [18].

Сахарный диабет способствует развитию сердечнососудистых заболеваний, которые занимают первое место по причинам смертности в России (обгоняя даже онкологию) [11, 18].  

С 2013 по 2015 г Институтом диабета ФГБУ «Эндокринологический научный центр» Минздрава России велось исследование эпидемиологических показателей сахарного диабета. Сахарный диабет II типа выявлен у каждого 20-го участника исследования в России, а стадия преддиабета — у каждого 5-го. При этом около 50 % больных сахарным диабетом II типа не знают о своём заболевании [9].
Россия занимает 5 место по смертности от сахарного диабета во всем мире [35]. Программы скрининговых исследований сахарного диабета необходимы. Исследование всего населения требует серьезных капиталовложений, и экономически целесообразно только в группах с высокой степенью распространенности диабета. Поэтому актуально использование некоторого классификатора, который  будет делить все население (к примеру, города) на две группы – «больные» и «здоровые». Причем в группу «больных» должны попадать не только истинно больные пациенты, но и пациенты с повышенным риском наличия заболевания. Существует несколько моделей бинарных классификаторов: логит-модель, пробит-модель, гомпит-модель. Практический опыт показывает, что все они обладают примерно одинаковой точностью [1, 13, 29].  Данные модели используются в медицине и в скоринге [26].  В медицине помимо задачи классификации пациентов вышеприведенные модели используют для выявления наилучшего метода лечения для конкретного больного (определяется наивысшая вероятность выздоровления пациента  по нескольким тактикам лечения) [36]. 
В данной работе ставится задача построения прогноза (вероятности наличия заболевания сахарным диабетом) для пациентов, обладающих набором некоторых характеристик. В качестве математической модели (классификатора) была использована бинарная логистическая регрессия. Входными данными модели являются характеристики пациентов, выходными данными модели – вероятность наличия заболевания. Для построения модели необходима обучающая выборка (набор данных о пациентах с известными исходами). При переходе на электронное здравоохранение процесс сбора таких баз данных упростился. В работе использовались данные, полученные из Национального института диабета, болезней органов пищеварения и почек (США) [33]. На основании обучающей выборки была построена функция максимального правдоподобия. Для того чтобы определить неизвестные коэффициенты модели находился максимум логарифма функции максимального правдоподобия. Оптимизация функции проходила в два этапа: 1) случайный поиск (для получения приближенного глобального экстремума), 2) градиентный метод (для уточнения результатов, полученных с помощью случайного поиска). Были проведены проверки гипотез о значимости оценок коэффициентов, которые позволили исключить из логит-моделей статистически незначимые предикторы. Для оценки модели и выбора порога отсечения применялся ROC-анализ.
 В ходе исследования возникали и решались следующие вопросы: 

· Какие характеристики пациентов влияют на исход (наличие/отсутствие сахарного диабета)?

· Насколько снижается точность модели при исключении некоторых предикторов? 

· Какой порог отсечения выбрать?

Модель логистической регрессии могла бы быть использована в качестве инструмента одного из этапов программы скрининга сахарного диабета. Данная модель позволила бы оптимизировать количество исследуемых пациентов, отбирая лишь тех, кто попал в группу риска.
На рис. 1 приведена схема данной программы.
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Рис. 1. Схема программы скрининга
Логистическая модель может также использоваться страховыми компаниями, которые заинтересованы в оптимизации затрат в будущем на «упущенных» пациентах. 

С 2016 года поэтапно вводится институт страховых представителей в рамках исполнения поручений Президента Российской Федерации о создании пациентоориентированной модели здравоохранения [19]. Персонифицированное сопровождение каждого застрахованного, повышение защиты прав граждан — это задачи, которые решаются как раз при помощи нового института в системе ОМС. В обязанности страховых представителей входит привлечение граждан на прохождение диспансеризации, рассылка СМС-уведомлений, оптимизация маршрутизации обследуемых, анализ полученных результатов профилактической работы. Прогноз логистической модели мог бы мотивировать застрахованные лица пройти диспансеризацию.

Целью данной работы является построение логистической модели с оптимальным количеством предикторов и оптимальным порогом отсечения в задаче классификации пациентов с подозрением на сахарный диабет.

Настоящая работа прошла апробацию на международной научной конференции:

48 международной научной конференции аспирантов и студентов “Процессы управления и устойчивость”, 3-6 апреля 2018 г.
Глава I. Логит-модель и оценивание параметров

1.1. Логит-модель.
Цель диссертации состоит в построении логистической регрессии с бинарной зависимой переменной. Зависимая переменная принимает всего два значения 0 и 1 от набора предикторов. Обычная линейная регрессия может принимать и отрицательные значения и значения выше единицы. Поэтому для преобразования зависимой переменной используются некоторые функции распределения случайной величины, которые позволяют получать значение зависимой переменной в промежутке (0,1) [1, 22, 28, 30]. В данной работе рассматривается логит-преобразование.
Суть логистической регрессии заключается в анализе связи между несколькими независимыми переменными, называемыми регрессорами или предикторами, и зависимой переменной – откликом. Прогнозируемым откликом в этом случае является вероятность наступления события для конкретного испытуемого а) больной/здоровый, б) ухудшение состояния/улучшение состояния, в) исход тяжелой травмы благополучны/летальный и так далее. Значение прогнозируемого отклика, близкое к 0, говорит о малой вероятности наступления интересующего нас исхода, а значение, близкое к 1, говорит в пользу высокой вероятности наступления этого события. По логистической регрессионной модели положительный ответ дается при вероятности 
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 и отрицательный при вероятности <0.5. Следовательно, границей разделения на два класса в данной модели является вероятность, равная 0.5.
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[image: image7.wmf]n

i

,

1

=

. Логит-модель (рис. 1.1) представляется функцией

[image: image8.wmf]z

e

z

F

-

+

=

1

1

)

(

,                                                            (1.1)

где переменная 
[image: image9.wmf]m

m

x

x

z

b

b

b

+

+

+

=

L

1

1

0

, является линейной регрессией с вектором неизвестных параметров 
[image: image10.wmf]T

m

)

,...,

,

(

1

0

b

b

b

b

=

.

[image: image11]
Эта функцией является функцией от вектора предикторов и от вектора неизвестных параметров. Будем обозначать ее следующим образом
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1.2. Функция максимума правдоподобия (англ. maximum likelihood estimation)
Пусть дискретная случайная величина в результате 
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Составим функцию максимального правдоподобия для случая логистической регрессии: 
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Заметим, что 
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Тогда функция правдоподобия (1.2) можно представить в виде


[image: image32.wmf](

)

1

1

1

)

,

(

-

=

+

P

=

i

i

z

y

i

n

i

e

z

x

L

b

.

Рассмотрим логарифм от этой функции
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Функция (1.4) имеет выражение более удобное для вычислений. Для нахождения вектора неизвестных параметров 
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 будем максимизировать функцию (1.4). Метод оценивания неизвестного параметра путём максимизации функции правдоподобия или ее логарифма (максимумы их совпадают) называется методом максимального правдоподобия.
1.3. Статистические гипотезы

При изучении некоторых явлений с помощью определенной математической модели на основе полученных результатов требуется выдвинуть “гипотезу” (предположение) и проверить, насколько эта модель соответствует опытным данным.

В различных областях знаний – в экономике и медицине, технике и естествознании формулируют статистические гипотезы, которые затем проверяются статистическими методами [12,15,25].
Статистическая гипотеза – это утверждение о виде неизвестного распределения или о параметрах известного распределения. Статистические гипотезы проверяются по результатам выборки статистическими методами в ходе эксперимента (эмпирическим путем) с помощью статистических критериев.
В тех случаях, когда известен закон, но неизвестны значения его параметров (дисперсия или математическое ожидание) в конкретной ситуации, статистическую гипотезу называют параметрической. Гипотеза о предполагаемой величине параметра этого распределения проверяется статистическими методами.
Выдвинутую изначально гипотезу, подлежащую статистической проверке, называют нулевой или основной и обозначают через 
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. Гипотезу, альтернативную к нулевой, называют альтернативной или конкурирующей и обозначают через 
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.
Проверка статистической гипотезы осуществляется по данным выборки с помощью статистического критерия. Статистическим критерием называют случайную величину 
[image: image37.wmf]K

, которая служит для проверки гипотезы.

По данным выборки находится наблюдаемое значение критерия или статистика 
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.

Основной принцип проверки статистических гипотез
Основной принцип проверки статистических гипотез состоит в следующем:
1. Выдвигается нулевая гипотеза 
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 и альтернативная гипотеза 
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.
2. Задается уровень значимости критерия 
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. По уровню значимости определяются критические точки. Для двусторонней симметричной области они находятся по формулам: 
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, которому подчиняется, возможно, асимптотически, статистика 
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. По критическим точкам находится критическая область:
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Вычислим вероятности: 
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. Следовательно, заштрихованные области на рис. 1.2 имеют одинаковую площадь.
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3. Попадание численного значения статистики 
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 в критическую область говорит о противоречии имеющихся выборочных данных и нулевой гипотезы. В этом случае гипотеза 
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 отклоняется с вероятностью ошибки 
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. Принимается альтернативная гипотеза 
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. Если численное значение статистики 
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 не попадает в критическую область, то нет оснований отвергать нулевую гипотезу.
 1.4. Проверка гипотез о значимости параметров логит-модели

При нахождении неизвестных коэффициентов логит-регрессии необходимо производить проверку гипотез о значимости коэффициентов. Наиболее важным является проверка следующих гипотез 
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 подтвердилась с большой вероятностью, тогда предиктор 
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 удаляют из регрессии, если нет, то оставляют. Это дает возможность автоматически отсеяивать независимые переменные.
Для логит-модели существует ряд возможностей для оценки статистической значимости [1, 2, 12, 15, 25, 31]. Например, используется статистика отношения правдоподобия (likelihood ratio)
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 – значения логарифмической функции правдоподобия для оцененной модели, включающей все коэффициенты, и для модели, состоящей из одной константы. Значение 
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 должно превышать критическое значение Хи-квадрат с количеством степеней свободы, равным количеству факторов в модели.
Можно использовать критерий Вальда
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где 
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 – матрица констант, 
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 статистика 
[image: image69.wmf]W

 асимптотически подчиняется распределению Чи-квадрат с числом степеней свободы, равным числу тестируемых параметров, то есть равным числу строк матрицы 
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В настоящей работе проверку гипотез о значимости коэффициентов проведем с помощью 
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где 
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 – оценка стандартной ошибки регрессии, которая является диагональным элементом ковариационной матрицы
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 линейной регрессионной модели 
[image: image79.wmf]n

n

x

x

y

b

b

b

+

+

+

=

L

1

1

0

, найденная методом максимального правдоподобия. Вектор 
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 асимптотически подчиняются нормальному закону распределения [1, 16, 17. 32].
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Следовательно, статистики 
[image: image82.wmf]z

 является асимптотически нормально распределенной случайной величиной, причем 
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Обозначим альтернативную гипотезу следующим образом: 
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Зададим уровень значимости 
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Вычислим значение статистики 
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так как для 
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Глава II. Методы оптимизации

Проблема глобальной оптимизации является важнейшей задачей современной вычислительной и прикладной математики. Как показывает практика методы случайного поиска представляют собой единственный способ достижения цели при оптимизации многоэкстремальных задач [4, 5, 8, 24]. Методы случайного поиска не предполагают дифференцируемость целевой функции, вид множества оптимизации не имеет большого значения. Ограничения области поиска учитываются довольно просто. Если для полученной пробной точки не выполняются ограничения, она отбрасывается и моделируется новая точка.
Пусть требуется в области 
[image: image96.wmf]n

E

D

Ì

 
[image: image97.wmf]n

-мерного евклидова пространства  найти приближённо точку 
[image: image98.wmf]x

ˆ

, удовлетворяющую условию


[image: image99.wmf])

(

max

)

ˆ

(

x

x

x

f

f

D

Î

=

,                                      (2.1)

где функция 
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2.1. Случайный поиск, использующий равномерное распределение
Существует огромное количество приближённых методов отыскания максимума функции [5, 7, 8]. Многие из них находят довольно точно экстремальную точку, но локальный экстремум. В данной работе используется случайный поиск, который “просматривает” многомерную область оптимизации с помощью равномерно распределенных случайных точек.
Алгоритм простейшего случайного поиска
· Моделируем 
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равномерно распределенных в области 
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. Для этого определяем многомерный параллелепипед 
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 – независимые реализации равномерно распределенной случайной величины в промежутке (0,1). Если вектор 
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 попал в область 
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, то мы получили случайный равномерно распределенный вектор в области 
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. В противном случае моделируем другой случайный вектор.
· Получаем приближенное максимальное значения функции по следующему алгоритму.

Положим
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2.2. Доказательство сходимости простейшего случайного поиска

Пусть 
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Теорема 2.1 [7]. При 
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Следовательно, любую пробную точку из окрестности 
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 можно рассматривать как приближение к экстремальной точке 
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. Поэтому теорема 2.1 может служить доказательством сходимости простейшего случайного поиска.
2.3. Оценивание числа испытаний

Для оценивания числа испытаний 
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Тогда из этого неравенства найдем
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Целая часть этого числа и даст оценку числа испытаний
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Найдем значения числа испытаний от некоторых величин точности 
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 и составим таблицу 2.1. 
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                        Табл. 2.1. Значения числа испытаний в зависимости

от требуемой  точности отыскания экстремума
Простейший случайный поиск имеет простой алгоритм и легко сочетается с направленными методами, обеспечивая начальной точкой алгоритма поиска.

2.4. Градиентный метод

Предположим, что решается задача (2.1). Одним из наиболее распространенных методов максимизации, связанных с вычислением градиента, является метод, в котором проводится построение последовательности точек (релаксационная последовательность) [3, 10]
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где
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и 
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 – величина шага по градиенту. Неравенство (2.5) достигается подбором 
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 – вектор, полученный по процедуре простейшего случайного поиска экстремума функции (2.3), для которого значение целевой функции наибольшее.

Глава III. ROC-анализ
ROC (Receiver operating characteristic) анализ тесно связан с логистической регрессией и является завершающим этапом получения наиболее адекватной модели и оценки ее качества, позволяет выбрать модель с наилучшей прогностической силой [6, 27].
3.1. Специфичность, чувствительность и точность логит-модели
Исходные данные, на основе которых рассчитываются характеристики метода, задаются в виде четырехпольной таблицы, называемой матрицей классов (табл. 3.1).

В бинарной классификации каждое предсказание может иметь четыре исхода:

TP (True Positives) – верно классифицированные положительные примеры (истинно положительных случаи),

TN – (True Negatives) – верно классифицированные отрицательные примеры (истинно отрицательные случаи),

FP – (False Positives) – отрицательные примеры, классифицированные как положительные (ошибка II рода). Это ложное обнаружение, так как при отсутствии события ошибочно выносится решение о его присутствии (ложноположительных случаи),

FN – (False Negatives) – положительные примеры, классифицированные как отрицательные (ошибка I рода). Это так называемы “ложный пропуск” – это когда интересующее нас событие ошибочно не обнаруживается (ложноотрицательные примеры).

	Фактическое состояние объектов
	Решение по тестируемому методу 

	
	Положительное
	Отрицательное

	Положительное
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Таблица 3.1. Матрица классов
С помощью матрицы классов можно оценить точность модели, которая вычисляется по формуле:
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Введем два важных показателя эффективности модели.

1). Чувствительность (sensitivity) является отношением числа истинно положительных наблюдений к числу фактически положительных наблюдений: 
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2). Специфичность (specificity) определяется как отношение числа истинно отрицательных наблюдений к числу фактически отрицательных наблюдений:
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На основании этих показателей ROC-анализ представляет графическую методику оценивания эффективности модели.
Принято, что в логистической регрессионной модели прогноз положительного события дается при его вероятности 
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 и отрицательного – при его вероятности 
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. Таким образом, порог по разделению двух классов (cutoff) равен 
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Величина  cutoff может меняться в пределах от 0 до 1. Построим sensitivity и specificity в зависимости от cutoff по формулам (3.2) и (3.3) соответственно. На рис. 3.1 кривая красного цвета отражает изменение значения sensitivity в зависимости от cutoff, а кривая зеленого цвета – значения specificity.

[image: image180]
Следует заметить, что при возрастании специфичности чувствительность убывает, поскольку при возрастании порога отсечения количество истинно классифицированных отрицательных случаев растет,  а количество истинно классифицированных положительных случаев снижается.

Точка пересечения этих кривых дает значение оптимального значения отсечения, то есть оптимального порога разделения двух классов, и уравновешивает показатели чувствительности, специфичности, качества модели.

3.2. Выбор порога отсечения по разделению двух классов
Существуют разные критерии выбора порога отсечения, связанные с оптимальной стратегией конкретной задачи. В качестве критериев могут выступать следующие критерии:

1. Требование минимальной величины чувствительности (специфичности) модели

2. Требование максимальной суммарной чувствительности и специфичности модели

3. Требование баланса между чувствительностью и специфичностью

4. Требование минимизации цены ошибок (когда ошибкам I и II рода назначается вес)
Важно отметить, что в медицине, где модель классификации пациентов называется диагностическим тестом, высокая чувствительность выражается в гипердиагностике – максимальном предотвращении пропуска больных пациентов, а специфичность выражается в максимальном выявлении доподлинно больных пациентов. Это важно понимать, в случае, когда, например, лечение пациента связано с применением препаратов, обладающих серьезными побочными эффектами.

3.3. ROC-кривая и показатель качества логистической модели
Построим ROC-кривую, которая отражает качество логистической модели (рис. 3. 2). Диаграмма строится в координатах (1-Specifity) и Sensitivity. ROC-кривая является параметрической кривой. Специфичность и чувствительность это независимые характеристики и зависят от одного параметра – порога отсечения. Порог отсечения, как и вероятность, варьируется от 0 до 1 с шагом (например. 0.01). Меняя порог отсечения, получаем набор точек, которые и изображены на графике 3.2.


[image: image181]
На рис. 3.2 цвет графика соответствует значению параметра (порога отсечения). Оптимальный параметр должен максимизировать чувствительность и специфичность. Следовательно, оптимальный параметр соответствует точке на графике, которая максимально приближена к верхнему левому углу пространства построения.

Также для анализа модели интересен показатель AUC (area under ROC curve). Этот показатель определяется площадью под кривой (может быть определен методом трапеций). Максимальное значение AUC может быть равным 1, когда 1-Specifity и Sensitivity будут равны 1. В таблице 3.2 приведены показатели  AUC с соответствующими оценками модели [21, 22].
	AUC
	Качество модели

	0.9-1.0
	Отличное

	0.8-0.9
	Очень хорошее

	0.7-0.8
	Хорошее

	0.6-0.7
	Среднее

	0.5-0.6
	Плохое


Таблица 3.2. Показатель AUC
Следует отметить, что показатель AUC применяют для сравнения нескольких моделей, он не несет никакой информации о чувствительности и специфичности.
3.4. Диаграммы  размаха значений предикторов
Ящик с усами, диаграмма размаха (англ. box-and-whiskers diagram or plot, boxplot) — представляет одномерное распределение вероятностей [1].
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На рис. 3.3 изображены два «ящика с усами» для выборок из двух групп: больные, здоровые.

Линия в ящике обозначает медиану.
Нижняя и верхняя грань прямоугольника (типа ящика) соответствует первому и третьему квартилю (значениям, отделяющим ¼ и ¾ выборки). Расстояние между 1-м и 3-м квартилем – это межквартильный размах или расстояние. 

Горизонтальные черточки на конце «усов» – максимальное и минимальное значение.

На рисунке могут быть отдельные точки – это выбросы.

Глава IV. Численные результаты
В медицинской науке и практике одним из решающих является вопрос диагностики. Предметом изучения данной работы является метод диагностики, разработанный с помощью логистической регрессии, а в качестве инструмента оценки используется метод ROC анализа (Receiver operating characteristic). ROC анализ тесно связан с логистической регрессией и является завершающим этапом получения наиболее адекватной модели и оценки ее качества [6].
Наряду с дисперсионным анализом, регрессионным анализом весомое место занимает логистическая регрессия как разновидность множественной регрессии. Суть логистической регрессии заключается в анализе связи между несколькими независимыми переменными, называемыми регрессорами или предикторами, и зависимой переменной – откликом. Логистическая регрессия применяется в случае, когда зависимая переменная является бинарной, то есть принимает только два значения. Прогнозируемым откликом в этом случае является вероятность наступления события для конкретного испытуемого а) больной/здоровый, б) ухудшение состояния/улучшение состояния, в) исход тяжелой травмы благополучны/летальный и так далее. Значение прогнозируемого отклика, близкое к 0, говорит о малой вероятности наступления интересующего нас исхода, а значение, близкое к 1, говорит в пользу высокой вероятности наступления этого события. По логистической регрессионной модели положительный ответ дается при вероятности >0.5 и отрицательный при вероятности <0.5. Для более точного решения поставленной задачи используется ROC-кривая, которая позволяет дать более точную оценку качеству модели по разделению двух классов.

Решение прогностической задачи было проведено с помощью компьютерных расчетов для логистической регрессионной модели и ROC-анализа для набора данных о пациентах с подозрением на сахарный диабет. Эти данные были предоставлены Национальным институтом диабета, болезней органов пищеварения и почек [33]. Результаты представлены в виде таблиц и графиков.
4.1. Выборка данных о пациентах с подозрением на сахарный диабет
Имеется набор данных о пациентах с подозрением на сахарный диабет. Объем выборки составляет 392 случая, из них количество случаев с наличием заболевания 130, с отсутствием заболевания – 262. В данной выборке имеются семь предикторов (характеристик пациентов):

1. Уровень глюкозы в крови (ммоль/л)

2. Диастолическое артериальное давление (мм рт. ст.) 

3. Толщина складки кожи трицепса (мм)

4. Показатель инсулина (мкЕД/мл)

5. Индекс массы тела (кг/м^ 2)

6. Коэффициент родословная диабета

7. Возраст (лет)

Коэффициент родословной диабета (DPF) вычисляется по формуле [33]:
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где i - номер родственника, имеющего заболевание,

j - номер родственника, не имеющего заболевание,


[image: image184.wmf]x
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- процент генов пациента, разделяемых с родственником:

0.5 - родственник является родителем или братом/сестрой,

0.25 -  родственник является родителем родителя или сводным братом/сестрой, братом/сестрой родителя,

0.125 - родственник является двоюродным братом/сестрой родителя,
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 - возраст родственника в годах, когда был диагностировано заболевание,
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 - возраст родственника на дату диагностики [33].
В таблице 4.1 представлены некоторые значения данной выборки.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



   Представление попарных зависимостей: глюкозы от возраста, массы тела, коэффициента родословной, артериального давление, толщины складки трицепса, инсулина.
Для заболеваемости сахарным диабетом показатель уровня глюкозы в крови играет первую роль. Интересно посмотреть, как соотносится этот показатель с каждым из других предикторов, таких как возраст, масса тела, коэффициент родословной, артериальное давление, толщина складки трицепса, инсулин. Эти зависимости представлены на рис. 4.1 – 4.6.
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На рис. 4.1 – 4.6 можно заметить, что некоторые показатели, а именно: диастолическое артериальное давление, толщина складки трицепса, показатель инсулина, не связаны со статусом пациента. Видно, что случаи положительного и отрицательного результата по данным показателям распределены смешанно. 

Разброс значений предикторов для двух групп

Следующие рис. 4.7 – 4.13 являются диаграммами размаха значений каждого из рассматриваемых предикторов для двух групп: больные, здоровые. Они составлены по аналогии с рис. 3.3.
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Из диаграммы на рис. 4.7  видно, что больных пациентов больше с повышенным уровнем глюкозы в крови. Однако в группе здоровых пациентов имеются выбросы (случаи, когда пациент с повышенным уровнем глюкозы в крови относится к группе здоровых пациентов).

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Из диаграммы на рис. 5.8 видно, что больных пациентов больше с повышенным диастолическим артериальным давлением, но разница с группой здоровых пациентов не велика. 
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Из диаграммы на рисунке 5.9 видно, что больных пациентов больше с повышенным показателем толщины складки кожи трицепса. В выборке имеется по одному выбросу в каждой группе. 
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



На рис. 4.10 видно, что значения «показателя  инсулина» в выборке имеют множество выбросов, но в среднем у больных пациентов данный показатель выше.
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



На рисунке 4. 11 видно, что в данной выборке квартили распределения индекса массы тела в группе здоровых пациентов «шире» чем квартили распределения индекса массы тела в группе больных пациентов, также имеются выбросы. Значение медианы в группе больных выше, чем в группе здоровых.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Больных пациентов больше с повышенным коэффициентом родословной диабета (см. рис. 4.12). 

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Из диаграммы на рисунке 4.13 видно, что больных пациентов больше в старшем возрасте. В группе больных отсутствуют выбросы. 
Описательная статистика имеющихся данных обобщенно представлена в таблице 4.2.
	Выборочные характеристики
	Предикторы

	
	 Уровень глюкозы в крови (ммоль/л)
	Диастолическое артериальное давление (мм рт. ст.)
	Толщина складки кожи трицепса (мм)
	Показатель инсулина (мк ЕД/мл) 
	Индекс массы тела (кг/м^2) 
	Коэффициент родословной диабета
	Возраст (лет)

	Минимальное значение
	3,1
	24
	7
	14
	18,2
	0,085
	21

	1-ый квартиль
	5,5
	62
	21
	76,8
	28,4
	0,269
	23

	Медиана
	6,6
	70
	29
	125,5
	33,2
	0,449
	27

	Среднее
	6,8
	70,7
	29,2
	156,1
	33,1
	0,523
	30,86

	3-ий квартиль
	7,9
	78
	37
	190
	37,1
	0,687
	36

	Максимальное значение
	11
	110
	63
	846
	67,1
	2,42
	81


Таблица 4.2. Описательная статистика исходных данных логистической модели
4.2. Одномерная логистическая модель

Из диаграмм рассеяния было видно, что самый влияющий на появление болезни сахарным диабетом является уровень глюкозы в крови, поэтому рассмотрим одномерную задачу, с одной характеристикой пациента: уровень глюкозы в крови.
Постановка задачи
Постановка задачи заключается в определении с помощью логистической регрессии вероятности заболевания пациента сахарным диабетом, зная уровень глюкозы в крови данного пациента
В таблице 4.3 представлены некоторые значения выборки наблюдений.

	Уровень глюкозы в крови 
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	Наличие заболевания 
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	4.9
	0(здоров)                 

	7.6
	1(болен)                 

	4.3
	1(болен)                 

	10.9
	1(болен)                 

	10.5
	1(болен)                 

	9.2
	1(болен)                 

	6.6
	1(болен)                 

	5.7
	0(здоров)                 

	6.4
	1(болен)                 

	7.0
	0(здоров)                 

	7.9
	1(болен)                 


Таблица 4.3  Значения уровня глюкозы в крови у пациентов

Данная задача одномерна, имеется лишь один предиктор, поэтому функция максимального правдоподобия (1.4) примет следующий вид:
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Для нахождения неизвестных параметров 
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 будем находить максимум по этим параметрам функции (4.2). Сначала, используя метод случайного поиска, по алгоритму (2.3) найдем 
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Логарифм функции максимального правдоподобия 
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 представлен на рис. 4. 14.
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Рис. 4.14. Логарифм функции максимального правдоподобия для одномерной задачи
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Рис. 4.15(а). Логарифм функции максимального правдоподобия для одномерной задачи
На рис. 4.15(а) логарифм функции максимального правдоподобия представлен в области значений параметров, которые удовлетворяют уравнению 
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, то есть в области значений, близких к границе разделения двух групп.

Далее воспользуемся градиентным методом и по формуле (2.6) уточним результаты (4.3), которые будем использовать как начальные значения коэффициентов. В результате спуска получили следующие результаты: максимум логарифма функции правдоподобия равен
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коэффициенты регрессии равны
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На рис. 4.15(б) представлен график логарифма функции максимального правдоподобия на интервалах значений коэффициентов близких к 
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Рис. 4.15(б). Функция максимального правдоподобия для одномерной задачи
В итоге, зная значения оптимальных параметров (4.6), получаем модель логистической регрессии для данной задачи:
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Воспользуемся данной моделью, для определения вероятностей заболеваний пациентов, имеющих уровень сахара в крови 12 ммоль/л и 5 ммоль/л.
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Первый пациент с вероятностью 0.96 болен, второй пациент здоров с вероятностью 0.9.

На рисунке 4.16(а) представлен график сигмоид-функции (функции распределения вероятности).
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Рис. 4.16(а). Сигмоид-функция

Значение предиктора соответствующего 
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) является точкой деления исходных данных на две группы (см. рис. 4.16(б)).
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Рис. 4.16(б). Граничная точка 
Точка 
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 является граничной функцией в данной одномерной задаче.

	Данные о пациентах
	Выходные данные модели

	Тип группы пациентов
	№ 
	Уровень сахара в крови  
	Наличие заболевания 
	Вероятность наличия заболевания

	Обучающая группа пациентов
	1
	4.9
	0
	0.09

	
	2
	7.6
	1
	0.43

	
	3
	4.3
	1
	0.06

	
	4
	10.9
	1
	0.91

	
	5
	10.5
	1
	0.87

	
	6
	9.2
	1
	0.72

	
	7
	6.6
	1
	0.25

	
	8
	5.7
	0
	0.15

	
	9
	6.4
	1
	0.23

	
	10
	7.0
	0
	0.32

	
	11
	7.9
	1
	0.49

	Группа пациентов, для которых необходимо сделать прогноз
	12
	8.7
	 
	0.63

	
	13
	4.2
	 
	0.05

	
	14
	17
	 
	0.99

	
	15
	5.6
	 
	0.14

	
	16
	6
	 
	0.18

	
	17
	5.9
	 
	0.17

	
	18
	5.8
	 
	0.16

	
	19
	3
	 
	0.02

	
	20
	10
	 
	0.82


Таблица 4.4 Сравнение результатов модели с исходными данными
В таблице 4.4 приведены результаты прогнозирования одномерной логит-модели по следующему правилу. Находим по логистической модели (4.6) значение вероятности. Построим таблицу количества истинных и ложных прогнозов по следующему правилу:
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В качестве 
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выберем значение 0.5, что означает, что мы прогнозируем наличие заболевания у пациента, если на выходе логистическая модель дала вероятность выше или равную 0.5.
Составим четырехпольную таблицу  или матрицу классов по аналогии с таблицей 3.1.
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	Количество
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	68(TP)
	62 (FN)
	130
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	29(FP)
	233(TN)
	262

	Количество
	97
	295
	392


Таблица 4.5 Матрица классов, соответствующая порогу
[image: image234.wmf]5

.

0

=

cutoff


Как видно из таблицы 4.5, модель (4.6) допускает 29 ошибок II рода  и 62 ошибок I рода на данной обучающей выборке. Общий показатель успеха (Оverall success rate) представляет собой число правильно классифицированных наблюдений, отнесенное к общему числу наблюдений: 
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Таким образом, точность данной одномерной модели составляет 76.8%.
4.3. Двумерная логистическая модель

Диаграммы рассеяния показывают, что возраст является влияющим на появление заболевания сахарным диабетом, поэтому добавим в логит-модель еще один предиктор, то есть рассмотрим двумерную задачу, с двумя характеристиками: возраст пациента и уровень глюкозы в крови.
Постановка задачи
Требуется определить с помощью логистической регрессии вероятность заболевания пациента сахарным диабетом, зная уровень сахара в крови и возраст данного пациента.

В таблице 4.6 представлены некоторые значения данной выборки. 

	Возраст (лет) 
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	Уровень глюкозы в 
крови (ммоль/л) 
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	Наличие заболевания 
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	21
	4.9
	0 (здоров)                 

	33
	7.6
	1 (болен)                 

	26
	4.3
	1 (болен)                 

	53
	10.9
	1 (болен)                 

	59
	10.5
	1 (болен)                 

	51
	9.2
	1 (болен)                 

	31
	6.6
	1 (болен)                 

	33
	5.7
	0 (здоров)                 

	32
	6.4
	1 (болен)                 

	27
	7
	0 (здоров)                 

	51
	7.9
	1 (болен)                 


Таблица 4.6 Значения уровня глюкозы в крови, возраста и наличия заболевания
Имеется два предиктора, данная задача является двумерной. Для этого случая логарифм функции максимального правдоподобия (1.4) примет следующий вид: 
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(4.8)
Требуется найти коэффициенты линейной регрессии 
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, входящие в целевую функцию (4.8) нелинейно. Эту задачу будем решать в два этапа.

Первый этап. Для получения глобального экстремума функции имеет смысл применить сначала случайный поиск [7]. Для этого используем реализации случайного равномерно распределенного вектора в области  изменения вектора 
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}. По алгоритму (1.4) получаем максимум функции (4.8)
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который достигается при следующих коэффициентах регрессии:
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Второй этап. Применим градиентный метод и по формулам (2.6) с начальными данными (4.10) получим уточненные результаты оптимизации:
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В результате, модель логистической регрессии для данной задачи будет иметь следующий вид:

[image: image249.wmf]2

1

688

.

0

051

.

0

164

.

7

1

1

)

1

(

x

x

e

x

у

F

-

-

+

=

=

.                                   (4.13)
Воспользуемся моделью (4.13) для определения вероятностей заболеваний пациентов в возрасте 12 лет, имеющих уровень сахара в крови 12.6 ммоль/л и 5.6 ммоль/л.
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Первый пациент с вероятностью 0.89 болен, второй пациент здоров с вероятностью 0.94. 

Применим модель (4.13), для определения вероятностей заболеваний пациентов, имеющих уровень сахара в крови 5.8 ммоль/л. в возрасте 24 лет и 13 лет.
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[image: image253.wmf]48
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Первый пациент 24 лет болен с вероятностью 0.49, второй пациент болен с вероятностью 0.48

На рисунках 4.17-4.18 представлены графики сигмоид-функции (распределения вероятности).
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Рис. 4.17 Грифик сигмоид-функции для двумерной задачи
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Рис. 4.18 Грифик сигмоид-функции для двумерной задачи
Прямая
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) является границей деления исходных данных на две группы (см. рис. 4.19).
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Рис. 4. 19 Граничная прямая двумерной логит-модели     
Пациентов, значения предикторов которых принадлежат данной прямой, модель классифицировать не может. Прогноз будет равен 50%.
В таблице 4.7 представлены результаты прогнозирования логистической модели (4.13).

	Данные о пациентах
	Выходные данные модели

	Тип группы пациентов
	№ 
	Возраст
	Уровень глюкозы в крови  
	Наличие заболевания
	Вероятность наличия заболевания

	Обучающая группа пациентов
	1
	21
	4.9
	0
	0.06

	
	2
	33
	7.6
	1
	0.44

	
	3
	26
	4.3
	1
	0.05

	
	4
	53
	10.9
	1
	0.95

	
	5
	59
	10.5
	1
	0.95

	
	6
	51
	9.2
	1
	0.85

	
	7
	31
	6.6
	1
	0.25

	
	8
	33
	5.7
	0
	0.17

	
	9
	32
	6.4
	1
	0.24

	
	10
	27
	7.0
	0
	0.27

	
	11
	51
	7.9
	1
	0.71

	Группа пациентов. для которых необходимо сделать прогноз
	12
	12
	12.6
	 
	0.89

	
	13
	12
	5.6
	 
	0.06

	
	14
	24
	5.8
	 
	0.12

	
	15
	13
	5.8
	 
	0.07

	
	16
	36
	6
	 
	0.23

	
	17
	36
	5.9
	 
	0.22

	
	18
	70
	6.3
	 
	0.67

	
	19
	45
	5
	 
	0.19

	
	20
	62
	16.1
	 
	0.99


Таблица 4. 7 Сравнение результатов двумерной модели с исходными данными

Составим так же, как таблицу 3.1 следующую таблицу матрицу классов с порогом 
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	Количество
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	74(TP)
	56 (FN)
	130
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	28(FP)
	234(TN)
	262

	Количество
	102
	290
	392


Таблица 4.8 Матрица классов, соответствующая порогу 0.5

Как видно из таблицы 4.8 модель (4.13) допускает 28 ошибок II рода и 56 ошибок I рода на данной обучающей выборке. Общий показатель успеха (Оverall success rate) представляет собой число правильно классифицированных наблюдений, отнесенное к общему числу наблюдений:
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Точность двумерной модели составит 78.6%. На рис. 4.20 визуализированы результаты прогнозирования логистической модели с порогом 0.5. Правильно классифицированные случаи обозначены зеленым цветом, ошибочно классифицированные случаи – красным.
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Рис. 4. 20 Ошибки классификации двумерной логит-модели с порогом 
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Порог отсечения 
В методе логистической регрессии порог отсечения определяется как 
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 и таблицу количества истинных и ложных прогнозов определяют по следующему правилу:
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Для более оптимального решения, соответствующего специфике поставленной задачи, используется ROC-анализ (Receiver operating characteristic) [6, 21, 22]. При изменении порога отсечения, варьируется вероятность правильной классификации пациентов на две группы. При уменьшении точки отсечения увеличивается вероятность ошибочного распознавания положительных наблюдений, называемых ложноположительными исходами (модель относит здорового пациента в класс больных). Аналогично, при увеличении точки отсечения возрастает вероятность неправильной классификации отрицательных наблюдений, называемых ложноотрицательными исходами (модель относит больного пациента в группу здоровых).

ROC-анализ представляет собой графическую методику оценивания эффективности модели с помощью двух показателей – специфичности и чувствительности. Рассчитаем, соответственно, по формулам (3.2) и  (3.3) чувствительность (sensitivity) и специфичность (specificity) для порога отсечения 
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Для нахождения более точного порога отсечения построим графики чувствительности и специфичности на одной плоскости (см. рис. 4.21). Горизонтальная ось (Cutoff) соответствует порогу отсечения.
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Рис. 4.21. Чувствительность и специфичность двумерной логит-модели

Точка пересечения двух графиков является оптимальным порогом отсечения [6]. Добавим показатель точности или общей эффективности классификации модели (Overall successrate), который найдем по формуле (3.1)
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Рис. 4. 22. Чувствительность, специфичность и точность двумерной логит-модели
Как видно из графика на рис. 4.22 оптимальный порог отсечения соответствует Cutoff=0.3. Построим ROC-кривую, которая отражает качество логистической модели (рис. 4.23). Этот график строиться в координатах
(1-Specifity) и Sensitivity.
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Рис. 4.23 ROC-кривая двумерной логит-модели

ROC-кривая является параметрической кривой. Специфичность и чувствительность являются независимыми характеристиками, но каждая зависит от порога отсечения Cutoff. Порог отсечения, как и вероятность, варьируется от 0 до 1 с шагом, например, 0.01. На рис. 4.23 цвет графика соответствует значению параметра (порога отсечения). Теоретически оптимальными являются Specifity=1 и Sensitivity=1. В установленных координатах оптимальной точкой на рис. 4.23 есть верхний левый угол. Но практически такой точкой является точка на графике, которая максимально приближена к верхнему левому углу пространства построения.

Показатель AUC (area under ROC curve)
Также для анализа модели интересен показатель AUC (area under ROC curve). Этот показатель определяется площадью под кривой (может быть определен методом трапеций). В построенной модели показатель равен 0.83, что по таблице 3.2 соответствует хорошему классификатору.
Следует отметить, что показатель AUC применяют для сравнения нескольких моделей, он не несет никакой информации о чувствительности и специфичности.

Итак, ROC-анализ показал, что оптимальным порогом отсечения (в данной задаче), является 
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Построим матрицу классов, соответствующую данному порогу отсечения (таблица 4.9).
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	Количество
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	96(TP)
	34 (FN)
	130
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	63(FP)
	199(TN)
	262

	 
	159
	233
	392


 Таблица 4.9 Матрица классов порога 0.3

Рассчитаем основные показатели модели при 
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На рисунке 4.24 визуализированы результаты прогнозирования логистической модели с порогом 0.3. Правильно классифицированные случаи обозначены зеленым цветом, ошибочно классифицированные случаи – красным.
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Рис. 4. 24 Ошибки классификации двумерной логит-модели  с порогом 0.3
Как видно при сравнении таблиц 4.8 и таблицы 4.9, мы избавились от некоторых ошибок I рода, но приобрели ошибки II рода. При изменении порога отсечения общая точность модели снижается на 3%. Специфичность снижается на 13%, а чувствительность повышается на 17%.  Так как событие, связанное с положительным исходом, является для нашей выборки редким (130 случаев из 392), то издержки ложноотрицательных ошибок обычно больше, чем издержки ложноположительных. Поэтому для таких случаев порог отсечения должен задаваться ниже, чем 0.5.
Существуют разные критерии выбора порога отсечения, связанные с оптимальной стратегией конкретной задачи. В качестве критериев могут выступать:

· Требование минимальной величины чувствительности (специфичности) модели
· Требование максимальной суммарной чувствительности и специфичности модели
· Требование баланса между чувствительностью и специфичностью
· Требование минимизации цены ошибок (когда ошибкам I и II рода назначается вес)
Важно отметить, что в медицине, где модель классификации пациентов называется диагностическим тестом, высокая чувствительность выражается в гипердиагностике – максимальном предотвращении пропуска больных пациентов, а специфичность выражается в максимальном выявлении доподлинно больных пациентов. Это важно понимать, в случае, когда, например, лечение пациента связано с применением препаратов, обладающих серьезными побочными эффектами.
Проверка гипотез о значимости коэффициентов регрессии

Следуя теории о выделении значимых коэффициентов логистической регрессии, изложенной в пункте 1.3 Главы I, получим двустороннюю критическую область для каждого коэффициента 
[image: image289.wmf]2

,

1

,

0

,

0

=

=

i

i

b

 по формуле (1.5). Будем использовать статистику (1.6), распределенную по стандартному нормальному закону. Выберем уровень значимости 
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. В таблице 4.10 приведены значения z статистики и значения коэффициентов логистической регрессии.

	Наименование коэффициента
	Оценка 

коэффициента
	Стандартная ошибка
	Статистика Z

	
[image: image291.wmf]0

b

 
	-7.17
	0.72
	-9.9

	
[image: image292.wmf]1
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	0.05
	0.01
	3.9
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	0.69
	0.09
	7.9


Таблица 4.10 Статистики z для коэффициентов двумерной логит-модели

Статистики 
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 для каждого коэффициента регрессии попали в критическую область 
[image: image295.wmf](

)

(

)

¥

È

-

¥

-

,

96

.

1

96

.

1

,

, следовательно, при уровне значимости равном 
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 все коэффициенты регрессии являются значимыми.
4.4. Логистическая модель с 7 предикторами
Обучающая выборка была получена из Национального института диабета, болезней органов пищеварения и почек, и изначально предполагалось, что все имеющиеся характеристики пациентов влияют на исход, поэтому рассмотрим задачу, со всеми имеющимися характеристиками: 
1. Уровень глюкозы в крови (ммоль/л)

2. Диастолическое артериальное давление (мм рт. ст.) 

3. Толщина складки кожи трицепса (мм)

4. Показатель инсулина (мкЕД/мл)

5. Индекс массы тела (кг/м^ 2)

6. Коэффициент родословная диабета

7. Возраст (лет)

Постановка задачи
Требуется определить с помощью логистической регрессии вероятность заболевания пациента сахарным диабетом, зная значения 7 характеристик пациентов.

В данной задаче логарифм функции максимального правдоподобия принимает следующий вид: 
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Требуется найти коэффициенты линейной регрессии  
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. входящие в целевую функцию (4.14) нелинейно. Эту задачу будем решать в два этапа.
Первый этап. Для получения глобального экстремума функции имеет смысл применить сначала случайный поиск [7]. Для этого используем реализации случайного равномерно распределенного вектора 
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По алгоритму (1.4) получаем максимум функции (4.14)
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который достигается при следующих коэффициентах регрессии:
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Второй этап. Применим градиентный метод и по формулам (2.6) с начальными данными (4.16) получим уточненные результаты оптимизации:
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и коэффициенты регрессии равны:
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      (4.18)
В результате, модель логистической регрессии для данной задачи представляется следующим образом:
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Воспользуемся моделью (4.19) для определения вероятностей заболеваний пациента, обладающего следующими значениями характеристик:

уровень сахара в крови  –  5.5 ммоль/л ;

диастолическое артериальное давление  – 90 мм рт. ст.;

толщина складки кожи трицепса – 50 мм;

показатель инсулина – 83 мк ЕД/мл;

индекс массы тела – 44.5;

коэффициент родословной диабета – 2.3;

возраст – 20 лет.
Получаем
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Следовательно, пациент болен с вероятностью 0.68.

В таблице 4.11 представлены результаты прогнозирования логистической модели.
	Данные о пациентах
	Выходные данные модели

	Тип группы пациентов
	№ 
	 Уровень глюкозы в крови (ммоль/л)
	Диастолическое артериальное давление (мм рт. ст.)
	Толщина складки кожи трицепса (мм)
	Показатель инсулина (мк ЕД/мл) 
	Индекс массы тела (кг/м^2) 
	Коэффициент родословной диабета
	Возраст (лет)
	Наличие заболевания
	Вероятность наличия заболевания

	Обучающая группа пациентов
	1
	4.9
	66
	23
	94
	28.1
	0.167
	21
	0
	0.03

	
	2
	7.6
	40
	35
	168
	43.1
	2.288
	33
	1
	0.92

	
	3
	4.3
	50
	32
	88
	31
	0.248
	26
	1
	0.04

	
	4
	10.9
	70
	45
	543
	30.5
	0.158
	53
	1
	0.92

	
	5
	10.5
	60
	23
	846
	30.1
	0.398
	59
	1
	0.89

	
	6
	9.2
	72
	19
	175
	25.8
	0.587
	51
	1
	0.78

	
	7
	5.7
	30
	38
	83
	43.3
	0.183
	33
	0
	0.28

	
	8
	5.4
	66
	15
	140
	23.2
	0.487
	22
	0
	0.04

	
	9
	8.1
	82
	19
	110
	22.2
	0.245
	57
	0
	0.56

	
	10
	5.6
	88
	60
	110
	46.8
	0.962
	31
	0
	0.56

	Группа пациентов. для которых необходимо сделать прогноз
	11
	10
	57
	40
	100
	50
	0.167
	30
	 
	0.91

	
	12
	5.5
	90
	50
	83
	44.5
	2.288
	20
	 
	0.68

	
	13
	3.4
	110
	7
	20
	31
	0.158
	34
	 
	0.02

	
	14
	11.8
	76
	34
	300
	28
	0.398
	87
	 
	0.99

	
	15
	12
	100
	80
	175
	31
	0.587
	54
	 
	0.99

	
	16
	5.6
	76
	10
	94
	43.1
	2.42
	62
	 
	0.91

	
	17
	6
	56
	54
	231
	31
	0.487
	29
	 
	0.21

	
	18
	8
	70
	23
	80
	30.5
	0.245
	49
	 
	0.6

	
	19
	7.1
	64
	56
	209
	30.1
	0.962
	51
	 
	0.75

	
	20
	9.3
	59
	32
	540
	25.8
	0.962
	66
	 
	0.92


Таблица 4. 11 Сравнение результатов модели с исходными данными

Построим матрицу классов с порогом cutoff = 0.5.
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	82(TP)
	48 (FN)
	130
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	31(FP)
	231(TN)
	262

	Количество
	113
	279
	392


Таблица 4. 12Матрица классов, соответствующая порогу 0.5

Как видно из таблицы 4. 12 модель (4.19) допускает 31 ошибок II рода и 48 ошибок I рода на данной обучающей выборке. Общий показатель успеха (Оverall success rate) составит:
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Проверка гипотез о значимости коэффициентов регрессии
Для проверки значимости коэффициентов логистической регрессии рассчитаем z статистики по формуле (1.6).
В таблице 4.13 представлены  значения оценок коэффициентов, стандартные ошибки и значения z статистики коэффициентов логистической регрессии.

	Наименование коэффициента
	Оценка 
коэффициента
	Стандартная ошибка
	Статистика Z

	
[image: image312.wmf]0
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	-10.161
	1.208
	-8.409
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	0.689
	0.104
	6.61
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	-0.001
	0.012
	-0.1
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	0.017
	0.012
	0.681
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	-0.001
	0.001
	-0.71
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	0.066
	0.027
	2.448
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	1.078
	0.423
	2.55
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	0.052
	0.014
	3.642


Таблица 4. 13 Статистики Z для коэффициентов логит-модели с 7 предикторами
Значения 
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 попали в критическую область 
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, следовательно, при уровне значимости равном 
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 эти коэффициенты регрессии являются значимыми. 
Значения 
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 не попали в критическую область. Таким образом, они являются незначимыми и  предикторы 
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 можно исключить из модели.

4.5. Логистическая модель с оптимальным количеством предикторов
Поскольку в предыдущем параграфе были выявлены статистически незначимые коэффициенты логит-модели, интересно рассмотреть задачу с оптимальным количеством предикторов. В логистическую модель будут включены следующие характеристики пациентов: 
1. Уровень глюкозы в крови (ммоль/л)

2. Индекс массы тела (кг/м^ 2)

3. Коэффициент родословная диабета

4. Возраст (лет)

Постановка задачи
Требуется определить с помощью логистической регрессии вероятность заболевания пациента сахарным диабетом, зная уровень глюкозы в крови, индекс массы тела, коэффициент родословной диабета, возраст пациента. 

Имеется четыре предиктора. Для этого случая логарифм функции максимального правдоподобия примет следующий вид:
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(4. 20)

Требуется найти коэффициенты линейной регрессии
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, входящие в целевую функцию (4.19) нелинейно.

Эту задачу будем решать в два этапа.

Первый этап. Для получения глобального экстремума функции имеет смысл применить сначала случайный поиск [7]. Для этого используем реализации случайного равномерно распределенного вектора в области 
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 и по алгоритму (1.4) получаем максимум целевой функции (4.20)
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который достигается при следующих коэффициентах регрессии:

[image: image331.wmf]0

,

1

.

1

,

1

.

0

,

8

.

0

,

4

.

10

7

6

5

1

0

=

=

=

=

-

=

b

b

b

b

b

.                        (4.22)

Второй этап. Применим градиентный метод и по формулам (2.6) с начальными данными (4.22) получим уточненные результаты оптимизации:
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и коэффициенты регрессии равны:
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В результате, модель логистической регрессии для данной задачи представляется следующим образом:
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В таблице 4.14 представлен результат прогнозирования логит-модели с 4 предикторами.

	Тип 
группы пациентов
	№ 
	 Уровень глюкозы в крови (ммоль/л)
	Индекс массы тела (кг/м^2) 
	Коэффициент родословной диабета
	Возраст (лет)
	Наличие заболевания
	Вероятность наличия заболевания

	Обучающая группа пациентов
	1
	4.9
	28.1
	0.167
	21
	0
	0.03

	
	2
	7.6
	43.1
	2.288
	33
	1
	0.91

	
	3
	4.3
	31
	0.248
	26
	1
	0.03

	
	4
	10.9
	30.5
	0.158
	53
	1
	0.91

	
	5
	10.5
	30.1
	0.398
	59
	1
	0.93

	
	6
	9.2
	25.8
	0.587
	51
	1
	0.76

	
	7
	5.7
	43.3
	0.183
	33
	0
	0.23

	
	8
	5.4
	23.2
	0.487
	22
	0
	0.04

	
	9
	8.1
	22.2
	0.245
	57
	0
	0.53

	
	10
	5.6
	46.8
	0.962
	31
	0
	0.43

	Группа пациентов, для которых необходимо сделать прогноз
	11
	10
	50
	0.167
	30
	 
	0.87

	
	12
	5.5
	44.5
	2.288
	20
	 
	0.59

	
	13
	3.4
	31
	0.158
	34
	 
	0.03

	
	14
	11.8
	28
	0.398
	87
	 
	0.99

	
	15
	12
	31
	0.587
	54
	 
	0.97

	
	16
	5.6
	43.1
	2.42
	62
	 
	0.94

	
	17
	6
	31
	0.487
	29
	 
	0.14

	
	18
	8
	30.5
	0.245
	49
	 
	0.56

	
	19
	7.1
	30.1
	0.962
	51
	 
	0.63

	
	20
	9.3
	25.8
	0.962
	66
	 
	0.92


Таблица 4.14 Сравнение результатов модели с исходными данными
Построим матрицу классов порога отсечения cutoff = 0.5.
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	79(TP)
	51 (FN)
	130
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	29(FP)
	233(TN)
	262

	Количество
	108
	284
	392


Таблица 4.15 Матрица классов, соответствующая порогу 0.5

Как видно из таблицы 4. 15 модель (4.25) допускает 29 ошибок II рода и 51 ошибку I рода на данной обучающей выборке. 
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Точность модели с выбранными 4 предикторами и порогом отсечения 0.5 соответствует 79.6%.
  На рисунке 4. 25 визуализированы результаты прогнозирования логистической модели с порогом 0.5. Правильно классифицированные случаи обозначены зеленым цветом, ошибочно классифицированные случаи - красным.
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Рис. 4.25 Ошибки классификации логит-модели с 4 предикторами (порог - 0.5)

Порог отсечения

Рассчитаем, соответственно, по формулам (3.2) и  (3.3) чувствительность (sensitivity) и специфичность (specificity) для порога отсечения 
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 Чувствительность (sensitivity) в данной модели: 
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Специфичность (specificity): 

[image: image343.wmf]889

.

0

=

+

=

TN

FP

TN

ty

Specitfici


Построим график чувствительности модели и оценим, насколько хорошо модель предсказывает положительные события (рис. 4. 26). Горизонтальная ось (Cutoff) соответствует порогу отсечения.
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Рис. 4.26 Чувствительность логит-модели с 4 предикторами

Построим график специфичности модели и оценим, насколько хорошо модель предсказывает отрицательные события (рис. 4. 26).
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Рис. 4.27 Специфичность логит-модели с 4 предикторами
Построим графики специфичности и чувствительности на одной плоскости (рис. 4. 28):
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Рис. 4.28 Специфичность и чувствительность логит-модели с 4 предикторами
Точка пересечения двух графиков является оптимальным порогом отсечения. Добавим показатель общей эффективности (точности) классификации модели, который найдем по формуле (3.1) (рис. 4. 29).
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Рис. 4.29 Специфичность, чувствительность и точность логит-модели с 4 предикторами
Как видно из графиков на рисунке 4. 29, оптимальный параметр (порог отсечения) соответствует 0.32.

На рисунке 4. 30 представлена ROC-кривая, описывающая качество логистической модели.
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Рис. 4.30 ROC-кривая логит-модели с 4 предикторами

Показатель AUC составит 0.86. 
Итак, ROC-анализ показал, что оптимальным порогом отсечения (в данной задаче), является 
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Построим матрицу классов, соответствующую данному порогу отсечения (таблица 4.16).
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	130
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	58(FP)
	204(TN)
	262

	 
	159
	233
	392


 Таблица 4.16  Матрица классов порога 0.32

Рассчитаем основные показатели модели: 
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На рисунке 4. 27 визуализированы результаты прогнозирования логистической модели с порогом 0.32. Правильно классифицированные случаи обозначены синим цветом, ошибочно классифицированные случаи - красным.
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Рис. 4.31 Ошибки классификации логит-модели с 4 предикторами (порог - 0.3)
Как видно при сравнении таблицы 5.14 и таблицы 5.16. мы избавились от некоторых ошибок I рода, но приобрели  ошибки II рода. При изменении порога отсечения общая точность модели снижается на 2%. Специфичность снижается на 11%, а чувствительность повышается на 17%.  
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Рис. 4.32 Сравнение результатов логит-моделей с порогом отсечения 0.5 и 0.32

На рис. 4.32 визуализированы прогнозы моделей с порогом отсечения 0.5 и 0.32. Видно, что при понижении порога отсечения количество ошибок I рода уменьшается.
Выводы
При решении прогностической задачи на основе имеющихся данных о пациентах с подозрением на сахарный диабет были построены 4 логистические модели. 
1.  Первая модель – одномерная. В качестве предиктора использовалась одна характеристика – уровень глюкозы в крови. Данная модель позволила визуализировать сигмоид-кривую, граничную точку, функцию максимального правдоподобия. Выявленная граничная точка модели соответствует критическому порогу уровня глюкозы в крови, который оказался равным 8.01 ммоль/л. Точность модели составила 76.8%. Использовали матрицу классов, соответствующую порогу 0.5.

2.  Вторая рассмотренная модель – двумерная. В качестве предикторов использовались две характеристики: уровень глюкозы в крови и возраст. Для данной задачи были построены сигмоид-поверхность и граничная прямая. Если значения предикторов принадлежат данной прямой, то модель не может классифицировать соответствующих пациентов, поскольку вероятность наличия заболевания по предикторам, попавшим на граничную прямую, равна 0.5. Точность двумерной модели составила 78.5%. Для более точного решения, соответствующего специфике поставленной задачи, используется  ROC-анализ (Receiver operating characteristic). При изменении порога отсечения, варьируется вероятность правильной классификации пациентов на две группы.

3. Третья модель, которая была рассмотрена в работе  – модель, построенная на основе всех имеющихся данных. Она исследовалась с целью выявления статистически незначимых предикторов при использовании гипотезы о значимости параметров. Ими оказались следующие характеристики: диастолическое артериальное давление, толщина складки кожи трицепса, показатель инсулина. Данные характеристики очень слабо влияют на прогноз, и поэтому, для упрощения расчетов, можно исключить их из модели. Точность логистической регрессии, построенной по всем характеристикам пациентов, составила 79.8%.

4. Таким образом, мы приходим к четвертой модели с оптимальным количеством предикторов. В модель включены только значимые характеристики: уровень глюкозы в крови, возраст, индекс массы тела, коэффициент родословной диабета. Ниже в таблице 5.19 сопоставлены точности и количества ошибок рассмотренных моделей. 

	Модель 
	Точность
	Количество ошибок

	Одномерная модель (уровень глюкозы в крови)
	76,8%
	91

	Двумерная модель (уровень глюкозы в крови, возраст)
	78,5%
	84

	Модель со всеми известными предикторами
	79,8%
	79

	Модель с оптимальным количеством предикторов
	79,6%
	80


Таблица 5.19 Точность моделей с порогом отсечения 0.5.

 Как видно, с добавлением предикторов качество логит-моделей возрастает. А при исключении трех статистически незначимых предикторов точность модели понижается всего на 0.2%. Следует отметить, что самый весомый вклад в прогноз вносит предиктор: уровень глюкозы в крови.

По проведенному в работе ROC-анализу оптимальный порог отсечения составил 0.32. Таким образом, общая точность модели понизилась на 1.8%, специфичность понизилась на 11 %, однако, чувствительность возросла на 16.9%, удалось избежать 22 ошибки I рода (см. табл. 5.20). 

	Порог отсечения модели
	Точность модели
	Специфичность
	Чувствительность

	0.5
	79.6%
	88.9%
	60.8%

	0.32
	77.8%
	77.9%
	77.7%


Таблица 5.20 Характеристики модели с оптимальным количеством предикторов
Важно отметить, что в медицине, где модель классификации пациентов называется диагностическим тестом, высокая чувствительность выражается в гипердиагностике – максимальном предотвращении пропуска больных пациентов, а специфичность выражается в максимальном выявлении доподлинно больных пациентов. Это важно понимать, в случае, когда, например, лечение пациента связано с применением препаратов, обладающих серьезными побочными эффектами. 

Попробуем проанализировать нашу задачу с медицинской точки зрения. Если мы выберем порог 0.5, в котором чувствительность не высока, составляет 60.8%, то будем диагностировать только истинно больных пациентов.  А если выбрать порог равный 0.32, то получим гипердиагностику пациентов. В диагностике диабета, скорей всего, следует выбрать наиболее чувствительную модель, так как гипердиагностика не приведет к серьезным последствиям, а вот использование модели с высокой специфичностью ведет к не выявлению вовремя опасной, но излечимой болезни.
Из выше приведенного анализа можно заключить, что наилучшей логистической моделью, построенной на имеющихся данных, является модель с четырьмя значимыми характеристиками пациентов (уровень глюкозы в крови, возраст, индекс массы тела, коэффициент родословной диабета) и порогом отсечения 0.32.

Заключение

Современное здравоохранение неотъемлемо связано с информационными технологиями, которые расширяют возможности медицинского статистического анализа, позволяют эффективно и безошибочно собирать данные, автоматизировать и оптимизировать различные процессы.

Логистическая регрессия является хорошим инструментом анализа медицинских данных, поскольку позволяет автоматически выявлять пациентов с повышенным риском наличия заболевания.

В данной работе была построена бинарная логит-модель классификации пациентов с подозрением на сахарный диабет (по данным, полученным из Национального института диабета, болезней органов пищеварения и почек). На основе метода максимального правдоподобия с использованием случайного поиска в сочетании с градиентным методом оценивались коэффициенты логистической регрессии, определялись стандартные ошибки полученных коэффициентов и проводилась проверка гипотез о значимости коэффициентов. Для оценки качества логистической модели применялся ROC-анализ: строилась ROC-кривая и рассчитывался показатель AUC. Строились кривые чувствительности и специфичности модели, которые показывают зависимость верно классифицированных положительных и отрицательных примеров от порога отсечения, а также позволяют выявить оптимальный порог отсечения.
Компьютерные расчеты, анализ, построение диаграмм и графиков были проведены с помощью программного пакета Maple и  RStudio.

Точность модели оказалась достаточно высока для того, чтобы быть примененной на практике. Включение рассмотренной модели в программы скринингов позволило бы оптимизировать количество исследуемых пациентов, поскольку диагностика всего населения требует серьезных капиталовложений, и экономически целесообразна только в группах с высокой степенью распространенности заболевания. 
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Рис. 3.1. Изменение чувствительности и специфичности от порога отсечения
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Рис. 3.2. ROC-кривая
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Рис. 3.3. Ящик с усами, диаграмма
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Таблица 4.1. Характеристики пациента и наличие заболевания
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Рис. 4.1. Зависимость уровня глюкозы в крови от возраста
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Рис. 4.2.  Зависимость уровня глюкозы в крови от массы тела
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Рис. 4.3. Зависимость уровня глюкозы в крови


               от коэффициента родословной
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Рис. 4.4. Зависимость уровня глюкозы в крови


               от артериального давления
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Рис. 4.5. Зависимость уровня глюкозы в крови


               от толщины складки трицепса
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Рис. 4.6. Зависимость уровня глюкозы в крови


               от инсулина











� Рис. 4.7 Диаграмма размаха по предиктору «Уровень глюкозы в крови»











� Рис. 4.8. Диаграмма размаха по предиктору «Диастолическое артериальное давление»








� Рис. 4.9 Диаграмма рассеяния по предиктору «Толщина складки кожи трицепса»
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Рис. 4. 10 Диаграмма рассеяния по предиктору «Показатель инсулина»








� Рис. 4.11 Диаграмма рассеяния по предиктору «Индекс массы тела»





�Рис. 4. 12 Диаграмма рассеяния по предиктору «Коэффициент родословной диабета»
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Рис. 4.13. Диаграмма рассеяния по предиктору «Возраст»
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