                    Что такое теория игр.
                     Л.А.Петросян

Прогресс в технологиях, коммуникациях, промышленной организации, международной торговле, экономической интеграции и политических реформах способствовал созданию быстро развивающихся социально-экономических связей включающих межрегиональную и межгосударственную деятельность, а также взаимодействию задействованных объектов и субъектов.  Стратегический аспект принятия решений особенно важен в таких областях как торговые переговоры, иностранные и национальные капиталовложения, международный контроль состояния окружающей средой, интеграция и развитие рынков, технологические и продуктовые исследования и разработки, маркетинг, региональная кооперация, политика в области обороны и контроль над вооружениями. Для оценки качества принимаемых решений  и выработке методологии их оптимизации используются методы математического и компьютерного моделирования.

В том случае, когда управленческие решения принимаются одним лицом и их результат не зависит от действий других сторон, в качестве аппарата математического моделирования может быть с успехом использована теория оптимального управления. В то же время в подавляющем большинстве случаев даже, когда можно условно предположить что решение  принимается  одним лицом, нельзя гарантировать что его результат не будет зависеть от действий других сторон или лиц так или иначе заинтересованных в результатах этого решения.

В этом случае необходимо учитывать наличие несовпадающих, а в ряде случаев и конфликтующих интересов у сторон, заинтересованных в результатах принимаемых решений. Игнорирование этого обстоятельства может привести, и в действительности приводит, к невозможности полной реализации управленческих решений, а, следовательно, и к не достижению результатов, на которые эти управленческие решения были направлены.
При попытках моделирования подобных ситуаций пользуются методами и подходами математической теории игр. Теория игр это раздел прикладной математики, изучающий формальные модели принятия количественных решений в условиях конфликта. Под конфликтом понимается явление, в котором участвуют различные стороны (игроки), наделённые различными интересами и возможностями выбирать доступные для них действия (стратегии) в соответствии с этими интересами и совместно влияющие на результаты этих действий. Конфликты всегда были и будут наиболее востребованной темой литературно-художественных произведений, театра и кино. Они также исследовались  (начиная с 17 в.) многими учёными.  Математическая теория игр была детально разработана американскими учёными Дж. Нейманом и О. Моргенштерном (1944) с целью математической формализации подходов к явлениям конкурентной экономики. За прошедшее время теория игр  превратилась в общую математическую теорию конфликтов. В ее рамках   описываются военные и правовые конфликты, спортивные состязания, "салонные" игры (карты. шахматы, нарды и др.), а также явления, связанные с биологической  борьбой за существование.    Теория игр позволяет количественно оценить некоторые важные аспекты принятия решений в технике, народном  хозяйстве, медицине и социологии. Перспективен теоретико-игровой подход   к проблемам разоружения,  заключения долгосрочных межгосударственных соглашений, планирования и прогнозирования. Основным в теории игр является понятие игры, которое должно восприниматься как  формализованное представление о конфликте. Исходя из этого, при описании конфликта в виде игры должно быть ясно, кто и как участвует в конфликте, каковы возможные исходы конфликта, каким образом определяется влияние участников конфликта на его результат, а также  в какой форме участники конфликта заинтересованы в его исходе.

Попытаемся дать формальное определение игры с несколькими участниками. 
Под игрой 
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(нескольких) лиц в нормальной форме понимается модель 
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 – множество игроков, 
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 – множество стратегий, 
[image: image6.wmf]i

i

uU

Î

 – стратегия, 
[image: image7.wmf]1

(,,)

in

Kuu

L

 – функция выигрыша игрока 
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. Игра происходит следующим образом. Игроки из множества N одновременно и независимо друг от друга выбирают свои стратегии из соответствующих множеств стратегий, после этого игра прекращается и каждый игрок получает свой выигрыш в соответствии с определенной функцией выигрыша.
          Приведем некоторые примеры игр, моделирующих те или иные конфликтные процессы.

         Пример1 (игра перекресток). Два автомобилиста двигаются по двум взаимно перпендикулярным дорогам и одновременно  встречаются на перекрестке. Каждый из них может остановится (1-я стратегия     или     ) и ехать (2-я стратегия       или         ).
Естественно предположить, что каждый из игроков предпочитает остановится, а не пострадать в аварии и проехать, если другой сделала остановку.  Выигрыши игроков могут быть описаны с помощью матрицы

Здесь  пара чисел             означает, что если игроки выбрали стратегии           (“остановиться”, “остановиться”), то выигрыши равны              соответственно и записаны на пересечении первой строки и первого столбца матрицы. Аналогично, если оба игрока выбрали стратегии “ехать”, то выигрыши равны            и записываются на пересечении второй строки и второго столбца матрицы. При выборе различных стратегий выигрыши равны                          и          
соответственно и записываются в соответствующих клетках матрицы. Здесь неотрицательное число       соответствует неудовольствию игрока от того, что он пропустил партнера.

Как же будут действовать игроки в условиях, когда они не знают намерений друг друга?

       Пример 2 (семейный спор).  Муж (игрок 1) и жена (игрок 2) могут выбрать одно из двух развлечений: футбольный матч (стратегии       ,     ) или театр (     ,        ) если их выборы различны, то они не придя к соглашению остаются дома. При этом муж предпочитает футбольный матч, а жена -  театр. Однако обоим гораздо важнее провести вечер вместе, чем  участвовать в развлечении (хотя и предпочтительном) одному. Здесь также выигрыши можно описать с помощью матрицы

Конечно, некоторые романтически настроенные читатели могут возмутиться тем, что чувства людей мы оцениваем числами. Но каждый имеет право на возмущение в демократическом обществе.  Читатель уже знаком с предыдущим примером, поэтому отметим только что элемент, стоящий на пересечении первой строки и первого столбца матрицы                означает, что муж получает  от футбола удовольствие в 4 единицы, а его жена 1единицу. Здесь надо заметить, что пример этот придуман в середине прошлого века, и  хочется надеяться, что современные люди получают удовольствие от более интересных событий. Есть ли аналогия с первым примером ?
      Пример3. (дилемма заключенного). Два преступника арестованы в связи с тяжким преступлением. Но у полиции нет достаточных доказательств их вины, поэтому если они не сознаются, то доказательств хватит лишь на то, чтобы осудить их за некоторые мелкие преступления (здесь предполагается идеализированная ситуация, когда правоохранительные органы не применяют пыток к заключенным и таким образом сами не являются преступниками). Преступники сидят в различных камерах, и следователь предлагает каждому сознаться. При этом, если оба сознаются, то они получают сроки прописанные в законе, если один сознается а другой нет, то сознавшегося отпускают за помощь следствию, а его напарника помимо наказания за совершенное преступление дополнительно накажут еще и за обман препятствующий исполнению правосудия. Пусть  (      ,      )  стратегии “сознаться” и   (       ,     ) стратегии “не сознаваться”. Тогда выигрыши игроков можно записать в виде матрицы
Здесь выигрыши оцениваются отрицательными числами (минус число лет которые преступник проводит в тюрьме).  Как поступить сознаваться или не сознаваться?  

     Пример 4.  (Парадокс Браэса) Этот пример совсем из другой области. Пусть транспортная сеть имеет вид, изображенный на рисунке

Шесть водителей должны переехать из пункта  В в  пункт  Е. Движение вдоль каждого отрезка возможно лишь в одну сторону. Время для прохождения каждого отрезка зависит от числа машин (обозначим его через     ) проходящих по этому отрезку. При этом времена проезда по  ВС и ДЕ равны и равны 10      , времена проезда через ВД и СЕ равны и равны 50+     , время проезда через СД равно 10+     . каждые водитель хочет минимизировать время прохождения из В в  Е. предположим что каждый водитель (игрок) выбрал себе один из путей (выбранный путь это стратегия игрока), тогда можно определить число игроков выбравших тот или иной путь движения (путей всего три ВСЕ, ВДЕ, ВСДЕ). Обозначим число игроков выбравших ВСЕ через       выбравших ВДЕ через и выбравших ВСДЕ через           .  Тогда время пути для первого маршрута будет равно                                            , для второго                                
и для третьего                                         . какой маршрут надо выбрать и каково минимальное время нахождения в пути? Мы дадим ниже решение этой задачи и обнаружим невероятную вещь,   если убрать отрезок СД, то время движения сократится. Это и есть парадокс Браэса который очень на руку нашим строителям,  которые периодически не выполняют заданий по строительству дорог.
           Интуитивно понятно, что каждый заинтересован в выборе стратегии максимизирующей свой выигрыш (свою функцию выигрыша) но очевидно, что так поступить невозможно, поскольку выигрыш каждого игрока (участника конфликтного процесса) зависит от стратегий других игроков, которые ему неизвестны. Поэтому сама идеология поведения в игре является нетривиальной. То есть непонятно что считать оптимальным поведением в игре. С этой целью в математической теории игр формулируются так называемые принципы оптимальности, которые и определяют, что считать оптимальным (или хорошим или правильным) поведением в игре. Принципов оптимальности может быть много (их действительно много в теории игр) и каждый принцип оптимальности порождает свое решение игры. Поэтому изначально решение теоретико-игровых проблем не является однозначным из-за различия принципов оптимальности заложенных в основу этих решений. Более того зачастую даже вполне определенный принцип оптимальности может порождать различные решения.
Однако формулировка принципа оптимальности это только первый шаг к решению задачи, надо еще убедиться в существовании решений соответствующих данному принципу оптимальности и построить алгоритмы или численные методы нахождения таких решений. Наиболее распространенным принципом оптимальности в игре многих лиц является равновесие по Нэшу.

Определение 1. [Nash, 1951]. Набор стратегий 
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 называется равновесием по Нэшу, если следующие неравенства выполняются для всех стратегий 
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Равновесие по Нэшу (NE – решение) является частично кооперативным решением в широком смысле, поскольку выбор такого решения требует согласованного поведения игроков. Действительно, NE – решение представляет собой набор стратегий, удовлетворяющий указанной системе неравенств и для его реализации игроки, по крайней мере, должны договориться, что они будут придерживаться именно такого способа поведения. Последнее обстоятельство особенно важно, если в игре имеется несколько NE – решений. В этом случае игроки должны договориться еще и о том какое равновесие они будут реализовывать. Заметим что Дж. Нэш  именно за это определение получил нобелевскую премию по экономике в 1994 г., и многие помнят замечательный фильм  “Игры разума” посвященный этому выдающемуся человеку.  Как это видно из определения равновесия оно обладает тем важным свойством, что если игроки договорились перед началом игры использовать стратегии входящие в данное равновесия, то игрок, в индивидуальном порядке отклонившийся от этого договора (то есть использующий другую стратегию) теряет в выигрыше. Поэтому можно считать, что равновесие по Нэшу устойчиво против индивидуальных отклонений игроков. Однако если отклонятся несколько игроков, то их состояние с точки зрения выигрышей может и улучшиться. Конечно, теоретически можно потребовать, чтобы отклонение групп (коалиций) игроков также  не увеличивали выигрыш отклонившихся (так называемое сильное равновесия по Нэшу), но, к сожалению, существование таких равновесий является крайне редким событием. В то же время  существование равновесия по Нэшу удается доказать в достаточно широком классе задач. Однако есть еще одно свойство равновесия, которое делает его не всегда приемлемым принципом оптимальности. Равновесие может обеспечивать весьма низкие выигрыши игрокам. Например, поведение законопослушных граждан при диктатуре является равновесием по Нэшу, поскольку любое отклонение от предписанного диктатором поведения приведет к наказанию,  а, следовательно и уменьшению выигрыша игрока. В то же время из исторических примеров известно, что диктаторские общества (исключение по-видимому составляла Ливия) далеко не всегда обеспечивают высокие выигрыши (доходы) своим гражданам.  
Возвратимся к нашим примерам.

В примере 1 равновесием по Нэшу являются пары стратегий                и             . То есть здесь два равновесия по Нэшу с различными выигрышами у игроков. Но для того, чтобы их реализовать,  надо договариваться, поскольку в противном случае можно оказаться в самой плохой ситуации. То есть нужна некоторая кооперация.  Возможно, водитель получивший возможность проезда должен как то отблагодарить своего оппонента или хотя бы помигать фарами в знак признательности (некоторые так и делают).
 В примере 2 тоже два равновесия по Нэшу.  Это пары стратегий                                      с различными выигрышами. Здесь тоже надо договариваться, например, использовать через раз равновесие выгодное жене. 

Более сложная игра “дилемма заключенного” (пример 3). Здесь одно равновесие (“сознаться”, “ сознаться”), поскольку как это видно из матрицы выигрышей. если один из игроков попробует отклониться от стратегии “сознаться” а другой сознается, то отклонившийся получит больший срок а его напарник освободится. В то же время одновременное использование стратегий (“не сознаться”, “не сознаться”) дает обоим игрокам большие выигрыши, но это не равновесие. Я понимаю возможное негодование читателя, когда мы пытаемся найти хорошее решение для преступников, совершивших тяжелое преступление. Но, та же модель описывает  конфликт в котором  игроки не преступники, а  например  партизаны в Великой отечественной войне или фидаины в Карабахской войне.  Математическая модель в этом случае идентична. Интересно, что эта же игра моделирует поведение двух сверхдержав имеющих большие запасы атомного оружия.  Попытайтесь сами построить соответствующую игру,  если под стратегией “сознаться” понимать “запретить” или “уничтожить” атомное оружие, а “не сознаться” сохранить или  если надо  его использовать. При этом обратите внимание на то, что обманувшая сторона сразу имеет преимущество по сравнению  с  уничтожившей свой ядерный потенциал. Поэтому равновесие, к сожалению, будет обоим “не уничтожать” ядерное оружие.
Рассмотрим теперь игру из примера 4. Довольно очевидно, что равновесными по Нэшу будут те стратегии игроков, при которых время движения по  каждому из трех маршрутов  одинаково. Действительно, если в этом случае один из игроков перекинется на другой маршрут, а остальные игроки будут  использовать те же маршруты, то число автомобилей на этом маршруте увеличится по сравнению с тем числом, которое было на маршруте до его перехода  и следовательно время его движения возрастет по сравнению со временем движения по этому маршруту до его перехода на него. Однако это время равно времени движения водителя по первоначальному маршруту, поскольку  времена движения по всем маршрутам были равны. Для того чтобы найти сколько же машин должно двигаться по каждому из трех маршрутов в равновесии решим систему уравнений

Получаем   таким образом, что любое распределение водителей по маршрутам при котором на первом маршруте будет 2 машины, на втором 2 и на третьем две является равновесием по Нэшу.  

Теперь предположим, что диверсанты взорвали дорогу СД. Все остальное остается как раньше, только теперь уже только два маршрута ВСЕ и ВДЕ. Обозначим через      число водителей использующих маршрут ВСЕ и через          число водителей использующих маршрут  ВДЕ. Тогда используя предыдущие рассуждения, приходим к выводу о том, что в ситуации равновесия  время движения по каждому из двух маршрутов должно быть одинаково.
Это приводит нас к следующей системе уравнений

Решая их получаем                         . 

Вычислим минимальное время необходимое для перехода из В в Е. Ооно равно       . Удивительная вещь! Оказывается, что минимальное время после взрыва дороги СД уменьшилось. Т.е. вражеские диверсанты помогли ускорить доставку грузов. Здесь я хочу предупредить читателя, что конечно далеко не всегда так бывает  (так выбраны функции оценивающие времена перехода по каждому из отрезков), но все- таки бывает.
Другим принципом оптимальности, который в некотором смысле решает проблему возникновения низких выигрышей, является оптимальность по Парето.
Определение 2. Набор стратегий 
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 называется оптимальным по Парето, если не существует другого набора стратегий 
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, для которого следующие неравенства выполняются для всех 
[image: image15.wmf]iN

Î

:


[image: image16.wmf]11

(,,,,)(,,,,)

iiniin

KuuuKuuu

³

%%%

LLLL


и хотя бы для одного 
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Оптимальное по Парето решение обладает тем свойством, что не существует другого решения (другого набора стратегий) который давал бы лучший результат для всех игроков. То есть это в некотором смысле “максимальные” наборы выигрышей, которые возможны в игре. Но в отличие от равновесия по Нэшу здесь игроки могут увеличить, свои индивидуальные выигрыши отклонившись от Парето оптимального решения. То есть Парето оптимальное решение не устойчиво в том смысле, что всегда могут найтись игроки, желающие увеличить свой выигрыш и отклониться от этого решения.
В примерах 1 и 2 ситуации равновесные по Нэшу также оптимальны по Парето, но в игре дилемма заключенного это не так, поскольку равновесная по Нэшу ситуация не дает максимальных выигрышей не одному из игроков (найдите оптимальные по Парето ситуации в игре дилемма заключенного).
Есть и другие принципы оптимальности, особенно касающиеся поведения игроков при различных формах кооперации, однако их формальное изложения заведет нас в дебри высшей математики.
 Теория игр существенно подняла наш уровень понимания процессов принятия решений. Однако усложнение социально-экономических и политических проблем требует нахождения новых аналитических методов и методологических подходов, как в самой теории, так и при исследовании отдельных задач и в приложениях. Социальные науки, экономика и финансы и есть те области, в которых использование методологии теории игр может дать значительную отдачу именно из-за конфликтного характера возникающих здесь проблем. Исследования следует направить на более реалистический и релевантный анализ процессов принятия решений в социально-экономической сфере, при этом теоретико-игровой подход поможет особенно эффективно исследовать и решать соответствующие задачи и проблемы .
Подавляющее большинство исследований в области теории игр касается, так называемых, однократных или мгновенных игр (именно такие игры приведены в прмерах1-4), в которых конфликт между сторонами происходит мгновенно и таким образом совершенно не учитывается временной фактор. В то же время совершенно очевидно, что реальные процессы принятия решений  происходят на достаточно большом временном интервале, где приходится в каждый текущий момент времени учитывать результаты предыдущих решений и только на этой основе вырабатывать соответствующее управление. Именно поэтому подходящими математическими моделями подобных процессов могут быть динамические и дифференциальные игры, которые с одной стороны учитывают конфликтность процесса принятия решений, а с другой необходимость его моделирования на достаточно продолжительном отрезке времени.  
Теория дифференциальных игр возникла в пятидесятые годы прошлого века. Основополагающей работой в этой области считается монография Р.Айзекса “Дифференциальные игры”, вышедшая в свет в 1965г. ([Isaacs, 1965]). Первые отечественные работы появились в 1965г. ([Красовский, 1966; Петросян, 1965; Понтрягин, 1967]). Однако до середины шестидесятых годов исследовались лишь антагонистические дифференциальные игры, моделирующие конфликт между двумя сторонами, имеющими прямо противоположные интересы. Понятно, что антагонистические дифференциальные игры могли иметь приложения лишь в ограниченном классе задач, возникающих при военном столкновении сторон (перехват летательных аппаратов, обнаружение и уничтожение подводных подвижных объектов, оптимизация распределения ресурсов при локальных военных столкновениях и т.п.).

Для моделирования социально-экономических процессов необходимо было разработать теорию неантагонистических дифференциальных игр. Первые работы в этой области появились в конце шестидесятых годов ([Петросян, Мурзов, 1967; Case 1967; Starr, Ho, 1969). В этих работах исследовались неантагонистические некооперативные дифференциальные игры со многими участниками, и поэтому в качестве принципа оптимальности использовалось равновесие по Нэшу .
Однако в указанных работах не рассматривалась возможность кооперации участников конфликтно-управляемого процесса с целью достижения более высоких показателей. И хотя статическая (мгновенная) теория таких игр была хорошо развита, динамическому аспекту кооперативного поведения не было уделено должного внимания. Теория кооперативных игр дает возможность выработки социально-оптимальных коалиционно-эффективных решений в задачах, включающих стратегически обусловленные действия. Формализация условий кооперации и связанного с этим оптимального поведения участников конфликтно-управляемого процесса (игроков) является фундаментальным элементом этой теории. Однако для сохранения кооперации и принятых соглашений требуется выполнение более жесткого условия: в процессе реализации решения  принцип оптимальности, на основе которого вырабатывалось первоначальное решение, должен оставаться состоятельным в процессе эволюции конфликтно-управляемого процесса (генерировать в определенном смысле адекватные решения в текущих подзадачах), т. е. в каждый момент времени вдоль  в определенном смысле оптимальной траектории развития процесса. Это условие носит название “динамической устойчивости” или “состоятельности во времени”. Иными словами, свойство динамической устойчивости решения (состоятельности во времени или временной состоятельности) кооперативной динамической игры означает, что когда игра развивается вдоль кооперативной траектории, игроки следуют одному и тому же принципу оптимальности в каждый момент времени (в каждой подзадаче с начальными условиями на этой оптимальной траектории) и поэтому не имеют побуждения отклониться от первоначально выбранного оптимального решения в течение всей игры.

При исследовании кооперативных дифференциальных игр в конце 70-х годов нами было обнаружено и математически строго доказано, что если специальным образом не производить регуляризацию принципа оптимальности, то выбранное в начале процесса “оптимальное решение” в ходе его реализации почти всегда теряет свою “оптимальность” и поэтому не может оставаться основополагающим принципом дальнейшего развития. Данное явление имеет место даже без каких-либо внешних воздействий или изменения интереса участников. Это и есть нарушение динамической устойчивости или временной состоятельности. Несколько позже это обстоятельство было обнаружено при решении одной специальной задачи зарубежными авторами Ф. Кидландом и Е. Прескоттом ([Kydland, Prescott, 1977]), получившими Нобелевскую премию в области экономики в 2004 г.

Таким образом, чтобы долгосрочные решения сохраняли свою привлекательность на всем интервале реализации , необходимо, чтобы заложенный при их выработке принцип оптимальности обладал свойством динамической устойчивости или временной состоятельности, хотя как нами строго доказано это может происходить лишь в вырожденных тривиальных случаях. Нарушение временной состоятельности рано или поздно приводит к ревизии стратегий и программ развития, колоссальным материальным и моральным потерям. И здесь мы оказываемся в порочном кругу. Для определения того является ли выбранный принцип оптимальности состоятельным во времени или нет (если нет, то нами предложены методы его регуляризации, приводящие к состоятельному принципу оптимальности) необходимо его точное математическое описание. Однако при существующих схемах принятия решений сделать это практически невозможно. Поэтому мы наблюдаем вопиющие примеры потери временной состоятельности (поворот сибирских рек, строительство дамбы в Ленинграде, война в Ираке, международные проекты по разработке российских нефтегазовых месторождений на основе соглашения о разделе продукции и др.) Более того математически строго доказано, что все долгосрочные проекты в реализации которых задействованы несколько различных сторон,  и которые ориентированы на результат в конце реализации проекта  не являются динамически устойчивыми или состоятельными во времени. То есть заложенный в них принцип оптимальности в различные  промежуточные моменты реализации проекта будет обязательно указывать различные траектории его развития и тем самым каждый раз вести нас к различным конечным результатам. Это, безусловно, может привести и на практике приводит к ревизии первоначальных решений и таким образом не достижению поставленных целей. Для сохранения оптимальности долгосрочного проекта на длительном интервале времени необходимо ввести новое стабилизирующее управление, которое обеспечит сохранение заинтересованности в его окончательной реализации. Именно решение этой проблемы является в настоящее время наиболее актуальной для теории игр и ее приложений.
Сумеем ли мы сегодня воспользоваться методами математической теории игр для принятия оптимальных долгосрочных решений в таких сложнейших сферах человеческой деятельности как экономика, финансы,  социальная и международная политика,  зависит от того насколько адекватно и точно будут построены соответствующие  модели, а это в свою очередь зависит от уровня  квалификации  в том числе математической лиц ответственных за принятие и реализацию управленческих решений 
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