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Ââåäåíèå

Çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèÿìè â óïðàâëåíèè ðàñ-
ñìàòðèâàëàñü â 1979 ãîäó â ðàáîòå Manitius A.Z., Olbrot A.W. "Finite spectrum
assignment for systems with delay" [3], íî äî ñèõ ïîð ïîèñê äðóãèõ âàðè-
àíòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé. Öå-
ëüþ âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç
äâóõ ñõåì ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ, îäíà èç êîòîðûõ áû-
ëà ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå Manitius A.Z., Olbrot A.W., â êîòîðîé ïîêàçàíî,
÷òî çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè äëÿ ñèñòåìû ñ íåñêîëüêèìè çàïàçäûâàíèÿìè â
óïðàâëåíèè ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé çàìåíû ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è
ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû áåç çàïàçäûâàíèé. Âòîðàÿ ñõåìà ñòàáèëèçàöèè áû-
ëà ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå Tsubakino D., Oliveira T.R., Krstic M. "Predictor-
feedback for multi-input LTI systems with distinct delays" [4] â 2015 ãîäó, â
êîòîðîé ïðåäëîæåí äâóõýòàïíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ñòàáèëèçèðóþùåãî
óïðàâëåíèÿ, íà ïåðâîì ýòàïå èùåòñÿ óïðàâëåíèå äëÿ êîìïîíåíòû ñ íàè-
ìåíüøèì çàïàçäûâàíèåì. Íà âòîðîì ýòàïå ñòðîèòñÿ óïðàâëåíèå äëÿ êîì-
ïîíåíòû ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì.

Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ñõåìà ñòàáèëèçàöèè ïî ìåòîäó èç ñòàòüè
Manitius A.Z., Olbrot A.W. ðàññìàòðèâàåòñÿ â Ãëàâå 1. Îïèñàíèå ìåòîäà
èç ñòàòüè Tsubakino D., Oliveira T.R., Krstic M. äàíî â Ãëàâå 2. Îñíîâíûì
ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äâóõ ñõåì, ïðåäñòàâ-
ëåííûé â Ãëàâå 3. Ðàññìîòðåí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî
óïðàâëåíèÿ è âûáîðà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë çàìêíóòîé ñèñòåìû. Ãëàâà 4 ïî-
ñâÿùåíà àíàëèçó íàéäåííîãî óïðàâëåíèÿ. Òàê êàê â óðàâíåíèè äëÿ óïðàâ-
ëåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëû, êîòîðûå íåëüçÿ âû÷èñëèòü àíàëèòè÷åñêè, òî
ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè, ïðèõîäèòñÿ çàìåíÿòü èõ êîíå÷íûìè ñóì-
ìàìè. Ýòî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè çàìêíóòîé
ñèñòåìû. Îíà ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèåé íåéòðàëüíîãî òèïà. Ýòî ìåíÿåò ðàñïî-
ëîæåíèå êîðíåé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî ó ôóíêöèè çàïàçäûâàþùåãî
òèïà âñå êîðíè, áîëüøèå ïî ìîäóëþ, ðàñïîëàãàþòñÿ âäîëü ëîãàðèôìè÷å-
ñêèõ ëèíèé è èìåþò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü. À äëÿ ôóíêöèé
íåéòðàëüíîãî òèïà ÷àñòü êîðíåé, áîëüøèõ ïî ìîäóëþ, áóäåò ðàñïîëàãàòüñÿ
â âåðòèêàëüíîé ïîëîñå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïîêàçàíî, êàê ìîæíî èçáå-
æàòü èçìåíåíèÿ ïðèðîäû õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ââåäåí îïåðàòîð
ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïðè ïðèìåíåíèè êîòîðîãî, â ñëó÷àå çàìåíû èíòåãðà-
ëîâ êîíå÷íûìè ñóììàìè, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îñòàåòñÿ ôóíêöèåé
çàïàçäûâàþùåãî òèïà è ñîõðàíÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü çà-
ìêíóòîé ñèñòåìû.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
çàïàçäûâàíèÿìè â óïðàâëåíèè. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå
óïðàâëåíèÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè, ïðè êîòîðûõ çàìêíóòàÿ ñèñòåìà áóäåò ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà.

Ïåðâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ áûë ïðåä-
ñòàâëåí â ðàáîòå Manitius A.Z., Olbrot A.W. â 1979 ãîäó [3]. Â ýòîé ðàáîòå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà

ẋ(t) = Ax(t) +B1u(t− τ1) +B2u(t− τ2), (1)

âûáðàííîå óïðàâëåíèå èìååò âèä

u(t) = Fx(t) +F

0∫
−τ1

e−A(τ1+θ)B1u(t+ θ)dθ+F

0∫
−τ2

e−A(τ2+θ)B2u(t+ θ)dθ, (2)

ñèñòåìà (1) ñòàáèëèçèðóåìà, åñëè äëÿ íå¼ èìååòñÿ óïðàâëåíèå, êîòîðîå äå-
ëàåò ñèñòåìó ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé.

Ðåøåíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû (1)-(2) çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íà÷àëüíûõ
óñëîâèé, â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè âîçüìåì íîëü, ò.ê. ñèñòåìà
ñòàöèîíàðíàÿ.
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (1){

x(0) = x0,

u(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ2, 0),

ãäå ϕ ∈ C([−τ2, 0], Rm).

Îïðåäåëåíèå 1. [1] Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà (1)-(2) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé-
÷èâà, åñëè ñóùåñòâóþò γ ≥ 1 è σ > 0 òàêèå, ÷òî âñå ðåøåíèÿ x(t, x0, ϕ),
u(t, x0, ϕ) çàìêíóòîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå

||x(t, x0, ϕ)||+ ||u(t, x0, ϕ)|| ≤ γe−σt(||x0||+ ||ϕ||τ2), t ≥ 0.

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè äëÿ ñèñòåìû
ñ íåñêîëüêèìè çàïàçäûâàíèÿìè â óïðàâëåíèè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è
ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû áåç çàïàçäûâàíèé, ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé çàìåíû.
Ñèñòåìà, çàìêíóòàÿ òàêèì óïðàâëåíèåì áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷è-
âîé.

Âòîðîé ìåòîä ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòå Tsubakino D., Oliveira T.R.,
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Krstic M. [4], íàïèñàííîé â 2015 ãîäó, çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà íåìíî-
ãî äðóãîãî âèäà

ẋ(t) = Ax(t) + b1u1(t− τ1) + b2u2(t− τ2), (3)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (3)
x(0) = x0,

u1(t) = ϕ1(t), t ∈ [−τ1, 0),
u2(t) = ϕ2(t), t ∈ [−τ2, 0),

ãäå ϕ1 ∈ C([−τ1, 0], R1),
ϕ2 ∈ C([−τ2, 0], R1).

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïîýòàïíàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùå-
ãî óïðàâëåíèÿ. Íà ïåðâîì ýòàïå âûáèðàåòñÿ óïðàâëåíèå u1 âèäà

u1(t) = kT1 (e
Aτ1x(t) +

t∫
t−τ1

eA(t−θ)b1u1(θ)dθ +

t+τ1−τ2∫
t−τ2

eA(t+τ1−τ2−θ)b2u2(θ)dθ), (4)

ïîòîì óïðàâëåíèå (4) ïîäñòàâëÿåòñÿ â ñèñòåìó (3) è òîëüêî çàòåì âûáèðà-
åòñÿ óïðàâëåíèå u2 äëÿ ñèñòåìû, â êîòîðóþ óæå ïîäñòàâëåíî u1, ïîëó÷àåòñÿ
u2 âèäà

u2(t) = kT2 (e
A1τ2x(t) +

t∫
t−τ2

eA1(t−θ)b2u2(θ)dθ). (5)

Ñèñòåìà (3), çàìêíóòàÿ óïðàâëåíèÿìè (4)-(5), áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé-
÷èâîé.

Îïðåäåëåíèå 2. [1] Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà (3)-(4)-(5) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé-
÷èâà, åñëè ñóùåñòâóþò γ ≥ 1 è σ > 0 òàêèå, ÷òî âñå ðåøåíèÿ x(t, x0, ϕ1, ϕ2),
u1(t, x0, ϕ1, ϕ2), u2(t, x0, ϕ1, ϕ2) çàìêíóòîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò îöåí-
êå

||x(t, x0, ϕ1, ϕ2)||+ |u1(t, x0, ϕ1, ϕ2)|+ |u2(t, x0, ϕ1, ϕ2)|
≤ γe−σt(||x0||+ ||ϕ||τ1 + ||ϕ||τ2), t ≥ 0.

Â âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòå ïðîèçâåäåí ïîäðîáíûé àíà-
ëèç ïîñòðîåíèÿ ñõåì ñòàáèëèçàöèè äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëü-
íûé àíàëèç è ðàññìîòðåí âîïðîñ ðåàëèçàöèè ïîñòðîåííûõ óïðàâëåíèé.
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Ãëàâà 1. Ïåðâûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ

ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ

Â ñòàòüå [3] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà (1)

ẋ(t) = Ax(t) +B1u(t− τ1) +B2u(t− τ2),

ãäå x ∈ Rn, u ∈ Rm, ìàòðèöû A ∈ Rn×n, B1, B2 ∈ Rn×m çàïàçäûâàíèå
τ1 < τ2.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû{
x(0) = x0,

u(ξ) = ϕ(ξ), ξ ∈ [−τ2, 0).

Îáîçíà÷èì
B̃ = e−Aτ1B1 + e−Aτ2B2,

ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè íóæíî
ñòàáèëèçèðîâàòü âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó

ẋ = Ax+ B̃u. (6)

Åñëè ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå
u = Fx,

ñòàáèëèçèðóþùåå ñèñòåìó (6), òî çàìêíóòàÿ ñèñòåìà

ẋ = (A+ B̃F )x,

ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé. Â ðàáîòå Manitius A.Z., Olbrot A.W.
[3] ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû (1) èìååò ðåøåíèå, åñëè
ñèñòåìà (6) ñòàáèëèçèðóåìà.

Â ñòàòüå [3] ïðåäëàãàåòñÿ âçÿòü óïðàâëåíèå âèäà (2)

u(t) = Fx(t) + F

0∫
−τ1

e−A(τ1+θ)B1u(t+ θ)dθ + F

0∫
−τ2

e−A(τ2+θ)B2u(t+ θ)dθ.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ñèñòåìó âèäà
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

ẋ(t) = Ax(t) +B1u(t− τ1) +B2u(t− τ2),

u(t) = Fx(t) + F

0∫
−τ1

e−A(τ1+θ)B1u(t+ θ)dθ+

+ F

0∫
−τ2

e−A(τ2+θ)B2u(t+ θ)dθ,

(7)

ãäå F� ìàòðèöà, íàéäåííàÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû (6),
ðàçìåðíîñòè m× n.

Äëÿ ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû (7), íàéäåì å¼ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû (7) â
âèäå x(t) = µest, u(t) = γest, ãäå s−êîìïëåêñíîå ÷èñëî, µ, γ−ïîñòîÿííûå
âåêòîðû, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, ïîëó÷èì

sµest = Aµest +B1γe
s(t−τ1) +B2γe

s(t−τ2),

γest = Fµest + F

0∫
−τ1

e−A(τ1+θ)B1γe
s(t+θ)dθ + F

0∫
−τ2

e−A(τ2+θ)B2γe
s(t+θ)dθ.

Ïåðåíåñåì ñëàãàåìûå â ëåâóþ ÷àñòü, ñãðóïïèðóåì ïî ìíîæèòåëÿì µ, γ, ñî-
êðàòèì íà est, òîãäà ñèñòåìà áóäåò èìåòü âèä

sE − A −B1e
−sτ1 −B2e

−sτ2

−F E − F
0∫
−τ1

q1e
sθdθ − F

0∫
−τ2

q2e
sθdθ


µ
γ

 =

0

0

 ,

ãäå
q1 = e−A(τ1+θ)B1,

q2 = e−A(τ2+θ)B2.

Ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå òîëüêî êîãäà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
sE − A −B1e

−sτ1 −B2e
−sτ2

−F E − F
0∫
−τ1

e−A(τ1+θ)B1e
sθdθ − F

0∫
−τ2

e−A(τ2+θ)B2e
sθdθ

 , (8)

ðàâåí íóëþ. Òàêàÿ ìàòðèöà (8) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé, à å¼ îïðå-
äåëèòåëü íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé çàìêíóòîé ñèñòåìû.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè âîñïîëüçóåìñÿ äîìíî-
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æåíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû ñëåâà íà(
E 0

F (sE − A)−1 E

)
,

à çàòåì ñïðàâà íà (
E 0
−F E

)
.

Äîïîëíèòåëüíûå ìàòðèöû èìåþò îïðåäåëèòåëü ðàâíûé åäèíèöå, ýòî ïîç-
âîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé ïîñëå äîìíî-
æåíèÿ, ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû.
Â ðåçóëüòàòå äîìíîæåíèÿ ïîëó÷èì ìàòðèöó âèäàsE − A− B̃F B̃

0 E

 ,

îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû det(sE − A− B̃F ).

Ïîëó÷èëîñü, ÷òî îïðåäåëèòåëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû ñèñòå-
ìû (7) ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì ìàòðèöû (A + B̃F ), è
çàìêíóòàÿ ñèñòåìà (7) ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé, ÷òî ðåøàåò
çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè.
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Ãëàâà 2. Âòîðîé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ

ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ çàïàçäûâàíèÿìè (3)

ẋ(t) = Ax(t) + b1u1(t− τ1) + b2u2(t− τ2),

ãäå t ≥ 0, çàïàçäûâàíèå τ1, τ2 > 0, τ1 < τ2, u1, u2- ñêàëÿðíûå óïðàâëåíèÿ,
ìàòðèöà A ∈ Rn×n, b1, b2- âåêòîð ñòîëáöû.

Îáîçíà÷èì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû
x(0) = x0,

u1(ξ) = ϕ1(ξ), ξ ∈ [−τ1, 0),
u2(ξ) = ϕ2(ξ), ξ ∈ [−τ2, 0).

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó

ẋ(t) = Ax(t) + b1u1(t) + b2u2(t), (9)

áåç çàïàçäûâàíèé, êîãäà τ1 = τ2 = 0.
Åñëè ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå

u1 = kT1 x(t),

u2 = kT2 x(t),

ñòàáèëèçèðóþùåå ñèñòåìó (9), òî çàìêíóòàÿ ñèñòåìà

ẋ(t) = (A+ b1k
T
1 + b2k

T
2 )x(t), (10)

ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà, ò.å. ìàòðèöà çàìêíóòîé ñèñòåìû (10)A+b1k
T
1 +

b2k
T
2 - ìàòðèöà Ãóðâèöà, ò.å. ìàòðèöà ó êîòîðîé âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà èìå-

þò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü.
Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíûõ τ1, τ2 óïðàâëåíèå âèäà

u1(t) = kT1 x(t+ τ1) (11)

íå ðåàëèçóåìî, ò.ê. òðåáóåò çíàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû â áóäóùèé ìîìåíò
âðåìåíè.
Ïî ôîðìóëå Êîøè [1] ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
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x(t+ τ1) = eAτ1x(t) +

t+τ1∫
t

eA(t+τ1−ξ)
(
b1u1(ξ − τ1) + b2u2(ξ − τ2)

)
dξ =

= eAτ1x(t) +

t∫
t−τ1

eA(t−θ)b1u1(θ)dθ +

t+τ1−τ2∫
t−τ2

eA(t+τ1−τ2−θ)b2u2(θ)dθ.

Åñëè ïîäñòàâèì ïîëó÷èâøååñÿ ðåøåíèå â óïðàâëåíèå (11), ïîëó÷èì (4)

u1(t) = kT1 (e
Aτ1x(t) +

t∫
t−τ1

eA(t−θ)b1u1(θ)dθ +

t+τ1−τ2∫
t−τ2

eA(t+τ1−τ2−θ)b2u2(θ)dθ).

Åñëè äëÿ ðàçûñêàíèÿ âòîðîé êîìïîíåíòû ïîëüçîâàòüñÿ òàêèì æå ñïî-
ñîáîì, òî

u2(t) = kT2 x(t+ τ2),

òîãäà ïî ôîðìóëå Êîøè [1]

x(t+ τ2) = eAτ2x(t) +

t+τ2∫
t

eA(t+τ2−ξ)
(
b1u1(ξ − τ1) + b2u2(ξ − τ2)

)
dξ =

= eAτ2x(t) +

t+τ2−τ1∫
t−τ1

eA(t+τ2−τ1)b1u1(θ)dθ +

t∫
t−τ2

eA(t−θ)b2u2(θ)dθ, (12)

ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (12) äëÿ u1 íàäî çíàòü çíà÷åíèå
â áóäóùåì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåäîñòóïíûì.

Â ðàáîòå [4] ïðåäëàãàåòñÿ íå èñêàòü òàêèì îáðàçîì óïðàâëåíèå u2, à
ïðåäâàðèòåëüíî ïîäñòàâèòü óïðàâëåíèå (4) â ñèñòåìó (3)

ẋ(t) = (A+ b1k
T
1 )x(t) + b2u2(t− τ2), t ≥ τ1 (13)

è òîëüêî ïîñëå ýòîãî ïåðåõîäèòü ê ïîèñêó âòîðîé êîìïîíåíòû x(t+ τ2) äëÿ
ïîëó÷èâøåéñÿ ñèñòåìû (13). Îáîçíà÷èì A1 = A+ b1k

T
1 , òîãäà

x(t+ τ2) = eA1τ2x(t) +

t+τ2∫
t

eA1(t+τ2−ξ)b2u2(ξ − τ2)dξ =

= eA1τ2x(t) +

t∫
t−τ2

eA1(t−θ)b2u2(θ)dθ,
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ïîëó÷àåì

u2(t) = kT2 (e
A1τ2x(t) +

t∫
t−τ2

eA1(t−θ)b2u2(θ)dθ).

Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà èìååò âèä:

ẋ(t) = Ax(t) + b1u1(t− τ1) + b2u2(t− τ2),

u1(t) = kT1 (e
Aτ1x(t) +

t∫
t−τ1

eA(t−θ)b1u1(θ)dθ+

+

t+τ1−τ2∫
t−τ2

eA(t+τ1−τ2−θ)b2u2(θ)dθ),

u2(t) = kT2 (e
A1τ2x(t) +

t∫
t−τ2

eA1(t−θ)b2u2(θ)dθ).

(14)

Íàñ èíòåðåñóåò ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû (14).
Ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè çàìêíóòîé ñèñòåìû (14) ÿâëÿþòñÿ
ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A∗ = A+ b1k

T
1 + b2k

T
2 , ò.ê. k1, k2 áûëè âûáðàíû

òàê, ÷òîáû ìàòðèöà A∗ áûëà ìàòðèöåé Ãóðâèöà, òî ïðè òàêîì âûáîðå k1, k2
çàìêíóòàÿ ñèñòåìà (14) áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé.

Ïåðåéäåì ê àíàëèçó õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ýòîé ñèñòåìû, äëÿ
ýòîãî áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû (14) â ñïåöèàëüíîì âèäå,
x(t) = µest, u1(t) = γest è u2(t) = ηest, ãäå µ - n-ìåðíûé âåêòîð; γ, η -
ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû, ïðè ýòîì ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç êîìïîíåíò µ, γ, η
6= 0, s−êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ïîëó÷èì

sµest = Aµest + b1γe
s(t−τ1) + b2ηe

s(t−τ2),

γest = kT1

(
eAτ1µest +

t∫
t−τ1

eA(t−θ)b1γe
sθdθ +

t+τ1−τ2∫
t−τ2

eA(t+τ1−τ2−θ)b2ηe
sθdθ

)
,

ηest = kT2 (e
A1τ2µest +

t∫
t−τ2

eA1(t−θ)b2ηe
sθdθ).

Ïåðåíåñåì ñëàãàåìûå â ëåâóþ ÷àñòü, ñãðóïïèðóåì ïî ìíîæèòåëÿì
µ,γ, η, cîêðàòèì íà ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü est, òîãäà ïîñëå ñîêðà-
ùåíèÿ ïîëó÷èì ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ µ,γ, η
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
sE − A −b1e−sτ1 −b2e−sτ2

−kT1 eAτ1 1− r1b1 −kT1 (sE − A)−1(Ees(τ1−τ2) − e(Aτ1−Esτ2))b2

−kT2 eA1τ2 0 1− r2b2




µ

γ

η

 =


0

0

0

 ,

ãäå
r1 = kT1 (sE − A)−1(E − e−(sE−A)τ1),

r2 = kT2 (sE − A1)
−1(E − e−(sE−A1)τ2).

Ýòà ñèñòåìà áóäåò èìåòü íåíóëåâîå ðåøåíèå, êîãäà îïðåäåëèòåëü õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû çàìêíóòîé ñèñòåìû (14)

sE − A −b1e−sτ1 −b2e−sτ2

−kT1 eAτ1 1− r1b1 −kT1 (sE − A)−1(Ees(τ1−τ2) − e(Aτ1−Esτ2))b2

−kT2 eA1τ2 0 1− r2b2

 ,

ðàâåí íóëþ.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè âîñïîëüçóåìñÿ äîìíîæåíè-
åì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû íà E 0 0

−r1esτ1 1 0
0 0 1


ñëåâà, à çàòåì íà  E 0 0

kT1 e
sτ1 1 0

0 0 1


ñïðàâà, ïîëó÷àåì 

sE − A1 −b1e−sτ1 −b2e−sτ2

0 1 0

−kT2 eA1τ2 0 1− r2b2

 ,

ïîñêîëüêó êàæäûé ðàç ïðîèñõîäèëî äîìíîæåíèå íà ìàòðèöó, îïðåäåëèòåëü
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êîòîðîé ðàâåí åäèíèöå, òî îïðåäåëèòåëü ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöû ñîâïàäàåò
ñ îïðåäåëèòåëåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû. Ïðîâåäåì ïîñëåäíåå äîìíî-
æåíèå íà (

E 0
−r2esτ2 1

)
ñëåâà è ïîëó÷èì sE − A1 − b2kT2 −b2e−sτ2

0 1

 ,

â êà÷åñòâå A1 áðàëè A+ b1k
T
1 . Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðà-

âåí det(sE−A−b1kT1 −b2kT2 ), ñîîòâåòñòâåííî îí ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì
ìàòðèöû A∗, è çàìêíóòàÿ ñèñòåìà (14) ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷è-
âîé.
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Ãëàâà 3. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äâóõ ñõåì

ñòàáèëèçàöèè ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì â óïðàâëåíèè

�1. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç

Â ìåòîäå èç ðàáîòû Manitius A.Z., Olbrot A.W. íå íàêëàäûâàåòñÿ
íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà âûáîð ìàòðèö B1, B2, îíè ïðåäïîëàãàþòñÿ ïðîèç-
âîëüíûìè. À â ðàáîòå Tsubakino D., Oliveira T.R., Krstic M. ýòè ìàòðèöû
èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä, äëÿ òîãî, ÷òîáû âî âòîðîì ìåòîäå ïîëó÷èëîñü
B1u1(t− τ1) +B2u2(t− τ2) íàäî âçÿòü ìàòðèöû

B1 = (b1, 0),

B2 = (0, b2).

Âòîðàÿ ñõåìà ðàáîòàåò òîëüêî ñ òàêîé ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðîé ìàòðèö B1,
B2. Ïðîâîäèòü ñðàâíåíèå íàäî òàì, ãäå îáà ìåòîäà ìîãóò îäíîâðåìåííî
ðàáîòàòü. È òàê êàê â ïåðâîì ìåòîäå íåò îãðàíè÷åíèÿ íà ìàòðèöû B1, B2,
à âî âòîðîì åñòü, çíà÷èò ñðàâíèâàòü äâà ìåòîäà áóäåì â òîì êëàññå ñèñòåì,
êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ âî âòîðîé ñõåìå, ò.å. ðàññìàòðèâàåì ïåðâûé ñïîñîá
ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ, ïðèìåíåííûé ê ñèñòåìå (3),

ẋ(t) = Ax(t) + b1u1(t− τ1) + b2u2(t− τ2),

è âòîðîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ, ïðèìåíåííûé
ê ýòîé æå ñèñòåìå.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ áóäóò
x(0) = x0,

u1(ξ) = ϕ1(ξ), ξ ∈ [−τ1, 0),
u2(ξ) = ϕ2(ξ), ξ ∈ [−τ2, 0).

Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà, ïîëó÷åííàÿ ïî ñïîñîáó Manitius A.Z., Olbrot A.W.
äëÿ ñèñòåìû (3) áóäåò èìåòü âèä:
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

ẋ(t) = Ax(t) + b1u1(t− τ1) + b2u2(t− τ2),

u1(t) = kT1

(
x(t) +

0∫
−τ1

e−A(τ1+θ)b1u1(t+ θ)dθ+

+

0∫
−τ2

e−A(τ2+θ)b2u2(t+ θ)dθ
)
,

u2(t) = kT2

(
x(t) +

0∫
−τ1

e−A(τ1+θ)b1u1(t+ θ)dθ+

+

0∫
−τ2

e−A(τ2+θ)b2u2(t+ θ)dθ
)
.

(15)

Íàñ èíòåðåñóåò ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû
(15). Ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèñòåìû (15) ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåí-
íûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A∗ = A+ b1k

T
1 + b2k

T
2 , êîòîðàÿ áûëà âûáðàíà òàê,

÷òîáû å¼ ñîáñòâåííûå ÷èñëà èìåëè îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü,
òîãäà çàìêíóòàÿ ñèñòåìà (15) áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé.

Âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì
ãëàâàì, x(t) = µest, u1(t) = γest è u2(t) = ηest, ïîëó÷èì



sµest = Aµest + b1γe
s(t−τ1) + b2ηe

s(t−τ2),

γest = kT1

(
µest +

0∫
−τ1

e−A(τ1+θ)b1γe
s(t+θ)dθ +

0∫
−τ2

e−A(τ2+θ)b2ηe
s(t+θ)dθ

)
,

ηest = kT2

(
µest +

0∫
−τ1

e−A(τ1+θ)b1γe
s(t+θ)dθ +

0∫
−τ2

e−A(τ2+θ)b2ηe
s(t+θ)dθ

)
.

Ïåðåíåñåì ñëàãàåìûå â ëåâóþ ÷àñòü, ñãðóïïèðóåì ïî ìíîæèòåëÿì
µ,γ, η, cîêðàòèì íà ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü est, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ
ïîëó÷èì ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ µ,γ, η

sE − A −b1e−sτ1 −b2e−sτ2

−kT1 1− kT1 r1b1 −kT1 r2b2

−kT2 −kT2 r1b1 1− kT2 r2b2




µ

γ

η

 =


0

0

0

 ,
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ãäå
r1 = (sE − A)−1(e−Aτ1 − e−sτ1E),

r2 = (sE − A)−1(e−Aτ2 − e−sτ2E).

Ýòà ñèñòåìà áóäåò èìåòü íåíóëåâîå ðåøåíèå, êîãäà îïðåäåëèòåëü õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû çàìêíóòîé ñèñòåìû (15)

sE − A −b1e−sτ1 −b2e−sτ2

−kT1 1− kT1 r1b1 −kT1 r2b2

−kT2 −kT2 r1b1 1− kT2 r2b2

 ,

ðàâåí íóëþ.
Äîìíîæèì ïîëó÷èâøóþñÿ ìàòðèöó íà

E 0 0

kT1 (sE − A)−1 1 0

kT2 (sE − A)−1 0 1


ñëåâà, à çàòåì ñïðàâà íà 

E 0 0

e(sE−A)τ1kT1 1 0

e(sE−A)τ2kT2 0 1

 .

ïîëó÷èì sE − A− b1kT1 − b2kT2 −b2e−sτ2
0 1

 ,

Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ìàòðèö, íà êîòîðûå ïðîèñõîäèëî äîìíîæåíèå ðàâåí
åäèíèöå, òî îïðåäåëèòåëü ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòå-
ëåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí det(sE −
A − b1kT1 − b2kT2 ), ñîîòâåòñòâåííî, îí ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû
A∗, è çàìêíóòàÿ ñèñòåìà (15) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà.
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�2. Âûáîð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû (15) èìååò âèä

F (s) = det(sE − A− b1kT1 − b2kT2 ).

À õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû, ïîñòðîåííîé â ðàáîòå
Manitius A.Z., Olbrot A.W.:

det(sE − A− B̃F ),

ãäå B̃ = e−Aτ1B1 + e−Aτ2B2.
Ìàòðèöû B1, B2 èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä

B1 = (b1, 0),

B2 = (0, b2),

ò.å. B̃ = (e−Aτ1b1, e
−Aτ2b2). Ïîëó÷àåì, det(sE − A− e−Aτ1b1fT1 − e−Aτ2b2fT2 )

Åñëè â (15) ïîëîæèòü b̃1 = e−Aτ1b1, b̃2 = e−Aτ2b2, òî ïîëó÷èòñÿ

F (s) = det(sE − A− b̃1kT1 − b̃2kT2 ).

Â ñëó÷àå ìåòîäà Manitius A.Z., Olbrot A.W., âûáèðàÿ f1, f2, ìîæåì
ñäåëàòü ñîácòâåííûå ÷èñëà ñèñòåìû ëþáûìè, çàðàíåå çàäàííûìè, ñ îòðèöà-
òåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ. Òàê è â ñëó÷àå Tsubakino D., Oliveira T.R.,
Krstic M., âûáèðàÿ k1, k2, ìîæåì ñäåëàòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà òàêèìè, êîòî-
ðûå íåîáõîäèìû. Âûáåðåì â ïåðâîì è âî âòîðîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûå ÷èñ-
ëà òàê, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîëèíîìû áûëè îäèíàêîâûìè, òîãäà è
ïåðâîå óïðàâëåíèå äà¼ò çàìêíóòîé ñèñòåìå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì,
ñîçäàííûé çàðàíåå, è óïðàâëåíèå èç âòîðîé ñèñòåìû áóäåò äàâàòü òîæå ñà-
ìîå. Ò.å. ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äâà óïðàâëåíèÿ äàþò çàìêíóòîé ñèñòåìå îäíî è
òî æå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå.

�3. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ

Â ñëó÷àå ìåòîäà Manitius A.Z., Olbrot A.W. ãîâîðèòñÿ, ÷òî ïàðà A, B̃,
ãäå B̃ = e−Aτ1B1 + e−Aτ2B2, äîëæíà áûòü ñòàáèëèçèðóåìà. Åñëè ìàòðèöà
B1 = (b1, 0), B2 = (0, b2), òî ýòî ïðèâîäèò ê

(A, B̃) = (A, e−Aτ1B1 + e−Aτ2B2) = (A, e−Aτ1b1, e
−Aτ2b2).

Âî âòîðîì ñëó÷àå Tsubakino D., Oliveira T.R., Krstic M. ïàðà A, B̂,
ãäå B̂ = (b1, b2) äîëæíà áûòü ñòàáèëèçèðóåìà

(A, B̂) = (A, b1, b2).
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Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ñòàáèëèçèðóþùåå óïðàâ-
ëåíèå â ïåðâîì è âî âòîðîì ñëó÷àÿõ. Ñèñòåìà èç ðàáîòû Tsubakino D.,
Oliveira T.R., Krstic M. ñòàáèëèçèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà
èç ðàáîòû Manitius A.Z., Olbrot A.W. ñòàáèëèçèðóåìà. Ò.å. ýòè äâå ñèñòåìû
îäíîâðåìåííî ñòàáèëèçèðóåìû, åñëè äëÿ îäíîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ñòàáè-
ëèçèðóþùåå óïðàâëåíèå, òî è äëÿ äðóãîé îíî ñóùåñòâóåò. Ñòàáèëèçèðóþ-
ùèå óïðàâëåíèÿ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ñîáñòâåííûå ÷èñëà çàìêíóòîé
ñèñòåìû äëÿ óïðàâëåíèÿ, âûáðàííîãî â ïåðâîì ñëó÷àå, è äëÿ óïðàâëåíèÿ,
âûáðàííîãî âî âòîðîì ñëó÷àå, áûëè îäíè è òå æå.

Êðèòåðèé Hautus'a ñòàáèëèçèðóåìîñòè [6]. Ñèñòåìà ẋ = Ax + Bu
ñòàáèëèçèðóåìà ⇔ ðàíã ìàòðèöû Hautus'a

rank(sE − A,B) = n,

∀s : Re(s) ≥ 0.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü äëÿ s ∈ C èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

rank(sE − A, b1, ..., bm) = n,

òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë λ1, ..., λm ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

rank(sE − A, eλ1Ab1, ..., eλmAbm) = n.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî

rank(sE − A, eλ1Ab1, ..., eλmAbm) < n.

Òîãäà ∃ γ 6= 0 :
γT (sE − A, eλ1Ab1, ..., eλmAbm) = 0, (16)

â ÷àñòíîñòè γT (sE − A) = 0 ⇒ s− ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A, à γ−
ñîáñòâåííûå âåêòîðà.
Ñëåäîâàòåëüíî γTeλjAbj = γTeλjsbj = eλjsγT bj, j = 1..m.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

γT (sE−A, eλ1Ab1, ..., eλmAbm) = γT (sE−A, b1, ..., bm)


E . . . . . . . . .
0 eλ1s . . . . . .
...

... . . . . . .
. . . . . . . . . eλms


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Ìàòðèöà 
E . . . . . . . . .
0 eλ1s . . . . . .
...

... . . . . . .
. . . . . . . . . eλms


íåîñîáîÿ, ñëåäîâàòåëüíî (16) ïðèâîäèò ê çàêëþ÷åíèþ

γT (sE − A, b1, ..., bm) = 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 1. ñëó÷àé Manitius A.Z., Olbrot A.W.
Ïóñòü B1 = (b1, 0), B2 = (0, b2). Åñëè

rank(sE − A, e−τ1AB1, e
−τ2AB2) = n,

òî è
rank(sE − A, b1, b2) = n.

Ñëåäñòâèå 2. ñëó÷àé Tsubakino D., Oliveira T.R., Krstic M.
Ïóñòü B̂ = (b1, b2). Åñëè

rank(sE − A, B̂) = n,

òî è
rank(sE − A, e−τ1Ab1, e−τ2Ab2) = n.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîêàçàíî, ÷òî äâà ñïîñîáà ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû
(3) ëèáî îäíîâðåìåííî ïðèìåíèìû, ëèáî îäíîâðåìåííî íå ïðèìåíèìû.
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Ãëàâà 4. Àíàëèç ñòàáèëèçèðóþùèõ óïðàâëåíèé

�1. Ñêàëÿðíûé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíûé ñëó÷àé, äëÿ ñèñòåìû (7)

ẋ(t) = ax(t) + b1u(t− τ1) + b2u(t− τ2),

u(t) = fx(t) + f

0∫
−τ1

e−a(τ1+θ)b1u(t+ θ)dθ+

+ f

0∫
−τ2

e−a(τ2+θ)b2u(t+ θ)dθ.

(17)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (17) èìååò âèä
s− a −b1e−sτ1 − b2e−sτ2

−f 1− f
0∫
−τ1

e−a(τ1+θ)b1e
sθdθ − f

0∫
−τ2

e−a(τ2+θ)b2e
sθdθ

 .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áóäåò èìåòü âèä

p(s) = s− a− b̃f,

ãäå b̃ = e−aτ1b1 + e−aτ2b2.

Îïðåäåëåíèå 3. [1] Ôóíêöèÿ âèäà

a0s+ a1se
−sτ + b0 + b1e

−sτ = f(s)

íàçûâàåòñÿ êâàçèïîëèíîìîì çàïàçäûâàþùåãî òèïà, åñëè a0 6= 0 è a1 = 0.
Åñëè a0 6= 0 è a1 6= 0, òî ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ êâàçèïîëèíîìîì íåéòðàëü-
íîãî òèïà.

Ó êâàçèïîëèíîìà çàïàçäûâàþùåãî òèïà êîðíè, áîëüøèå ïî ìîäóëþ,
áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè âäîëü ëîãàðèôìè÷åñêèõ ëèíèé
è áóäóò çàâåäîìî èìåòü îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü.

Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìå (17) ñòîÿò èí-
òåãðàëû, íåäîïóñêàþùèå êîíå÷íûõ âûðàæåíèé, ïîýòîìó ïðè ïðàêòè÷åñêîé
ðåàëèçàöèè òàêîãî ñîðòà óïðàâëåíèé ïðåäëàãàåòñÿ çàìåíèòü èíòåãðàëû êî-
íå÷íûìè ñóììàìè. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ [2] è ïîëó-
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÷èì âûðàæåíèå âèäà

u(t) = fx(t) + f
( M1∑
g=1

rgu(t+ θg) +
M2∑
l=1

qlu(t+ ξl)
)
, (18)

êîýôôèöèåíòû rg =
τ1
M1
e−a(τ1+θg)b1, ql =

τ2
M2
e−a(τ2+ξl)b2.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà äëÿ óðàâíåíèÿ (18) èìååò âèä
s− a −b1e−sτ1 − b2e−sτ2

−f 1− f
M1∑
g=1

rge
sθg − f

M2∑
l=1

qle
sξl

 ,

ïîëó÷àåì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áóäåò êâàçèïîëèíîìîì íåé-
òðàëüíîãî òèïà.

Ó êâàçèïîëèíîìîâ íåéòðàëüíîãî òèïà íà ñòåïåííîé äèàãðàììå åñòü
ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê, êîòîðûé äà¼ò öåïî÷êó áîëüøèõ ïî ìîäóëþ êîð-
íåé, ðàñïîëîæåííûõ â âåðòèêàëüíîé ïîëîñå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïîëó-
÷àåòñÿ, ÷òî êîðíè, áîëüøèå ïî ìîäóëþ, ìîãóò èìåòü è îòðèöàòåëüíóþ è
ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííûå ÷àñòè.

Ïðè çàìåíå â âûðàæåíèè äëÿ óïðàâëåíèÿ èíòåãðàëîâ íà êîíå÷íûå
ñóììû, ïîìåíÿëàñü ïðèðîäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè. Äëÿ èñõîäíîãî
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ôóíêöèÿ áûëà çàïàçäûâàþùåãî òèïà, à ïîñëå çà-
ìåíû èíòåãðàëîâ íà êîíå÷íûå ñóììû, ôóíêöèÿ ñòàëà íåéòðàëüíîãî òèïà.
Ìåíÿåòñÿ ðàñïîëîæåíèå êîðíåé, áîëüøèõ ïî ìîäóëþ, îíè ìîãóò èìåòü è ïî-
ëîæèòåëüíóþ è îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííûå ÷àñòè. À ó çàïàçäûâàþùåãî
òèïà êîðíè, áîëüøèå ïî ìîäóëþ, áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ â ëåâîé ïîëóïëîñêî-
ñòè âäîëü ëîãàðèôìè÷åñêèõ ëèíèé è áóäóò çàâåäîìî èìåòü îòðèöàòåëüíóþ
âåùåñòâåííóþ ÷àñòü.

Åñëè óïðàâëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííå óñòîé÷èâûì, ò.å. ñèñòåìà

u(t) = f

0∫
−τ1

e−a(τ1+θ)b1u(t+ θ)dθ + f

0∫
−τ2

e−a(τ2+θ)b2u(t+ θ)dθ,

íå ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé è ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
ýòîé ñèñòåìû

1

s− a

(
(s− a)− fe−aτ1b1(1− e−(s−a)τ1)− fe−aτ2b2(1− e−(s−a)τ2)

)
,
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åñòü êîðåíü, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíà. Ò.å. ó óïðàâëå-
íèÿ ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå ÷èñëî â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, òî òîãäà ÷åì
òî÷íåå áóäåì äåëàòü ïðèáëèæåíèå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà, òåì õóæå áóäåò ñ
òî÷êè çðåíèÿ óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ïîñëå çàìåíû èíòåãðàëîâ
êîíå÷íûìè ñóììàìè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïðåäëàãàåòñÿ âûáðàòü ïîëîæèòåëüíóþ
êîíñòàíòó k è ðàññìîòðåòü îïåðàòîð

d

dt
− k : ∀q(t) = q̇(t)− kq(t).

Ïðèìåíèì ýòîò îïåðàòîð ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì ñèñòåìû (17), ïîëó÷èì
ñèñòåìó âèäà

ẋ(t) = ax(t) + b1u(t− τ1) + b2u(t− τ2),

u̇(t)− ku(t) = f
(
ẋ(t)− kx(t)

)
+

+ f
(
e−aτ1b1u(t)− b1u(t− τ1)+

+ (a− k)
0∫

−τ1

e−a(τ1+θ)b1u(t+ θ)dθ
)
+

+ f
(
e−aτ2b2u(t)− b2u(t− τ2)+

+ (a− k)
0∫

−τ2

e−a(τ2+θ)b2u(t+ θ)dθ
)
,

(19)

Îíà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé çàïàçäûâàþùåãî òèïà. Åñëè ó òàêîé ñèñòåìû
ïðîâåñòè çàìåíó èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè íà êîíå÷íûå ñóììû, òî ñèñòåìà
îñòàíåòñÿ çàïàçäûâàþùåãî òèïà.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (19) èìååò âèä s− a −b1e−sτ1 − b2e−sτ2

−f(a− k) s− k − f(b1e−sτ1 + b2e
−sτ2)− fl1 − fl2

 ,

ãäå
l1 = e−aτ1b1 − b1e−sτ1 + (a− k)(s− a)−1(e−aτ1 − e−sτ1)b1,
l2 = e−aτ2b2 − b2e−sτ2 + (a− k)(s− a)−1(e−aτ2 − e−sτ2)b2.

Ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äëÿ ñèñòåìû

p1(s) = (s− a− b̃f)(s− k),
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ãäå s− a− b̃f = p(s)- õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû (17).

Èñïîëüçîâàíèå òàêîãî âèäà îïåðàòîðà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîïîë-
íèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ (s−k) ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè êîð-
íè p(s) èìåþò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, à ÷èñëî k âûáðàíî ïî-
ëîæèòåëüíûì, òî ó p1(s) êîðíè òîæå èìåþò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ
÷àñòü è â ýòîì ñëó÷àå çàìêíóòàÿ ñèñòåìà îñòàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé-
÷èâîé.

�2. Âåêòîðíûé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì âåêòîðíûé ñëó÷àé, äëÿ ñèñòåìû (7),

ẋ(t) = Ax(t) +B1u(t− τ1) +B2u(t− τ2),

u(t) = Fx(t) + F

0∫
−τ1

e−A(τ1+θ)B1u(t+ θ)dθ+

+ F

0∫
−τ2

e−A(τ2+θ)B2u(t+ θ)dθ.

Íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ìàòðèöó çàìêíóòîé ñèñòåìû (7)
sE − A −B1e

−sτ1 −B2e
−sτ2

−F E − F
0∫
−τ1

e−A(τ1+θ)B1e
sθdθ − F

0∫
−τ2

e−A(τ2+θ)B2e
sθdθ

 .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áóäåò èìåòü âèä

p(s) = det(sE − A− B̃F ),

ãäå B̃ = e−Aτ1B1 + e−Aτ2B2.

Îïðåäåëåíèå 4. [9] Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

det(sE + e−sτsEA1 +B0 + e−sτB1),

íàçûâàåòñÿ êâàçèïîëèíîìîì çàïàçäûâàþùåãî òèïà, åñëè detA1 = 0. Åñëè
detA1 6= 0, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áóäåò íåéòðàëüíîãî òèïà.

Ó êâàçèïîëèíîìà çàïàçäûâàþùåãî òèïà êîðíè, áîëüøèå ïî ìîäóëþ,
áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè âäîëü ëîãàðèôìè÷åñêèõ ëèíèé
è áóäóò çàâåäîìî èìåòü îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü.
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Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìå (7) ñòîÿò èíòå-
ãðàëû, íåäîïóñêàþùèå êîíå÷íûõ âûðàæåíèé, ïîýòîìó ïðè ïðàêòè÷åñêîé
ðåàëèçàöèè òàêîãî ñîðòà óïðàâëåíèé ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè àïïðîêñèìà-
öèþ èíòåãðàëîâ êîíå÷íûìè ñóììàìè. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ [2] è ïîëó÷èì âûðàæåíèå âèäà

u(t) = Fx(t) + F
( M1∑
g=1

Rgu(t+ θg) +
M2∑
l=1

Qlu(t+ ξl)
)
, (20)

êîýôôèöèåíòû Rg =
τ1
M1
e−A(τ1+θg)B1, Ql =

τ2
M2
e−A(τ2+ξl)B2.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà äëÿ óðàâíåíèÿ (20) èìååò âèä
sE − A −B1e

−sτ1 −B2e
−sτ2

−F E − F
M1∑
g=1

Rge
sθg − F

M2∑
l=1

Qle
sξl

 .

ðàññìàòðèì ñòðóêòóðó îïðåäåëèòåëÿ ýòîé ìàòðèöû, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî õàðàê-
òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áóäåò êâàçèïîëèíîìîì íåéòðàëüíîãî òèïà.

Ó êâàçèïîëèíîìîâ íåéòðàëüíîãî òèïà íà ñòåïåííîé äèàãðàììå åñòü
ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê, ÷òî ïîðîæäàåò öåïî÷êó áîëüøèõ ïî ìîäóëþ êîð-
íåé, ðàñïîëîæåííûõ â âåðòèêàëüíîé ïîëîñå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïîëó-
÷àåòñÿ, ÷òî êîðíè, áîëüøèå ïî ìîäóëþ, ìîãóò èìåòü è îòðèöàòåëüíóþ è
ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííûå ÷àñòè.

Ïðè çàìåíå â âûðàæåíèè äëÿ óïðàâëåíèÿ èíòåãðàëîâ íà êîíå÷íûå
ñóììû, ïîìåíÿëàñü ïðèðîäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè. Äëÿ èñõîäíîãî
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ôóíêöèÿ áûëà çàïàçäûâàþùåãî òèïà, à ïîñëå çà-
ìåíû èíòåãðàëîâ íà êîíå÷íûå ñóììû, ôóíêöèÿ ñòàëà íåéòðàëüíîãî òèïà.
Ìåíÿåòñÿ ðàñïîëîæåíèå êîðíåé, áîëüøèõ ïî ìîäóëþ, îíè ìîãóò èìåòü è ïî-
ëîæèòåëüíóþ è îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííûå ÷àñòè. À ó çàïàçäûâàþùåãî
òèïà êîðíè, áîëüøèå ïî ìîäóëþ, áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ â ëåâîé ïîëóïëîñêî-
ñòè âäîëü ëîãàðèôìè÷åñêèõ ëèíèé è áóäóò çàâåäîìî èìåòü îòðèöàòåëüíóþ
âåùåñòâåííóþ ÷àñòü.

Åñëè óïðàâëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííå óñòîé÷èâûì, ò.å. ñèñòåìà

u(t) = F

0∫
−τ1

e−A(τ1+θ)B1u(t+ θ)dθ + F

0∫
−τ2

e−A(τ2+θ)B2u(t+ θ)dθ,

íå ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé è ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
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ýòîé ñèñòåìû

det(E − F (sE −A)−1(e−Aτ1 − e−sτ1E)B1− F (sE −A)−1(e−Aτ2 − e−sτ2E)B2),

åñòü êîðåíü, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíà. Ò.å. ó óïðàâëå-
íèÿ ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå ÷èñëî â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, òî òîãäà ÷åì
òî÷íåå áóäåì äåëàòü ïðèáëèæåíèå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà, òåì õóæå áóäåò ñ
òî÷êè çðåíèÿ óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ïîñëå çàìåíû èíòåãðàëîâ
êîíå÷íûìè ñóììàìè [2].

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïðåäëàãàåòñÿ âûáðàòü ìàòðèöó Ãóðâèöà
K è ðàññìîòðåòü îïåðàòîð

d

dt
−K : ∀Q(t) = Q̇(t)−KQ(t).

Ïðèìåíèì ýòîò îïåðàòîð ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì ñèñòåìû (7), ïîëó÷èì

ẋ(t) = Ax(t) +B1u(t− τ1) +B2u(t− τ2),

u̇(t)−Ku(t) = F
(
ẋ(t)−Kx(t)

)
+

+ F
(
e−Aτ1B1u(t)−B1u(t− τ1)+

+ (A−K)

0∫
−τ1

e−A(τ1+θ)B1u(t+ θ)dθ
)
+

+ F
(
e−Aτ2B2u(t)−B2u(t− τ2)+

+ (A−K)

0∫
−τ2

e−A(τ2+θ)B2u(t+ θ)dθ
)
.

(21)

Íîâàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé çàïàçäûâàþùåãî òèïà. Åñëè ó òà-
êîé ñèñòåìû ïðîâåñòè çàìåíó èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè íà êîíå÷íûå ñóì-
ìû, òî ñèñòåìà îñòàíåòñÿ ñèñòåìîé çàïàçäûâàþùåãî òèïà.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (21) èìååò âèä sE − A −B1e
−sτ1 −B2e

−sτ2

−F (A−K) sE −K − F (B1e
−sτ1 +B2e

−sτ2)− Fl1 − Fl2

 ,

ãäå

l1 = e−Aτ1B1 −B1e
−sτ1 + (A−K)(sE − A)−1(e−Aτ1 − e−sτ1E)B1,
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l2 = e−Aτ2B2 −B2e
−sτ2 + (A−K)(sE − A)−1(e−Aτ2 − e−sτ2E)B2.

Ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äëÿ ñèñòåìû (21)

p1(s) = p(s)det(sE −K),

ãäå B̃ = e−Aτ1B1+e
−Aτ2B2, à p(s) = det(sE−A− B̃F )- õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ ñèñòåìû (7).
Èñïîëüçîâàíèå òàêîãî âèäà îïåðàòîðà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîïîë-

íèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ (sE − K) ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè
êîðíè p(s) èìåþò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, à K- ìàòðèöà Ãóð-
âèöà, òî ó p1(s) êîðíè òîæå èìåþò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü è
â ýòîì ñëó÷àå çàìêíóòàÿ ñèñòåìà îñòàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé.

Èçâåñòíî [2], ÷òî â ñèñòåìå çàïàçäóþùåãî òèïà çàìåíà èíòåãðàëîâ
êîíå÷íûìè ñóììàìè íå íàðóøàåò óñòîé÷èâîñòè, åñëè èñïîëüçóþòñÿ êâàä-
ðàòóðíûå ôîðìóëû õîðîøåé òî÷íîñòè.
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Ãëàâà 5. Ïðèìåð

Ïðîàíàëèçèðóåì, êàê âûãëÿäÿò óïðàâëåíèÿ â ïåðâîì è âî âòîðîì
ñëó÷àÿõ äëÿ ñèñòåìû

ẋ(t) = Ax(t) + b1u1(t− τ1) + b2u2(t− τ2).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà Tsubakino D., Oliveira T.R., Krstic M.
Âîçüìåì ìàòðèöû

A =

1 −1 1
0 0 1
0 −5 2

 , B =

1 0
0 0
0 1

 , τ1 = 0.2, τ2 = 0.5

Íàéäåì ìàòðèöó F , äëÿ ýòîãî ñäåëàåì íåñêîëüêî øàãîâ:
1. Âûáåðåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà −3, −2± 2i.
2. Ïîñòðîèì áàçèñ Çóáîâà èç öåïî÷êè âåêòîðîâ, áåðåì ñòîëáåö

b1 =

1
0
0

 ,

çàòåì èùåì Ab1

Ab1 =

1
0
0

 ,

ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî Ab1 ëèíåéíî çàâèñèì ñ âåêòîðîì b1, ïîýòîìó áåðåì ñòîëáåö

b2 =

0
0
1

 ,

èùåì Ab2

Ab2 =

1
1
2

 ,

ïîëó÷àåì ìàòðèöó èç ñòîëáöîâ b1, b2, Ab2, îáîçíà÷èì å¼ S,

S =

1 0 1
0 0 1
0 1 2

 .

3. Äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x = Sz ⇒

ż(t) = S−1ASz + S−1Bu.
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4. Ñ÷èòàåì S−1AS

S−1AS =

1 0 0
0 0 −5
0 1 2


ðàññìîòðèì ïåðâûé áëîê, åãî ïîñëåäíèé ñòîëáåö, äëÿ íåãî a1 = −1, âîçü-
ìåì ïåðâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî p1 = −3. Ò.å.äëÿ ýòîãî áëîêà âûáèðàåì
óïðàâëåíèå a1 − p1 = −4.
Äëÿ âòîðîãî áëîêà a1 = −2, a2 = 5. Âîçüìåì îñòàâøèåñÿ ñîáñòâåííûå ÷èñ-
ëà (x+ 2 + 2i)(x+ 2− 2i) = x2 + 4x+ 8, ïîëó÷àåì p1 = 4, p2 = 8.

Ðåøàåì ñèñòåìó äëÿ ïîèñêà óïðàâëåíèÿ
(
v1 v2

) (1 −2
0 1

)
=
(
−6 3

)
.

ïîëó÷àåì v1 = −6, v2 = −15.
5. Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó èç ïîëó÷èâøèõñÿ óïðàâëåíèé

N =

(
−4 0 0
0 −6 −15

)
.

6. Ñ÷èòàåì ìàòðèöó F = NS−1

F =

(
−4 0 1
0 −3 −6

)
.

Óïðàâëåíèå áóäåò èìåòü âèä

u1(t) = −4x1(t) + x3(t)− 4

0∫
−0.2

e−0.2−θu1(t+ θ)dθ+

+

0∫
−0.5

e−0.5−θ(cos(1 + 2θ)− 3.5sin(1 + 2θ))u2(t+ θ)dθ,

u2(t) = −3x2(t)− 6x3(t)− 6

0∫
−0.5

e−0.5−θ(cos(1 + 2θ)− sin(1 + 2θ))u2(t+ θ)dθ.

Â ñëó÷àå Manitius A.Z., Olbrot A.W., â ñèñòåìå ó÷àñòâóåò ìàòðèöà

B̃ = e−Aτ1B1 + e−Aτ2B2,

äëÿ êîòîðîé B1 = (b1, 0); B2 = (0, b2).
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Ïîëó÷èì

B̃ =

0.81 −0.51
0 −0.51
0 0.07

 ,

Äëÿ ñðàâíåíèÿ óïðàâåíèé, çàìêíóòàÿ ñèñòåìà äîëæíà èìåòü îäèí è òîò
æå íàáîð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Áóäåì èñêàòü ìàòðèöó F̃ òàêóþ, ÷òî ìàòðèöà
A + B̃F̃ èìååò ñîáñòâåííûå ÷èñëà òàêèå æå, êàê è ìàòðèöà A + BF , ò.å.
−3;−2± 2i.
Ïîëó÷èì

F̃ =

(
−4.93 0 1.93

0 10.96 −5.86

)
,



u1(t) = −4.93x1(t) + 1.93x3(t)− 3.99

0∫
−0.2

e−0.2−θu1(t+ θ)dθ+

+

0∫
−0.5

e−0.5−θ(2.64cos(1 + 2θ)− 0.93sin(1 + 2θ))u2(t+ θ)dθ,

u2(t) = 10.96x2(t)− 5.86x3(t)−

− 6

0∫
−0.5

e−0.5−θ(−5.98cos(1 + 2θ) + 4.07sin(1 + 2θ))u2(t+ θ)dθ.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå áûëè èçó÷åíû è ðàçîáðàíû äâà ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëè-
çèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìàõ ñ çàïàçäûâàíèåì â óïðàâëåíèÿõ. Ïðî-
âåäåíî ñðàâíåíèå, êîòîðîå ïîêàçàëî, ÷òî îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà èç
ðàáîòû Manitius A.Z., Olbrot A.W. øèðå, ÷åì îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà
èç ðàáîòû Tsubakino D., Oliveira T.R., Krstic M.. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ â ïåðâîì
ìåòîäå, òî ýòè æå óñëîâèÿ ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå ñòàáèëèçèðóþùåãî
óïðàâëåíèÿ è âî âòîðîì ìåòîäå. Ðàññìîòðåíî âëèÿíèå çàìåíû èíòåãðàëîâ
â óïðàâëåíèè íà êîíå÷íûå ñóììû è ñïîñîá èçáåæàòü èçìåíåíèÿ ïðèðîäû
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè. Äëÿ íàãëÿäíîñòè áûë ðàññìîòðåí ïðèìåð
ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ ïî äâóì ñõåìàì ñ ïîäðîáíûì
îïèñàíèåì âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ.
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