
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ôàêóëüòåò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè � ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ

Êàôåäðà ìåõàíèêè óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ

Ãàðìàøîâ Êîíñòàíòèí Ñåðãååâè÷

Ìàãèñòåðñêàÿ äèññåðòàöèÿ

Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ

âû÷èñëåíèÿ õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà è èõ

ñðàâíåíèå
Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà 010402

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â çàäà÷àõ åñòåñòâîçíàíèÿ

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü,
äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê Îëåìñêîé È.Â.

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã
2018



Ñîäåðæàíèå

Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

Çàäà÷è äàííîãî èññëåäîâàíèÿ: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
Áèòîâûå øêàëû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
Àëãîðèòì Îëåìñêîãî . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
Àëãîðèòì Ëîðüåðà-Íîâèêîâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
Àëãîðèòì Âåéñìàíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

Àëãîðèòì Îëåìñêîãî . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Àëãîðèòì Ëîðüåðà-Íîâèêîâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Àëãîðèòì Âåéñìàíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Ïðîãðàììà ñîçäàíèÿ îò÷¼òîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
Ïðîãðàììà ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
Çàêëþ÷åíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2



Ââåäåíèå

Èñòîðèÿ çàäà÷è ¾î ðàñêðàñêå ãðàôà¿ íàñ÷èòûâàåò áîëåå 200 ëåò. Ïåð-
âûé ðàç îíà áûëà óïîìÿíóòà Ôðàíöèñîì Ãóòðè, êîòîðûé ,ïûòàÿñü ðàñ-
êðàñèòü êàðòó îêðóãîâ Àíãëèè, ñôîðìóëèðîâàë ¾ïðîáëåìó ÷åòûð¼õ êðà-
ñîê¿,îòìåòèâ, ÷òî ÷åòûð¼õ öâåòîâ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàñêðàñèòü êàðòó òàê,
÷òîáû ëþáûå äâà ñìåæíûõ ðåãèîíà èìåëè ðàçíûå öâåòà. Â ïîñëåäñòâèè
äàííàÿ çàäà÷à ïîëó÷èëà áîëåå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå òîëüêî ñ 1970-õ
ãîäîâ. Ýòî áûëî ñâÿçàíî ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Òàê, íàïðè-
ìåð, ñ 1981 ãîäà ðàñêðàñêà ãðàôà ñòàëà ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ðåãèñòðîâ â êîìïèëÿòîðàõ.

Ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è, âîçíèêàþùèå ïðè ïëàíèðîâàíèè ïðîèçâîä-
ñòâà, ñîñòàâëåíèè ãðàôèêîâ îñìîòðà, õðàíåíèè è òðàíñïîðòèðîâêå òîâàðîâ
è ò.ä., ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ÷àñòî êàê çàäà÷è òåîðèè ãðàôîâ, òåñíî
ñâÿçàííûå ñ ¾çàäà÷åé î ðàñêðàñêå¿.

Ñåãîäíÿ äëÿ ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷ ïðèáåãàþò ê âû÷èñëèòåëüíîé òåõ-
íèêå, íà êîòîðîé îáû÷íî ðàáîòàåò òîò èëè èíîé àëãîðèòì. Â ñâÿçè ñ ýòèì,
ïðè âûáîðå àëãîðèòìà íåîáõîäèìî çíàòü ñêîðîñòü åãî ðàáîòû, ñëîæíîñòü
ðåàëèçàöèè, îáú¼ì òðåáóåìîé ïàìÿòè.

Çà÷àñòóþ, èç-çà ñëîæíîñòè íàõîæäåíèÿ õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà èñ-
ïîëüçóþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû, êîòîðûå íàõîäÿò ïðèáëèæ¼ííîå ðå-
øåíèå, ò.ê. ñêîðîñòü òî÷íûõ àëãîðèòìîâ îñòàâëÿåò æåëàòü ëó÷øåãî. Òàêèõ
àëãîðèòìîâ äîñòàòî÷íî ìíîãî, íî îíè íå ÿâëÿþòñÿ òåìîé äàííîé ðàáîòû.

Áîëüøèíñòâî èç òî÷íûõ àëãîðèòìîâ ïåðåáèðàþò ïîëíîñòüþ âñå ðå-
øåíèÿ òåì èëè èíûì ñïîñîáîì, íàïðèìåð, àëãîðèòì, êîòîðûé áûë óïîìÿ-
íóò â êíèãàõ [1] è [2], îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè ìàêñèìàëüíî íåçàâèñèìûõ
ìíîæåñòâî. Äëÿ óïðîùåíèÿ â ýòîé ðàáîòå áóäåì íàçûâàòü åãî àëãîðèòìîì
Ëîðüåðà-Íîâèêîâà. Íàóêå íà äàííûé ìîìåíò èçâåñòíî äîâîëüíî ìíîãî àë-
ãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ. Â êà÷åñòâå àë-
ãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â êíèãå [2] ïðåä-
ëîæåí îäèí èç âàðèàíòîâ, êîòîðûé, ïî ñóòè, ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì Áðîíà-
Êåðáîøà.

Åù¼ îäèí äîâîëüíî èçâåñòíûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíî
íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ - àëãîðèòì Ìàãó. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ õðîìàòè-
÷åñêîãî ÷èñëà, îñíîâàííûé íà í¼ì, ïîëíîñòüþ îïèñàí â ìåòîäè÷åñêèõ ìà-
òåðèàëàõ [4].

Îëåìñêîé È.Â. ðàçðàáîòàë íîâûé àëãîðèòì, êîòîðûé áûë îñíîâàí
íà àëãîðèòìå âûäåëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ îñîáåííîñòåé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [3]. Èìåííî ñ íèì è áóäåò ïðîâåäåíî îñ-
íîâíîå ñðàâíåíèå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ íåãî åù¼ íåò àíàëèòè÷åñêîé
îöåíêè åãî ðàáîòû.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îïðåäëåíèå 1 Ïóñòü G(V,E) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç êðàòíûõ
ð¼áåð è ïåòåëü, ãäå V � ìíîæåñòâî âåðøèí, E � ìíîæåñòâî ð¼áåð.

Îïðåäëåíèå 2 Ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé ãðàôà G(V,E) áóäåì íàçûâàòü
òàêîå îòîáðàæåíèå φ èç ìíîæåñòâà âåðøèí V â ìíîæåñòâî êðàñîê
{c1, ..., ct}, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí u è v âûïîëíÿåòñÿ φ(u) 6=
φ(v).Òàêæå å¼ íàçûâàþò t-ðàñêðàñêîé.

Îïðåäëåíèå 3 Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî t, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò t-ðàñêðàñêà
ãðàôà G(V,E), íàçûâàåòñÿ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì è îáîçíà÷àåòñÿ ν(G).

Îïðåäëåíèå 4 Ìàòðèöà ñìåæíîñòè(èíöèäåíòíîñòè) ãðàôà G ñ êîíå÷-
íûì ÷èñëîì âåðøèí n (ïðîíóìåðîâàííûõ ÷èñëàìè îò 1 äî n) � ýòî êâàä-
ðàòíàÿ ìàòðèöà A ðàçìåðà n, â êîòîðîé:

aij =

{
0, åñëè @Eij ∈ E,
1, åñëè ∃Eij ∈ E.

Çàäà÷åé î ðàñêðàñêå ãðàôà ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ν(G)-ðàñêðàñêè, êî-
òîðàÿ îòíîñèòñÿ ê êëàññó NP-ïîëíûõ çàäà÷, ò.å. âñå èçâåñòíûå ðåøåíèÿ îò-
íîñÿòñÿ ê òèïó ¾ïåðåáåðè âñå âàðèàíòû¿.

Îïðåäëåíèå 5 Ïëîòíîñòü ãðàôà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

D =
2|E|

|V |(|V | − 1)
(1)

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ð¼áåð ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå: 1
2 |V |(|V | − 1).

Çàäà÷è äàííîãî èññëåäîâàíèÿ:

1. Ðåàëèçîâàòü àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà íàèáîëåå
ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì. Íàïðèìåð, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîíàäîáÿòñÿ
îñîáûå ñòðóêòóðû, òàêèå êàê áèòîâûå øêàëû.

2. Ðåàëèçîâàòü ôóíêöèþ ïîñòðîåíèÿ ñëó÷àéíîãî ãðàôà ðàçìåðíîñòè è
ïëîòíîñòè

3. Ïîñòðîèòü òàáëèöû ñêîðîñòè âû÷èñëåíèÿ äëÿ ãðàôîâ ñ ðàçíîé ðàçìåð-
íîñòüþ è ïëîòíîñòüþ

4. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé ñêîðîñòè ðàáîòû àëãîðèòìîâ îò ïëîò-
íîñòè è ðàçìåðíîñòè

5. Îïèñàòü ðåçóëüòàòû
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Áèòîâûå øêàëû

Ïóñòü çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî(óíèâåðñóì) U, ðàçìåðíîñòü êîòî-
ðîãî ðàâíà n. Ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü:

U = {u1, ..., un} (2)

Ïîäìíîæåñòâî A ìíîæåñòâà U ìîæíî ïðåäñòàâèòü áèòîâîé øêà-

ëîé(êîäîì) C : array[1..n] of 0..1, â êîòîðîì:

C[i] =

{
0, åñëè ui ∈ A
1, åñëè ui 6∈ A

(3)

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè A è B, ÿâëÿþùèìèñÿ ïîäìíîæåñòâàìè U,
ìîæíî îïèñàòü ïðîñòûìè îïåðàöèÿìè. Êîä ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ A è B �
ýòî ëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå êîäîâ ìíîæåñòâ. Êîä îáúåäèíåíèÿ � ëîãè÷å-
ñêàÿ ñóììà êîäîâ. Êîä äîïîëíåíèÿ ìíîæåñòâà A � èíâåðñèÿ êîäà ìíîæåñòâà
A. Â áîëüøèíñòâå êîìïüþòåðîâ äëÿ ýòèõ îïåðàöèé åñòü ñîîòâåòñòâóþùèå
ìàøèííûå êîìàíäû.

Òàêèì îáðàçîì, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìíîæåñòâ ïîçâîëÿåò âû÷èñ-
ëÿòü ýòè îïåðàöèè áûñòðåå â ñðàâíåíèè ñ òàêèìè æå îïåðàöèÿìè äëÿ ñïèñ-
êîâ, ìàññèâîâ è ïîäîáíûõ ñòðóêòóð, ðåàëèçîâàííûõ è ñîäåðæàùèõñÿ â ñòàí-
äàðòíûõ áèáëèîòåêàõ ìíîãèõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Àëãîðèòì Îëåìñêîãî

Àëãîðèòì ðàçðàáîòàí íà àëãîðèòìå âûäåëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ îñîáåí-
íîñòåé ÑÎÄÓ [3]. Â ðàññìàòðèâàåìîì àëãîðèòìå èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà
ñìåæíîñòè ðàçìåðíîñòè n, ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ïîèñêå ýëåìåíòàðíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû, îáåñïå÷èâàþùåãî ïðèâåäåíèå ê íóëüäèàãîíàëüíîìó
âèäó ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì íóëüäèàãîíàëüíûõ áëîêîâ ν. Àëãîðèòì ÿâ-
ëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé àëãîðèòìà âûäåëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ îñîáåííîñòåé ñè-
ñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñàííûé â êíèãå [3].

Ââåä¼ì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ äëÿ ôîðìàëèçàöèè àëãîðèòìà. Çäåñü
è â äàëüíåéøåì I = {1, ..., n}.

Îïðåäëåíèå 6 q-îå ãîðèçîíòàëüíîå ñòðóêòóðíîå ìíîæåñòâî ìàòðèöû
A

hq(A) = {r|aqr = 0, r ∈ I}, q ∈ I. (4)

Îïðåäëåíèå 7 r-îå ãîðèçîíòàëüíîå ñòðóêòóðíîå ìíîæåñòâî ìàòðèöû
A

vr(A) = {r|aqr = 0, q ∈ I}, r ∈ I. (5)

Îïðåäåëåíèÿ äàííûõ ìíîæåñòâà íóæíû äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ìíîæåñòâ

D(q,r)(A) = hq(A) ∩ vr(a), q, r ∈ I, q < r, (6)

õàðàêòåðèçóþùèõ ñòðóêòóðíûå îñîáåííîñòè èñõîäíîé ìàòðèöû A.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàì êàêèì-ëèáî îáðàçîì óäàëîñü âûäåëèòü

ν ïîäìíîæåñòâ (íóëüäèàãîíàëüíûå áëîêè)

J j = {ij1, i
j
2, ..., i

j
k(j)} ⊂ I, j = 1, ..., ν;

∪νj=1J
j = I, Jp ∩ Jq = ∅, p 6= q, p, q ∈ Iν

Iν = {1, ..., ν}

Èõ ýëåìåíòû çàäàþò íîìåðà ñòðîê è ñòîëáöîâ èñõîäíîé ìàòðèöû A,
íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ íóëåâûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè k(j). Ýòî
ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïîäñòàíîâêó ñòðîê è ñòîëáöîâ

π =

(
1 2 ... k(1) k(1) + 1 ...

∑2
k=1 k(r) ...

i11 i12 ... i1k(1) i21 ... i2k(2) ...

...
∑ν−1

r=1 k(r) + 1 ...
∑ν

r=1 k(r)
... iν1 ... iνk(ν)

)
,
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òàê è ïåðåñòàíîâî÷íóþ ìàòðèöó P={bξν}:

bξν =

{
0, åñëè ν = π(ξ),

1, åñëè ν 6= π(ξ),

òàêóþ, ÷òî ìàòðèöà PAP' è áóäåò ìàòðèöåé, ñ ÷èñëîì íóëüäèàãîíàëü-
íûõ áëîêîâ ν. Ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî π(ξ) = ν â ïåðåñòàíîâêå π = (π(1), ..., π(n))
îçíà÷àåò, ÷òî ν-ûé ñòîëáåö(ñòðîêà) èñõîäíîé ìàòðèöû áóäåò ξ-ì ñòîëá-
öîì(ñòðîêîé) â ïðåîáðàçîâàííîé.

Î÷åâèäíîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâD(q,r) äëÿ ýëåìåíòîâ ïîäìàòðèöûOk(j)(j-
ãî íóëüäèàãîíàëüíîãî áëîêà, j = 1, ..., ν) â ýòîì ñëó÷àå

D
j,s
(is,ik(j)+1−s)

≡ D(is,ik(j)+1−s) ∩ {is, ..., ik(j)+1−s} =

= {is, ..., ik(j)+1−s}, s = 1, ...,

[
k(j)

2

]
,

(7)

ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì, ãäå [a] � öåëàÿ ÷àñòü îò äåëåíèÿ. Âåðõíèå èíäåê-
ñû j è s áóäóò îáîçíà÷àòü: j�íîìåð íóëüäèàãîíàëüíîãî áëîêà; s�íîìåð ïàðû,
óäîâëåòâîðÿþùåé ñâîéñòâó (7), èìåíóåìûé â äàëüíåéøåì, êàê s-é óðîâåíü
j-îé âåòâè äåðåâà ïåðåáîðà. Èìåííî îïèðàÿñü íà ïðèâåä¼ííîå ñâîéñòâî, â
ðàññìàòðèâàåìîì íèæå àëãîðèòìå, ïðîèñõîäèò îòáîð ýëåìåíòîâ ijr ∈ I, r =
1, ..., k(j), êîòîðûå äîëæíû âîéòè â ïîäìíîæåñòâî J j = {ij1, ..., ik(j)j}.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íà êàæäîì s-îì óðîâíå j-îé âåòâè äåðåâà ïå-
ðåáîðà àëãîðèòìà ïðè ïîñòðîåíèè j-ãî íóëüäèàãîíàëüíîãî áëîêà ôîðìèðó-
þòñÿ, è â äàëüíåéøåì àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ, íåñêîëüêî ìíîæåñòâ.

1. Ïåðâîå èç íèõ � îïîðíîå ìíîæåñòâî ωj,s. Îíî ñòðîèòñÿ äëÿ êàæäîãî
ïåðâîãî (s=1) óðîâíÿ j-îé âåòâè äåðåâà ïåðåáîðà ïî ïðàâèëó

ωj,1 := I (∪j−1p=1J
p). (8)

Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ ïåðâîé âåòâè ìíîæåñòâî ω1,1 = I. Çäåñü æå ââî-
äèòñÿ èçíà÷àëüíî ïóñòîå ìíîæåñòâî F j,1, âûïîëíÿþùåå ôóíêöèþ ïà-
ìÿòè î óæå ðàññìîòðåííûõ ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà ωj,1 ïðè ïåðåáîðå íà
ýòîì óðîâíå äëÿ j-é âåòâè.

2. Åñëè îïîðíîå ìíîæåñòâî ωj,s = ∅, òî ïðè s = 1 ïåðåõîäèì íà âû-
ïîëíåíèå ïï.8, à ïðè s>1 íà ïï.5, èíà÷å âûïîëíÿåì ñëåäóþùèé ïóíêò
àëãîðèòì - ïï.3.

3. Ïðè íåïóñòîì îïîðíîì ìíîæåñòâå(ωj,s 6= ∅), ôîðìèðóþòñÿ åù¼ äâà
ìíîæåñòâà ýòîãî óðîâíÿ:

• ìíîæåñòâî Gj,s, ñîñòîÿùèå èç ýëåìåíòîâ (q,r), óäîâëåòâîðÿþùèõ
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ñâîéñòâó (7)

Gj,s = {(q, r)|{q, r} ⊂ Dj,s
(q,r) ≡ D(q,r) ∩ ωj,s, q, r ∈ ωj,s, q < r} (9)

• ìíîæåñòâî Qj,s èçíà÷àëüíî ïóñòîå âûïîëíÿåò ôóíêöèþ ïàìÿòè î
èñïîëüçîâàíèè íà s-îì óðîâíå j-îé âåòâè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Gj,s.

4. Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî Gj,s\Qj,s � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ
ïðîäîëæåíèé. Ïðè÷¼ì ñëåäóåò âûäåëèòü äâà ñëó÷àÿ.

• Åñëè ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ïðîäîëæåíèé íå ïóñòî(Gj,s\Qj,s 6= ∅),
òî âûáèðàåòñÿ óçëîâîé ýëåìåíò αj,s = (αj,s1 , α

j,s
2 ) ∈ Gj,s\Qj,s, äëÿ

êîòîðîãî ∣∣∣Dj,s
αj,s

∣∣∣ = max
α

∣∣Dj,s
α

∣∣ , αj,s, α ∈ Gj,s\Qj,s. (10)

È íà áàçå âûáðàííîãî óçëîâîãî ýëåìåíòà αj,s è ìíîæåñòâàDj,s
αj,s ñòðî-

ÿòñÿ: îïîðíîå ìíîæåñòâî

ωj,s+1 =
(
ωj,s ∩Dj,s

(αj,s
1 ,αj,s

2 )

)
\{αj,s1 , α

j,s
2 } (11)

è F j,s+1 := ∅, ñëåäóþùåãî óðîâíÿ. Ìíîæåñòâî F j,s+1 (òàêæå, êàê è
ââåä¼ííûå âûøå ìíîæåñòâà F j,1 è Qj,1) áóäåò íåñòè èíôîðìàöèþ î
ýëåìåíòàõ îïîðíîãî ìíîæåñòâà ωj,s+1, èñïîëüçîâàííûõ óæå íà ýòîì
óðîâíå.

Óçëîâîé ýëåìåíò çàïîìèíàåòñÿ êàê ðàññìîòðåííûé íà s-ì óðîâíå íà
ýòîé âåòâè äåðåâà ïåðåáîðà Qj,s := Qj,s ∪ αj,s. Ïðè÷¼ì çàâåðøàåòñÿ
ðàññìîòðåíèå ýòîãî ñëó÷àÿ óâåëè÷åíèåì íîìåðà óðîâíÿ íà åäèíèöó
(s:=s+1) è ïåðåõîäèì íà ïï.2.

• Åñëè æå ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ïðîäîëæåíèé ïóñòî(Gj,s\Qj,s), òî
èç ýëåìåíòîâ îïîðíîãî ìíîæåñòâà ωj,s\F j,s âûáèðàåòñÿ êîíöåâîé
ýëåìåíò β ∈ ωj,s\F j,s. Ïîñëå ýòîãî îí çàïîìèíàåòñÿ êàê èñïîëü-
çîâàííûé â ýòîì êà÷åñòâå, ò.å. ñòàíîâèòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà
F j,s := F j,s ∩ β. Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå ïî ýòîé âåòâè ðåãëà-
ìåíòèðóåòñÿ ñëåäóþùèì ïï.5 àëãîðèòìà.

Ïðè ïóñòîì æå ìíîæåñòâå ωj,s\F j,s = ∅, ðåàëèçóåòñÿ âîçâðàò íà
ïðåäûäóùèé (s:=s-1) óðîâåíü j-îé âåòâè äåðåâà ïåðåáîðà ñ ïåðåõî-
äîì íà ïï.4.

5. Ïðîõîä ïî j-îé âåòâè äåðåâà ïåðåáîðà, ïðè ïîñòðîåíèè j-ãî íóëüäèà-
ãîíàëüíîãî áëîêà J j, çàêàí÷èâàåòñÿ â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ îäíîãî èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

• ëèáî, êîãäà îïîðíîå ìíîæåñòâî s-ãî óðîâíÿ ïóñòî(ωj,s = ∅) (â ýòîì
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ñëó÷àå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ j-é íóëüäèàãîíàëüíûé áëîê �
÷¼òíî è ñîäåðæèò 2(s-1) ýëåìåíòîâ J j := {αj,11 , α

j,1
2 , ..., α

j,s−1
1 , αj,s−12 });

• ëèáî êîãäà âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Gj,s áûëè óæå ðàññìîòðåíû â
êà÷åñòâå óçëîâûõ (Gj,s\Qj,s) ïðè íåïóñòîì îïîðíîì ìíîæåñòâå (ωj,s 6=
∅), ïðè÷¼ì íå âñå ýëåìåíòû îïîðíîãî ìíîæåñòâà áûëè ðàññìîòðåíû
íà ýòîò ìîìåíò â êà÷åñòâå êîíöåâûõ (β ∈ ωj,s\F j,s 6= ∅).
Âî âòîðîì ñëó÷àå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ j-é íóëüäèàãîíàëü-
íûé áëîê - íå÷¼òíî. Îíî ñîñòîèò èç 2s-1 ýëåìåíòîâ:
J j := {αj,11 , α

j,1
2 , ..., α

j,s−1
1 , αj,s−12 , β}. Â rj çàïîìèíàåì êîëè÷åñòâî

óðîâíåé, ïðîéäåííûõ ïðè ïîñòðîåíèè j-ãî íóëüäèàãîíàëüíîãî áëî-
êà. Ïðè÷¼ì äëÿ ÷¼òíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà J j êîëè÷åñòâî
óðîâíåé rj := s− 1, äëÿ íå÷¼òíîãî rj := s.

6. Èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ ñôîðìèðîâàííîãî ìíîæåñòâà J j, ïîçâîëÿåò ñó-
ùåñòâåííî ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî âåòâåé ïåðåáîðà. Äëÿ ýòîãî, ïîñëå ïî-
ñòðîåíèÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà F j, íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ïðîðåæèâà-
íèå - èñêëþ÷àòü èç ðàññìîòðåíèÿ ýëåìåíòû, âûáîð êîòîðûõ â êà÷åñòâå
óçëîâûõ íà s-ì óðîâíå j-é âåòâè íå ìîæåò èçìåíèòü íè ýëåìåíòíîãî
ñîñòàâà ìíîæåñòâà J j, íè ÷èñëà íóëüäèàãîíàëüíûõ áëîêîâ.

Ôîðìàëèçàöèÿ ýòîé îïåðàöèè òðåáóåò ââåäåíèÿ òð¼õ âñïîìîãàòåëüíûõ
ìíîæåñòâ.

• Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâó (7) è èñïîëüçî-
âàííûõ, íà÷èíàÿ ñ s-ãî óðîâíÿ â êà÷åñòâå óçëîâûõ ïðè ïîñòðîåíèè
j-ãî íóëüäèàãîíàëüíîãî ìíîæåñòâà

Ψj,s := J j\
(
∪s−1µ=1{α

j,µ
1 , αj,µ2 }

)
. (12)

Ìíîæåñòâî íåïåðñïåêòèâíûõ ýëåìåíòîâ

Zj,s := {α ∈ (Gj,s\Qj,s) ∩ (Ψj,s ×Ψj,s)|Dj,s
α ≡ Ψj,s},

ñîäåðæàùåå ýëåìåíòû, èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ â êà÷åñòâå óçëîâûõ,
ïîçâîëèò ïîñòðîèòü óæå ñôîðìèðîâàííîå ìíîæåñòâî J j. Çäåñü

s =

{
rj − 1, rj − 2, . . . , 1, åñëè k(j) - íå÷¼òíî;

rj, rj − 1, . . . , 1, åñëè k(j) - ÷¼òíî.

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îïåðàöèÿ ïðîðåæèâàíèÿ - ïåðåñûëêà íåïåðñïåê-
òèâíûõ ýëåìåíòîâ âî ìíîæåñòâî óæå èñïîëüçîâàííûõ ýòîãî óðîâíÿ
ïðè ïîñòðîåíèè j-ãî íóëüäèàãîíàëüíîãî áëîêà: Qj,s := Qj,s ∪ Zj,s.

• Ìíîæåñòâî B ôîðìèðóåòñÿ èç ðàññìîòðåííûõ â ïðîöåññå ïåðåáîðà
ìíîæåñòâ J1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî B := B∪{Ψ1,1}, åñëè {Ψ1,1} ∈ B. Â
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íà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà B := ∅. Ïðè÷¼ì, åñëè J1 ∈ B, òî ïðÿìîé
õîä ïðåêðàùàåì è íà÷èíàåì ðåàëèçîâûâàòü âîçâðàò ñ ïîñëåäíåãî
óðîâíÿ ïåðâîãî áëîêà (s := r1) ñ ïåðåõîäîì íà ïï.3 àëãîðèòìà.

7. Ïîñòðîåíèå î÷åðåäíîãî íóëüäèàãîíàëüíîãî áëîêà íà÷èíàåì ñ óâåëè-
÷åíèÿ èõ îáùåãî ÷èñëà (òåêóùåãî íîìåðà) íà åäèíèöó (j := j + 1)
è óñòàíîâêè â íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ñ÷¼ò÷èêà óðîâíÿ (s:=1) è ìíî-
æåñòâ óæå èñïîëüçîâàííûõ íà ýòîì óðîâíå ýëåìåíòîâ â êà÷åñòâå óç-
ëîâûõ (Qj,1 := ∅) è êîíöåâûõ (F j,1 := ∅). Ïîñëå ÷åãî ïåðåõîäèì íà ïï.1
àëãîðèòìà.

8. Â ñëó÷àå, åñëè ωj,1 = ∅, (ò.å ïîñòðîåíà ïîëíàÿ âåòâü äåðåâà ïåðåáîðà -
ðàñêðàñêà íàéäåíà è I ≡ (∪j−1p=1J

p), ïðè÷¼ì ÷èñëî å¼ íóëüäèàãîíàëüíûõ
áëîêîâ ðàâíî ν = j − 1), òî ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ν ñ ðåêîðäíûì ν0 �
ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì íóëüäèàãîíàëüíûõ áëîêîâ èç âñåõ óæå ïîñòðî-
åííûõ ðàñêðàñîê íà ïîëíûõ âåòâÿõ äåðåâà ïåðåáîðà àëãîðèòìà.

Åñëè ÷èñëî íóëüäèàãîíàëüíûõ áëîêîâ ν, âíîâü ïîñòðîåííîé ðàñêðàñ-
êè , ìåíüøå ÷åì ν0, òî ñàìà âíîâü ïîñòðîåííàÿ ðàñêðàñêà è ÷èñëî å¼
íóëüäèàãîíàëüíûõ áëîêîâ ν0 := ν ñòàíîâÿòñÿ ðåêîðäíûìè.

Ïðè÷¼ì ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà[
|ω1,1|
ρ1,1

]
=

ν0 − 1, åñëè
[
|ω1,1|
ρ1,1

]
6= |ω1,1|

ρ1,1 ;

ν0, åñëè
[
|ω1,1|
ρ1,1

]
= |ω1,1|

ρ1,1 ;

àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, òàê êàê äàëüíåéøèé ïåðåáîð íå ïîçâîëèò
ïîñòðîèòü ðàçáèåíèå ñ ìåíüøèì ÷èñëîì íóëüäèàãîíàëüíûõ áëîêîâ. Ïî-
ëó÷åííîå ðàçáèåíèå è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, à ÷èñëî
íóëüäèàãîíàëüíûõ áëîêîâ ν0 � õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì.

Ñòàðòîâîå ðåêîðäíîå çíà÷åíèå ν0 ðàâíî ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû n. Ïðè-
÷¼ì ïîñëå ñðàâíåíèÿ è ïðîâåðêè íà ðåêîðäíîñòü íà÷èíàåì ïðîöåäóðó âîç-
âðàòà âåðíóâøèñü íà ïîñëåäíèé óðîâåíü (s := rj)ν-é âåòâè äåðåâà ïåðåáîðà
ñ ïåðåõîäîì íà ïï.4 àëãîðèòìà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè äâèæåíèè ïî äåðåâó ïåðåáîðà êàê ââåðõ - ïðÿìîé
õîä, òàê è âíèç - îáðàòíûé õîä, îñóùåñòâëÿþòñÿ áëî÷íûå ïðîâåðêè íà ïåð-
ñïåêòèâíîñòü äàëüíåéøåãî ïðîäâèæåíèÿ ïî òåêóùåé âåòâè äåðåâà ïåðåáî-
ðà.

A) Äëÿ áëî÷íîé ïðîâåðêè ýòîãî òèïà õàðàêòåðíî, ÷òî íà êàæäîì ïåðâîì
óðîâíå ïðè ïîñòðîåíèè î÷åðåäíîãî j-ãî íóëüäèàãîíàëüíîãî áëîêà, â ñî-
îòâåòñòâèè ñ îöåíêîé (13), áóäåò ïðèíèìàòüñÿ ðåøåíèå î ïåðñïåêòèâíî-
ñòè äàëüíåéøåãî ïðîäâèæåíèÿ ïî òåêóùåé âåòâè ïåðåáîðà. Î÷åâèäíî,
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÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

j − 1 +
|ω1,1|
ρ1,1

≥ ν0 (13)

äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå ïî ýòîé âåòâè íåöåëåñîîáðàçíî, òàê êàê ïðè-
âåä¼ò ê ïîñòðîåíèå ðàñêðàñêè ñ ÷èñëîì íóëüäèàãîíàëüíûõ áëîêîâ ν èç
èíòåðâàëà

j − 1 +
|ω1,1|
ρ1,1

≤ ν ≤ j − 1 + |ωj,1|. (14)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî êîëè÷åñòâî íóëüäèàãîíàëüíûõ áëîêîâ áóäåò íå ìåíü-
øå, ÷åì ðåêîðäíîå. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî âåðíóòüñÿ íà ïîñëåäíèé
óðîâåíü ïðåäûäóùåãî áëîêà(j:=j-1,s := rj) ñ ïåðåõîäîì íà ïï.4 àëãî-
ðèòìà.

Çäåñü è â äàëüíåéøåì

ρj,s =

{
|Dj,s

αj,s|, åñëè Gj,s\Qj,s 6= ∅;

1, åñëè Gj,s\Qj,s = ∅ è ωj,s\F j,s 6= ∅.

B) Ïðîâåðêà ýòîãî òèïà ïðîâîäèòñÿ òîëüêî ïðè ïîñòðîåíèè ïåðâîãî íóëü-
äèàãîíàëüíîãî áëîêà. Âîçâðàò ïî äåðåâó ïåðåáîðà ñ ïîíèæåíèåì óðîâíÿ
(s:= s1, ïðè s >1 ) ïðîèçâîäèòñÿ íà ïï.4 àëãîðèòìà, åñëè ïðè ðàññìîò-
ðåíèè î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà α1,s ∈ G1,s\Q1,s íà s-îì óðîâíå íà ðîëü óç-
ëîâîãî ïðè ïîñòðîåíèè ïåðâîãî íóëüäèàãîíàëüíîãî áëîêà, âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

2(s− 1) + ρ1,s <

[
n

ν0

]
(15)

C) Òðåòèé òèï áëî÷íîé ïðîâåðêè èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè
ðàâåíñòâà j = ν0 − 1. Åñëè ïðè ðàññìîòðåíèè î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà
αj,s ∈ Gj,s\Qj,s íà s-îì óðîâíå íà ðîëü óçëîâîãî ïðè ïîñòðîåíèè j-ãî
íóëüäèàãîíàëüíîãî áëîêà, íå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

2(s− 1) + ρj,s = |ωj,1|, (16)

òî îñóùåñòâëÿåòñÿ âîçâðàò ïî äåðåâó ïåðåáîðà(j := j − 1, s := rj) ñ
ïåðåõîäîì íà ïï.4 àëãîðèòìà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîâåðêè âñåõ òð¼õ òèïîâ ðåàëèçóþòñÿ â ïï.4 àëãîðèò-
ìà ïðè âûáîðå î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà íà ðîëü óçëîâîãî èëè êîíöåâîãî.
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Îêîí÷àíèå ðàáîòû àëãîðèòìà, åñëè ðàíåå åãî ðàáîòà íå áûëà ïðå-
ðâàíà ïî ïðèâåä¼ííûì âûøå îãðàíè÷åíèÿì, ïðîèñõîäèò ïðè âûïîëíåíèè

íåðàâåíñòâà |ω
1,1|
ρ1,1 ≥ ν0.
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Algorithm 1 Ïñåâäîêîä àëãîðèòìà Îëåìñêîãî

G(V,E) . Ãðàô
A = A(G) . Ìàòðèöà ñìåæíîñòè
In := {1, ..., n} . ïðîíóìåðîâàííûå âåðøèíû
bestJ := ∅ . Ëó÷øàÿ ðàñêðàñêà
ν0 := n . ëó÷øåå ÷èñëî öâåòîâ
B := ∅ . Ìíîæåñòâî ðàññìîòðåííûõ J [1]
D . Ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ïðîäîëæåíèé êàæäîãî óðîâíÿ
function ColorGraph

J [1] := ∅
ω[1, 1] := ∅
Build(ω[1, 1], J [1])
return bestJ

end function

. Ïðîöåäóðà ïðîõîäà ïî äåðåâó
procedure Build(ω[k, s], J [k]) . ω-òåêóùåå îïîðíîå ìíîæåñòâî, J[k]-
òåêóùåå ìíîæåñòâî âåðøèí äëÿ ñòðîÿùåãîñÿ áëîêà, k-íîìåð ñâîáîäíîãî
öâåòà, s-óðîâåíü

if ω[k, s] = ∅ then

ω[k, s] := In \ ∪kp=1J [p]
end if

if ω[k, s] = ∅ then . Åñëè îïîðíîå ìíîæåñòâî ïóñòî, òî ïîñòðîåíèå
áëîêà çàêîí÷åíî

if k = 1 then . Åñëè ìû ïîñòðîèëè ïåðâûé áëîê
if {J [1]} ∈ B then . Ïðîâåðÿåì íà íàëè÷èå òàêîãî áëîêà â

óæå èñïîëüçîâàííûõ
return . Ñòðîèì ñëåäóþùèé áëîê ïåðâûé áëîê

else

B := B ∪ {J [1]}
end if

end if

Thinning(k) . Ïðîöåäóðà ïðîðåæèâàíèÿ ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ
ïðîäîëæåíèé D

if ∪kp=1J [p] = In then
if bestJ = ∅ ∨ ν0 > k then

ν0 := k
bestJ := J

end if

else

J [k + 1] := ∅
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Algorithm 2 Ïñåâäîêîä àëãîðèòìà Îëåìñêîãî

ω[k + 1, 1] = In \ ∪kp=1J [p]
Build(ω[k + 1, 1], J [k + 1])

end if

else

D[k, s] := CreateV ariants(ω[k, s]) . Ñîçäàíèå ìíîæåñòâà
âîçìîæíûõ ïðîäîëæåíèé ïî ôîðìóëå (9)

if D[k, s] = ∅ then

BuildEndByCenter(ω[k, s], J [k])
else

BuildNotNullVariants(ω[k, s], J [k])
end if

end if

end procedure

procedure BuildNotNullVariants(ω[k, s], J [k]))
for ∀α ∈ D[k, s] do

ρ := |D[k, s][α]|
. áëî÷íûå ïðîâåðêè

if (s = 1 & k − 1 + |ω[k,s]
ρ ≥ ν0)∨

(k = 1 & 2(s− 1) + ρ < [ nν0 ])∨
(k = ν0 − 1 & 2(s− 1) + ρ 6= |ω[k, 1]|)∨
k = 1 & s = 1 & n

ρ ≥ ν0
then

return

end if

J [k] := J [k] ∪ {α1, α2}
ω[k, s+ 1] = ω[k, s] \ {α1, α2}
Build(ω[k, s+ 1], J [k])
J [k] := J [k] \ {α1, α2}

end for

end procedure

procedure BuildEndByCenter(ω[k, s], J [k])
if (s = 1 & k − 1 + |ω[k, s]| ≥ ν0) then . áëî÷íûå ïðîâåðêè

return

end if
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Algorithm 3 Ïñåâäîêîä àëãîðèòìà Îëåìñêîãî

for ∀β ∈ ω[k, s] do
ω[k, s+ 1] := ∅
J [k] := J [k] ∪ {β}
Build(ω[k, s+ 1], J [k])
J [k] := J [k] \ {β}

end for

end procedure

procedure Thinning(k)
l:= length(J[k])
s:=[l/2]
if l-íå÷¼òíî then

s:=s-1
end if

for i := s, ..., 1 do
Φ[k, i] := J [k] \ (∪i−1ν=1{α1[k, ν], α2[k, ν]})
for ∀α ∈ Z do

if D[k, i][α] = Φ[k, i] then
Remove(D[k, i], α) . Óäàëåíèå èç D[k,i] ýëåìåíòà D[k,i][α]

end if

end for

end for

end procedure
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Àëãîðèòì Ëîðüåðà-Íîâèêîâà

Ñóùåñòâóåò òî÷íûé àëãîðèòì, îïèñàííûé Íîâèêîâûì â êíèãå [2]. Äëÿ
åãî ôîðìàëèçàöèè ïîòðåáóåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëü-
íî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ.

Ïóñòü çàäàí ãðàô G(V,E). Íàéòè òàêîå ìíîæåñòâî X,X ∈ V , ÷òî

ω(X) = max
Y ∈ε

ω(Y ) (17)

ãäå ω(Y ) = |Y |, ε = {Y ∈ V |∀u, v ∈ Y ((u, v) /∈ E)}.

Îñíîâíàÿ èäåÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò ïîñòðîåíèè ðåêóðñèâíîé ïðîöåäó-
ðû P :

1. Âûáðàòü â ãðàôå G íåêîòîðîå ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî
âåðøèí S.

2. Ïîêðàñèòü âåðøèíû ìíîæåñòâà S â î÷åðåäíîé öâåò.

3. Ïðèìåíèòü ïðîöåäóðó P ê ãðàôó G-S

Íà ïñåâäîêîäå ïðîöåäóðà P âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Algorithm 4 Ïñåâäîêîä ôóíêöèè P

C . Íîìåðà öâåòîâ, ïðîïèñàííûå âåðøèíàì
procedure P(G(V,E),i) . i-íîìåð ñâîáîäíîãî öâåòà

if V = ∅ then
return . ðàñêðàñêà çàêîí÷åíà

end if
S:=Selectmax(G) . S-ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî
C[S] := i . ðàñêðàøèâàåì âåðøèíû ìíîæåñòâà S â öâåò i
P(G-S,i+1) . Ðåêóðñèâíûé âûçîâ

end procedure

Íàäî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ Selectmax ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ìíî-
æåñòâàìè âàðèàíòîâ, ìû æå áóäåì èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì Áðîíà-Êåðáîøà:
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Algorithm 5 Ïîñòðîåíèå ìàêñèìàëüíî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ

procedure Selectmax(ãðàô G(V,E), çàäàííûé ñïèñêàìè ñìåæíîñòè
Γ[v])

k := 0 . êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â òåêóùåì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå
S[k] := ∅ . íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî èç k âåðøèí
Q−[k] := ∅ . ìíîæåñòâî âåðøèí óæå èñïîëüçîâàííûõ äëÿ

ðàñøèðåíèÿ S[k]
Q+[k] = V . Ìíîæåñòâî âåðøèí, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ

ðàñøèðåíèÿ S[k]
M1: . øàã âïåð¼ä
select v ∈ Q+[k] . ðàñøèðÿþùàÿ âåðøèíà
S[k + 1] := S[k] ∪ {v} . Ðàñøèðåííîå ìíîæåñòâî
Q−[k + 1] := Q−[k] \ Γ[v] . âåðøèíà v èñïîëüçîâàíà äëÿ ðàñøèðåíèÿ
Q+[k + 1] := Q+[k] \ (Γ[v] ∪ {v}) . âñå âåðøèíû, ñìåæíûå ñ v, íå

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàñøèðåíèÿ
k := k + 1
M2: . ïðîâåðêà
for u ∈ Q−[k] do

if Γ[u] ∩Q+[k] = ∅ then
gotoM3 . ìîæíî âîçâðàùàòüñÿ

end if
end for
if Q+[k] = ∅ then

if Q−[k] = ∅ then
yield S[k] . ìíîæåñòâî S[k] ìàêñèìàëüíî

end if
gotoM3 . ìîæíî âîçâðàùàòüñÿ

else
gotoM1 . ìîæíî èäòè âïåð¼ä

end if
M3: . øàã íàçàä
v := last(S[k]) . Ïîñëåäíèé äîáàâëåííûé ýëåìåíò
k := k − 1
S[k] := S[k + 1]− {v}
Q−[k] := Q−[k] ∪ {v} . âåðøèíà v óæå äîáàâëÿëàñü
Q+[k] := Q+[k] \ {v}
if k = 0 & Q+[k] = ∅ then

stop . ïåðåáîð çàâåðø¼í
else

gotoM2 . ïåðåõîä íà ïðîâåðêó
end if

end procedure
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Àëãîðèòì Âåéñìàíà

Àëãîðèòì ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé

1. Ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâà ìàêñèìàëüíî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ(ìåòîä Ìà-
ãó)

2. Âûáîð ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ìàêñèìàëüíî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ, ïî-
êðûâàþùèõ âñå âåðøèíû(ìåòîä Ïåòðèêà).

Ïîëíàÿ ñòðóêòóðà àëãîðèòìà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Â ìàòðèöå èíöèäåíòíîñòè R äëÿ êàæäîé âåðøèíû ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷èñ-
ëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ri

2. Íàõîäèòñÿ âåðøèíà xi ñ ìàêñèìàëüíûì ri

3. Äëÿ âûáðàííîé âåðøèíû xi çàïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèå Ci = (xi∨xaxb...xq),
ãäå Γxi = {xa, xb, ..., xq} - ñîñåäè xi.

4. Èç ìàòðèöû R óäàëÿþòñÿ ñòðîêà è ñòîëáåö, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíå
xi

5. Åñëè R 6= ∅, òî ïåðåõîä íà ï.2, èíà÷å ê ï.6

6. Ñîñòàâëÿåòñÿ êîíúþíêöèÿ P1 = ∧Ci. Ðàñêðûâàþòñÿ ñêîáêè è â ïîëó-
÷åííîé äèçúþíêöèè íà îñíîâå çàêîíîâ áóëåâîé àëãåáðû âûïîëíÿåòñÿ
ìèíèìèçàöèÿ. Ò.ê. â âûðàæåíèè íåò îòðèöàíèé, èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî
äâà çàêîíà: òàâòîëîãèè (aa = a) è ïîãëîùåíèÿ (a ∨ ab = a)

7. Ðåçóëüòàò ìèíèìèçàöèè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå P1 = ∨Kj

8. Äëÿ êàæäîãî Kj ñòðîÿòñÿ äîïîëíåíèÿ äî âñåõ âåðøèíû. Ïîëó÷åííîå
ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Φ− {φ1, φ2, ..., φl}

9. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû xi ∈ X îïðåäåëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâà φj, â êîòî-
ðûå âõîäèò âåðøèíà xi ∈ φj. Ñîñòàâëÿåòñÿ äèçúþíêöèÿ ti = ∨φj

10. Ñîñòàâëÿåòñÿ êîíúþíêöèÿ P2 = ∧ti. Ðàñêðûâàþòñÿ ñêîáêè è âûïîëíÿ-
åòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ïîëó÷åííîé áóëåâîé ôóíêöèè

11. Ïîëó÷åíà äèçúþíêöèÿ êîíúþêòèâíûõ òåðìîâ P2 = ∨(∧φj). Âûáèðà-
åòñÿ êîíúþíêòèâíûé òåðì ∧φj ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ñîìíîæèòåëåé.
Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî èõ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî.

12. Êîëè÷åñòâî ñîìíîæèòåëåé â ïîëó÷åííîì òåðìå - õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî
ãðàôà, à êàæäîå φj - ìíîæåñòâî âåðøèí, êîòîðûå ìîæíî îêðàñèòü â
îäèí öâåò.
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Îòìåòèì, ÷òî ï.ï.1-8 ñîñòàâëÿþò ìåòîä Ìàãó, à ï.ï. 9-11 - ìåòîä Ïåò-
ðèêà.

Òàêæå ìåòîä Ìàãó ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â êà÷åñòâå ôóíêöèè
Selectmax â ïðåäûäóùåì àëãîðèòìå.
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Algorithm 6 Ïñåâäîêîä àëãîðèòìà

function Magu(R, X) . Àëãîðèòì Ìàãó. R- ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè
{C,D} = SelectVertices(R,X)
P1 = GetExpression(C,D) . Ïîñòðîåíèå è ìèíèìèçàöèÿ áóëåâîé

ôóíêöèè. Ci
Φ = Complement(P1) . Ïîñòðîèòü äîïîëíåíèÿ äëÿ êàæäîãî

ýëåìåíòà èç P1
return Φ

end function
function SelectVertices(R, X) . Âûáðàòü âåðøèíû ñ
ìàêñèìàëüíûìè ri. R-ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè, X-âåðøèíû

C = ∅ . Âûáðàííûå âåðøèíû
D = ∅ . Ñîñåäè âûáðàííûõ âåðøèí
while R 6= ∅ do

Γx= GetNeighbours(R,X) . Ïîñòðîèòü ñîñåäåé äëÿ òåêóùèõ
âåðøèí

xmax = GetMax(Γx,X)
C.Add(xmax)
D.Add(Γx[xmax])
X.Remove(xmax)
R.Remove(xmax) . Óäàëèòü âûáðàííóþ ñòðîêó è ñòîëáåö

end while
return C,D

end function
function Petrik(Φ,X) . Ìåòîä Ïåòðèêà

T = BuildT(Φ,X)
P2 = GetExpression(T) . Ïîñòðîåíèå è ìèíèìèçàöèÿ áóëåâîé

ôóíêöèè. Ci
z = GetMinTerm(P2)
return z

end function
function BuildT(Φ, X)

T = ∅
for all xi ∈ X do

ti = ∅
for all φj ∈ Φ do

if xi ∈ φj then
ti.Add(φj)

end if
end for
T.Add(ti)

end for
return T

end function
function Weisman(R,X) . Àëãîðèòì Âåéñìàíà

Φ = Magu(R,X)
Z = Petrik(Φ, X)
return Z

end function
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Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå áóäóò ðàññìîòðåíû íþàíñû ïðè ðåàëèçàöèè àëãî-
ðèòìîâ.

Âñå ïðîãðàììû áûëè íàïèñàíû íà ÿçûêå C# â ñðåäå MS Visual Studio.
Àïïàðàòíûå õàðàêòåðèñòèêè:

1. Ïðîöåññîð: Intel(R) Core(TM) i7-3517U CPU @ 1.90GHz, 2401 ÌÃö,
ÿäåð: 2, ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîðîâ: 4

2. Îáú¼ì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè: 4 ÃÁ

3. ÎÑ: MS Windows 10 Pro x64

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî âõîäíîé ãðàô G(V,E) ðàññìàòðèâàëñÿ êàê åãî
ìàòðèöà ñìåæíîñòè â êàæäîì àëãîðèòìå.

Àëãîðèòì Îëåìñêîãî

Ïðè ïðîõîäå ïî äåðåâó ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ íà êàæäîì óðîâíå ïåðå-
áîðà, â ñâÿçè ñ ðåàëèçàöèåé ðåêóðñèè, ïðè ïåðåõîäå íà ñëåäóþùèé óðîâåíü
íåîáõîäèìî êîïèðîâàòü òåêóùóþ êîíôèãóðàöèþ.

Â êîíöå ïîñòðîåíèÿ êàæäîé êîíôèãóðàöèè ðàñêðàñêè íåîáõîäèìî
ïðîñåÿòü ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ïðîäîëæåíèé D(ïðîöåäóðà Thinning). Èñ-
ïîëüçîâàíèå áèòîâûõ øêàë óìåíüøàåò âðåìÿ îáðàáîòêè äàííîé ïðîöåäóðû.

Àëãîðèòì Ëîðüåðà-Íîâèêîâà

Äàííûé àëãîðèòì ðàçáèò íà äâå ÷àñòè: ïåðâàÿ ÷àñòü - ðåàëèçàöèÿ
ôóíêöèè P, à âòîðàÿ - ïîñòðîåíèå ìàêñèìàëüíî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ ïî
àëãîðèòìó Áðîíà-Êåðáîøà.

Àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí äâóìÿ ïîäõîäàìè: ñ ïîìîùüþ ñòðóêòóðû
ñïèñêà(ò.ê. òðåáóåòñÿ áîëüøîå êîë-âî îïåðàöèé äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ) è
áèòîâîé øêàëû äëÿ ìíîæåñòâ Q−, Q+, S.

Âìåñòî ïåðåõîäà ïî ìåòêàì, ïðåäëîæåííûì â ïñåâäîêîäå Íîâèêîâûì,
áûëè ñîçäàíû îòäåëüíûå ôóíêöèé.

Äëÿ íàó÷íîãî èíòåðåñà áûë ðåàëèçîâàí åù¼ îäèí âàðèàíò, ãäå â êà-
÷åñòâå ôóíêöèè Selectmax áûë âûáðàí ìåòîä Ìàãó.

Àëãîðèòì Âåéñìàíà

Îñîáåííîñòü äàííîãî àëãîðèòìà â òîì, ÷òî íóæíî ïðîèçâåñòè ìèíè-
ìèçàöèþ áóëåâûõ ôóíêöèé P1 â ïï.6 è P2 â ïï.10. Äëÿ ìèíèìèçàöèè íàäî
ïîñòðîèòü ïðåäâàðèòåëüíî âñå ñëàãàåìûå â âûðàæåíèè. ×òîáû ïîñòðîèòü
âñå ñëàãàåìûå, íåîáõîäèìî ïðîéòèñü ïî äåðåâó ïîñòðîåíèÿ.
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Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ ìåòîäà Ìàãó.
Ïðè ïîñòðîåíèè P1 êàæäûé óçåë ñîñòîèò ëèáî èç xi, ëèáî èç Γxi. Äëÿ

óïðîùåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü áèòîâóþ øêàëó, óíèâåðñóìîì êîòîðîé ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âåðøèí. Òîãäà îïåðàöèÿ ïîñòðîåíèÿ â êàæäîì óçëå áóäåò
ïðîñòî ïåðåñå÷åíèåì òåêóùåãî ñëàãàåìîãî ñ ìíîæåñòâîì â óçëå. Â ïðîöåñ-
ñå äîáàâëåíèÿ ñëàãàåìîãî â ìíîæåñòâî P1 ïðîâåðÿåòñÿ çàêîí ïîãëîùåíèÿ,
ò.ê. çàêîí òàâòîëîãèè ïðè èñïîëüçîâàíèè áèòîâûõ øêàë âûïîëíÿåòñÿ ïðè
ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâ.

Ïîñëå âñåõ ïðîäåëàííûõ îïåðàöèé èìåþòñÿ ïîñòðîåííûå ñëàãàåìûå.
Èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ äîïîëíåíèÿ äëÿ íèõ, ìû ïîëó÷èì âñå ìàêñèìàëüíî
íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà.

Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ ìåòîäà Ïåòðèêà.
Äàëåå ñîñòàâëÿþòñÿ Ti, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áèòîâûìè øêàëàì, óíè-

âåðñóìîì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå φj. ïî ï.10 è óæå èç íèõ ïðîèçâîäèòñÿ
ïîñòðîåíèå ñëàãàåìûõ P2 è èõ ìèíèìèçàöèÿ ïî òîé æå ñõåìå, êàê è äëÿ
P1. Èç ïîëó÷åííûõ ñëàãàåìûõ âûáèðàåòñÿ òî, êîòîðîå èìååò íàèìåíüøåå
÷èñëî ñîìíîæèòåëåé, êîòîðîå è áóäåò ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è.

Ïîëó÷åííóþ êîíôèãóðàöèþ îñòà¼òñÿ ïåðåâåñòè èç áèòîâûõ øêàë â
íîìåðà âåðøèí è âûâåñòè ðåçóëüòàò ïðîãðàììû.

Ïðîãðàììà ñîçäàíèÿ îò÷¼òîâ

×òîáû ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü êàæäîãî àëãîðèòìà îò ðàçìåðíîñòè è
ïëîòíîñòè, íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå. Äëÿ ýòîãî áûëà
íàïèñàíà êîíñîëüíàÿ ïðîãðàììà, êîòîðàÿ ñîçäà¼ò îò÷¼òû äëÿ âûáðàííûõ
àëãîðèòìîâ.

Ïðîãðàììà äëÿ êàæäîãî âûáðàííîãî àëãîðèòìà ïàðàëëåëüíî â ñâî¼ì
ïîòîêå ñòðîèò îò÷¼ò. Ãðàíèöû è øàã äëÿ ðàçìåðíîñòè è ïëîòíîñòè ãðàôîâ
çàäàíû â ïðîãðàììå, à òàêæå êîëè÷åñòâî ïîâòîðîâ äëÿ êàæäîé ïëîòíîñòè
è ðàçìåðíîñòè. Ïîñëå êàæäîé èòåðàöèè ïðîèñõîäèò çàïèñü ðåçóëüòàòîâ ðà-
áîòû àëãîðèòìà â òåêóùåé òî÷êå â âèäå ñòðîêè, ñîäåðæàùåé ðàçìåðíîñòü,
ïëîòíîñòü è âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà.

Äëÿ ãåíåðàöèè ìàòðèö ñìåæíîñòè ïî çàäàííîé ïëîòíîñòè èñïîëüçó-
åòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ñ÷èòàåò êîë-âî ð¼áåð, à çàòåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì
ãåíåðèðóåò ìàòðèöó ñìåæíîñòè äëÿ âûáðàííîé ðàçìåðíîñòè.

Ïðîãðàììà ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ

Ïðîãðàììà íàïèñàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíîëîãèè ASP.NETWebAPI.
Íà ñåðâåðå Êîíòðîëëåð AlgDataController ñîäåðæèò ìåòîä GetSplittedBy-
Dimension, êîòîðûé íà âõîä ïðèíèìàåò íàçâàíèå àëãîðèòìà, äëÿ êîòîðîãî
íóæíî ñ÷èòàòü îò÷¼ò.
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Ãëàâíàÿ ñòðàíèöà ñàéòà ïðåäñòàâëÿåò ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ñêîðî-
ñòè ðàáîòû îò ïëîòíîñòè äëÿ êàæäîé ðàçìåðíîñòè è îò ðàçìåðíîñòè äëÿ
îïðåäåë¼ííîé ïëîòíîñòè.
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Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

1. BinMIS - àëãîðèòì Ëîðüåðà-Íîâèêîâà ñ èñïîëüçîâàíèåì áèòîâûõ øêàë.

2. WeismanMIS - àëãîðèòì Ëîðüåðà-Íîâèêîâà ñ èñïîëüçîâàíèåì âìåñòî
Selectmax ìåòîäà Ìàãó.

3. Olemskoy - àëãîðèòì Îëåìñêîãî.

4. MIS - àëãîðèòì Ëîðüåðà-Íîâèêîâà áåç èñïîëüçîâàíèÿ áèòîâûõ øêàë(
èñïîëüçóþòñÿ ñïèñêè).

5. Weisman - àëãîðèòì Âåéñìàíà.

Äëÿ àíàëèçà ñðåäíåé ñêîðîñòè ðàáîòû áûëè ïîñòðîåíû èíòåðïîëÿ-
öèîííûå ãðàôèêè ñ ïîìîùüþ áèáëèîòåêè ChartJS. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî
ðåçóëüòàòû ðàáîòû îòíîñèòåëüíû è íà äðóãîé ìàøèíå ñ äðóãèìè êîíôèãó-
ðàöèÿìè îíè ìîãóò îòëè÷àòüñÿ.

Íà ðàçìåðíîñòè 5(ðèñ.1) Weisman ïîêàçûâàåò áîëüøóþ ðàçíèöó âî
âðåìåíè ðàáîòû â îòëè÷èå îò âñåõ îñòàëüíûõ. Äàëåå íà ðàçìåðíîñòè 6 íà
ïëîòíîñòÿõ äî 0.5 àëãîðèòì ïîêàçûâàåò ðåçóëüòàòû íå çíà÷èòåëüíî õóæå,
÷åì äðóãèå àëãîðèòìû, íî íà ïëîòíîñòÿõ áîëüøå 0.5 åãî ñêîðîñòü ðàáîòû
ïðèáëèæàåòñÿ ê ñêîðîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà Îëåìñêîãî, ÷òî ïîêàçûâàåò åãî
áûñòðîäåéñòâèå íà áîëüøèõ ïëîòíîñòÿõ. Íà ðàçìåðíîñòè 6 ñêîðîñòü ðàáî-
òû íà ïðîìåæóòêå äî 0.5 ðàçíèöà ñòàíîâèòñÿ áîëåå ñóùåñòâåííîé, íî íà
ðàçìåðíîñòè áîëåå 0.5 àëãîðèòì íà÷èíàåò ïîêàçûâàòü ðåçóëüòàòû ëó÷øå,
â ñðàâíåíèè ñ àëãîðèòìàìè Íîâèêîâà, íî íå ïðåâîñõîäèò ïî ñêîðîñòè àë-
ãîðèòìà Îëåìñêîãî. Íà ðàçìåðíîñòè 8(ðèñ.4) àëãîðèòì íà÷èíàåò ñ÷èòàòü
çíà÷èòåëüíî äîëüøå íà ïëîòíîñòÿõ äî 0.45, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ âðåìÿ
ðàáîòû íå çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ. Íà ñëåäóþùèõ ðàçìåðíîñòÿõ(ðèñ.4 è
ðèñ.6) ìîæíî çàìåòèòü áîëüøîé ñêà÷îê âî âðåìåíè ðàáîòû íà ïëîòíîñòè
0.2 è äàëüíåéøåå ñãëàæèâàíèå, íî âî âòîðîì ñëó÷àå ðàçíîñòü âðåìåíè ðà-
áîòû îòíîñèòåëüíî äðóãèõ àëãîðèòìîâ íà ýòîé ïëîòíîñòè óæå äîñòèãàåò
ïî÷òè 17 ñåêóíä. Ïîñëåäíÿÿ ïðîñ÷èòàííàÿ ðàçìåðíîñòü(ðèñ.8) äëÿ àëãî-
ðèòìà Âåéñìàíà ïîêàçûâàåò çíà÷èòåëüíîå çàìåäëåíèå â ñêîðîñòè ðàáîòû
íà íèçêèõ ïëîòíîñòÿõ. Êàê è íà ïðåäûäóùèõ ðàçìåðíîñòÿõ íàáëþäàþòñÿ
ñêà÷êè äî 320ñ íà ïëîòíîñòÿõ îò 0.15-0.2 è äî 930ñ íà ïëîòíîñòè 0.3, à íà
0.45 ñêà÷îê íå ïðåâûøàåò 100ñ.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Âåéñìàíà(Weisman)
óæå íà ðàçìåðíîñòè äî 10 íà ïëîòíîñòÿõ íèæå 0.5 âàðüèðóåòñÿ äî 900ñ, òî
äàííûå äëÿ ðàçìåðíîñòåé áîëüøå 10 äëÿ äàííîãî àëãîðèòìà íå ñîáèðàëèñü.
Òàêîé áîëüøîé ñêà÷îê ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ áóëåâîé ôóíêöèè
òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ âñåõ ñëàãàåìûõ è ïðîâåðêè ïðàâèëà ïîãëîùåíèÿ. Òàêàÿ
îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ òðóäî¼ìêîé. Íî. ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàííûé àëãîðèòì
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èìååò òàêîå ïðåèìóùåñòâî, êàê íàõîæäåíèÿ âñåõ îïòèìàëüíûõ ðàñêðàñîê
çàäàííîãî ãðàôà.

Äàëåå ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Ëîðüåðà-Íîâè-
êîâà. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðíîñòè ôóíêöèè çàâèñèìî-
ñòè âðåìåíè ðàáîòû îò ïëîòíîñòè äëÿ àëãîðèòìîâ WeismanMIS è MIS ñòðå-
ìÿòñÿ ê ýêñïîíåíòå, à ãðàôèêè âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà BinMIS ìîæíî
îïèñàòü êàê ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûìè, ò.ê. èìåþò îòíîñèòåëüíî íèçêóþ ñêî-
ðîñòü ðàáîòû íà íåáîëüøèõ ïëîòíîñòÿõ, íî ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè ðàçíîñòü
âî âðåìåíè ðàáîòû ñ îñòàëüíûìè àëãîðèòìàìè íà ýòèõ ïëîòíîñòÿõ ñòàíî-
âèòñÿ íåçíà÷èòåëüíîé. Òàê, íàïðèìåð, íà ðàçìåðíîñòè 11 ïåðåëîìíàÿ òî÷êà
íàõîäèòñÿ ïðèìåðíî â ïëîòíîñòè 0.3, à óæå 13 â òî÷åê 0.15. Òàêèì îáðàçîì,
àëãîðèòì BinMIS ïîêàçûâàåò ðåçóëüòàò õóæå, íà áîëåå íèçêèõ ïëîòíîñòÿõ.
Òàêæå, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî â íåêîòîðûõ òî÷êàõ íà ïëîòíîñòÿõ äî 0.5 è
ðàçìåðíîñòÿõ îò 8 äî 16 àëãîðèòìû WeismanMIS è MIS îáõîäÿò àëãîðèòì
Îëåìñêîãî â ñêîðîñòè ðàáîòû. Íàïðèìåð, íà ðàçìåðíîñòè 9 è ïëîòíîñòè
0.3 ñêîðîñòè ðàáîòû àëãîðèòìîâ WeismanMIS, MIS è Olemskoy ñîñòàâëÿþò
0.0005ñ,0.0007ñ è 0.002ñ ñîîòâåòñòâåííî, à íà ðàçìåðíîñòè 15 è ïëîòíîñòè
0.25 óæå 0.024ñ, 0.02ñ è 1.29ñ ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëèç ïëîòíîñòåé áîëüøå
0.5 ïîêàçûâàåò, ÷òî îïðåäåëèòü ÿâíîãî ïðåòåíäåíòà â ñêîðîñòè ðàáîòû ýòîé
ãðóïïû àëãîðèòìîâ íåâîçìîæíî,ò.ê â ðàçíûõ ñëó÷àÿõ êàæäûé èç íèõ ïîêà-
çûâàåò ëó÷øèé ðåçóëüòàò, íî âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íà ýòèõ îíè âñå âìåñòå
ïðîèãðûâàþò â ñêîðîñòè ðàáîòû àëãîðèòìó Îëåìñêîãî.

Â öåëîì, íà ðàññìîòðåííûõ ðàçìåðíîñòÿõ ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî àëãî-
ðèòì Îëåìñêîãî ÿâëÿåòñÿ ôàâîðèòîì íà âûñîêèõ ïëîòíîñòÿõ. Íî íà ïëîò-
íîñòÿõ îò 0.15 äî 0.4 àëãîðèòì ñ÷èòàåò äîëüøå, íî íå çíà÷èòåëüíî. Òàê íà
ðàçìåðíîñòè 15 âðåìÿ ðàáîòû íà ïëîòíîñòè 0.25 ñîñòàâëÿåò 1.29 ñåêóíäû,
à ,íàïðèìåð, MIS íà ýòîé æå ïëîòíîñòè äà¼ò ðåçóëüòàò çà 0.02 ñåêóíäû, ò.å.
ðàçíèöà ñîñòàâëÿåò 1.27 ñåêóíäû. À íà ðàçìåðíîñòè 16 è íà òîé æå ïëîòíî-
ñòè ðàçíèöà óæå 5.16 â ïîëüçó MIS. Ýòî âûçâàíî òåì, ÷òî äàííûé àëãîðèòì
ïðîèçâîäèò ïîñòðîåíèå êîíôèãóðàöèé ðàñêðàñêè è èõ îöåíêó, â òî âðåìÿ
êàê äðóãèå àëãîðèòì ïðîâîäÿò ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ èìåþùèõñÿ. Â ðåçóëü-
òàòå, ïîñòðîåíèå íà íèçêîé ïëîòíîñòè ïðîâîäèòñÿ ìåäëåííåå, â îòëè÷èè îò
ïåðåáîðà.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íà ðàññìîòðåííûõ ðàçìåðíîñòÿõ
íà ïëîòíîñòÿõ â ñðåäíåì ìåíüøå 0.5, ïðèìåíÿòü ëó÷øå àëãîðèòì Ëîðüåðà-
Íîâèêîâà, à äëÿ ïëîòíîñòåé â ñðåäíåì áîëüøå 0.5 - àëãîðèòì Îëåìñêîãî, à
àëãîðèòì Âåéñìàíà ïîòåðÿë àêòóàëüíîñòü óæå íà ðàçìåðíîñòè 10, ò.ê. èìåë
çíà÷èòåëüíî íèçêóþ ñêîðîñòü ðàáîòû íà ïëîòíîñòÿõ äî 0.5 è äàëüíåéøåå
îáùåå ñðàâíåíèå ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè íå áûëè ïðîèçâåäåíû.
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Ðèñ. 1: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàáîòû îò ïëîòíîñòè äëÿ ðàçìåðíîñòè 5

Ðèñ. 2: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàáîòû îò ïëîòíîñòè äëÿ ðàçìåðíîñòè 6
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Ðèñ. 3: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàáîòû îò ïëîòíîñòè äëÿ ðàçìåðíîñòè 7

Ðèñ. 4: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàáîòû îò ïëîòíîñòè äëÿ ðàçìåðíîñòè 8
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Ðèñ. 5: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàáîòû îò ïëîòíîñòè äëÿ ðàçìåðíîñòè 8 áåç àë-
ãîðèòìà Âåéñìàíà

Ðèñ. 6: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàáîòû îò ïëîòíîñòè äëÿ ðàçìåðíîñòè 9
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Ðèñ. 7: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàáîòû îò ïëîòíîñòè äëÿ ðàçìåðíîñòè 9 áåç àë-
ãîðèòìà Âåéñìàíà

Ðèñ. 8: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàáîòû îò ïëîòíîñòè äëÿ ðàçìåðíîñòè 10
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Ðèñ. 9: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàáîòû îò ïëîòíîñòè äëÿ ðàçìåðíîñòè 10 áåç
àëãîðèòìà Âåéñìàíà

Ðèñ. 10: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàáîòû îò ïëîòíîñòè äëÿ ðàçìåðíîñòè 11
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Ðèñ. 11: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàáîòû îò ïëîòíîñòè äëÿ ðàçìåðíîñòè 12

Ðèñ. 12: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàáîòû îò ïëîòíîñòè äëÿ ðàçìåðíîñòè 13
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Ðèñ. 13: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàáîòû îò ïëîòíîñòè äëÿ ðàçìåðíîñòè 14

Ðèñ. 14: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàáîòû îò ïëîòíîñòè äëÿ ðàçìåðíîñòè 15
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Ðèñ. 15: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàáîòû îò ïëîòíîñòè äëÿ ðàçìåðíîñòè 16
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Çàêëþ÷åíèå

Â õîäå ïðîäåëàííîé ðàáîòû áûëè ðåàëèçîâàíû àëãîðèòìû íàõîæäå-
íèÿ õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ áûëè ïîñòðîåíû
ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà îò ïëîòíîñòè äëÿ ðàç-
íûõ ðàçìåðíîñòåé. Àëãîðèòìû ñðàâíèâàëèñü â äèàïàçîíàõ: äëÿ ðàçìåðíî-
ñòè - îò 5 äî 16, äëÿ ïëîòíîñòè - îò 0.1 äî 0.85. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ñðåäíÿÿ
ñêîðîñòü ðàáîòû àëãîðèòìîâ íà íåêîòîðûõ ïëîòíîñòÿõ ïðåâûøàåò ñîòíè
ñåêóíä, à òàêæå îòñóòñòâèåì áîëåå ìîùíîé ÝÂÌ, áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëü-
òàòû òîëüêî äî ðàçìåðíîñòè 16.

Èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî íà ðàññìîòðåííûõ ðàçìåðíîñòÿõ íà ïëîò-
íîñòÿõ â ñðåäíåì ìåíüøå 0.5, ñòîèò ïðèìåíÿòü àëãîðèòì Ëîðüåðà-Íîâèêîâà,
à äëÿ ïëîòíîñòåé â ñðåäíåì áîëüøå 0.5 - àëãîðèòì Îëåìñêîãî, à àëãîðèòì
Âåéñìàíà ïîòåðÿë àêòóàëüíîñòü óæå íà ðàçìåðíîñòè 10, ò.ê. èìåë çíà÷è-
òåëüíî íèçêóþ ñêîðîñòü ðàáîòû íà ïëîòíîñòÿõ äî 0.5 è äàëüíåéøåå îáùåå
åãî ñðàâíåíèå ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè íå áûëî ïðîèçâåäåíî.
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