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Â Â Å Ä Å Í È Å

Ïðåäñòàâëÿåìàÿ ìàãèñòåðñêàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ óïðîùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè äâèæåíèÿ ôèãóðèñòà ïî ëüäó. Ðàáîòà ñîñòîèò èç Ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, Ïðèëîæåíèÿ è ñïèñêà
Îñíîâíîé ëèòåðàòóðû.

Â ãëàâå I "Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì" ïðèâîäèòñÿ îñíîâíàÿ òåðìèíîëîãèÿ
íåñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ, ñòðîèòñÿ âåêòîð ðåàêöèè íåãîëîíîìíîé ñâÿçè, äëÿ ÷åãî èñïîëüçóåòñÿ îáîá-
ùåííûé îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà, ââåäåííûé â íàó÷íûé îáîðîò Í.Í.Ïîëÿõîâûì, âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì â âèäå óðàâíåíèé Ìàäæè è óðàâíåíèé Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà ñ
ìíîæèòåëÿìè.

Óðàâíåíèÿ Ìàäæè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèÿ ôèãóðèñòà â ãëàâå II "Äâèæåíèå
ôèãóðèñòà ïî ëüäó êàê íåãîëîíîìíàÿ çàäà÷à ìåõàíèêè" . Ñîñòàâëÿåòñÿ âûðàæåíèå êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè ñèñòåìû è âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ ïîäñ÷åòà îáîáùåííûõ ñèë. Ïðèâîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêàÿ
çàïèñü óðàâíåíèé Ìàäæè, êîòîðûå äîëæíû ðåøàòüñÿ ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì íåãîëîíîìíîé ñâÿçè,
íàëîæåííîé íà äâèæåíèå ôèãóðèñòà ïðè åãî ñêîëüæåíèè ïî ëüäó.

Ãëàâà III "×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàäæè" ïîñâÿùåíà èñïîëüçîâàíèþ ïðîãðàììû, ïî-
ñòðîåííîé íà îñíîâå ïàêåòà MAPLE, äëÿ ðåøåíèÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è.

Â "Ïðèëîæåíèè" ïðèâîäèòñÿ ñàìà ïðîãðàììà ðàñ÷åòà äâèæåíèÿ ôèãóðèñòà ïî ëüäó, èñïîëüçó-
þùàÿ ïàêåò MAPLE.

Ñïèñîê "Îñíîâíîé ëèòåðàòóðû" ïðèâåäåí â êîíöå ðàáîòû, ññûëêè íà äîïîëíèòåëüíûå èñòî÷íèêè
ñîäåðæàòñÿ â ïðèìå÷àíèÿõ âíóòðè ïàðàãðàôîâ.

Â êàæäîì ïàðàãðàôå âåäåòñÿ ñâîÿ íóìåðàöèÿ ôîðìóë, ïðè ýòîì ïåðâàÿ öèôðà îòðàæàåò íîìåð
ïàðàãðàôà â äàííîé ãëàâå, à âòîðàÿ � ïîðÿäêîâûé íîìåð ôîðìóëû â ïàðàãðàôå. Ðèñóíêè èìåþò
íóìåðàöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðàãðàôó äàííîé ãëàâû.
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Ãë à â à I

ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÂÈÆÅÍÈß
ÍÅÃÎËÎÍÎÌÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Ãëàâà I íà÷èíàåòñÿ ñ êðàòêîãî ïåðå÷íÿ îñíîâíûõ òåðìèíîâ, ïðèìåíÿåìûõ ïðè èçó÷åíèè íåñâî-

áîäíîãî äâèæåíèÿ òî÷êè. Çàòåì îáñóæäàåòñÿ âåêòîð ðåàêöèè íåãîëîíîìíîé ñâÿçè, íàëîæåííîé

íà äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåàêöèÿ ãîëîíîìíîé

íåèäåàëüíîé ñâÿçè. Ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè ïîëó÷åíû îñíîâíûå âèäû

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì, ïîä êîòîðûìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ óðàâíåíèÿ Ìàäæè è

óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà ñ ìíîæèòåëÿìè.

� I.1. Ðåàêöèÿ íåãîëîíîìíîé ñâÿçè

Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìîæåò áûòü íàçâàíî äâèæåíèåì ñâîáîäíîé òî÷êè â òîì ñìûñëå,
÷òî äëÿ ëþáûõ äåéñòâóþùèõ ñèë, ïîëüçóÿñü ïðîèçâîëîì ïðè âûáîðå íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ìîæíî
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3 òî÷êà â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè t
â çàäàííîì ïîëîæåíèè ñ êîîðäèíàòàìè x1, x2, x3 èìåëà çàäàííóþ ñêîðîñòü ñ ïðîåêöèÿìè ẋ1, ẋ2, ẋ3.
Ýòî ÿñíî èç òîãî, ÷òî èíòåãðàëû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èìåþò âèä

Φj(t, x, ẋ) = Cj , x = (x1, x2, x3) , ẋ = (ẋ1, ẋ2, ẋ3) , j = 1, 6 ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ çàäàííûõ t, x, ẋ ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå èì Cj . Èíà÷å ãîâîðÿ,
íà êîîðäèíàòû è ñêîðîñòü ñâîáîäíîé òî÷êè íèêàêèå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ çàðàíåå íå íàëàãàþòñÿ.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ íåñâîáîäíîé, åñëè åå êîîðäèíàòû è ïðîåêöèè ñêîðîñòè äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðûì çàðàíåå çàäàííûì óñëîâèÿì. Íàïðèìåð, òî÷êà äîëæíà âñå âðåìÿ íàõî-
äèòüñÿ íà ïîâåðõíîñòè èëè íà ëèíèè, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîâåðõ-
íîñòåé. Òàêèå óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ ñâÿçÿìè, íàëîæåííûìè íà òî÷êó. Îíè îáû÷íî âûðàæàþòñÿ â
âèäå íåêîòîðûõ ðàâåíñòâ èëè íåðàâåíñòâ, òî åñòü â âèäå ñîîòíîøåíèé

f1(t, x, ẋ) > 0 . (1.1)

Çäåñü èíäåêñ "1" îçíà÷àåò ïîðÿäîê âûñøåé ïðîèçâîäíîé, âõîäÿùåé â óðàâíåíèå ñâÿçè. Äëÿ ãîëî-
íîìíîé ñâÿçè èñïîëüçóåòñÿ çíà÷îê "0" .

Åñëè âî âðåìÿ äâèæåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f1(t, x, ẋ) = 0 , (1.2)

òî ñâÿçü íàçûâàþò óäåðæèâàþùåé è ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè îñòàåòñÿ íà ñâÿçè.
Åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò ðàâåíñòâî íàðóøàåòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà ïîêèäàåò ñâÿçü. Â òàêîì ñëó-
÷àå ñâÿçü íàçûâàþò íåóäåðæèâàþùåé, èëè îñâîáîæäàþùåé. Ïðîèñõîæäåíèå ýòèõ òåðìèíîâ ìîæíî
ïîÿñíèòü ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.

5



Äîïóñòèì, ÷òî òî÷êà íàõîäèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì

f0(t, x) = 0 . (1.3)

Òîãäà êîîðäèíàòû åå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ ïîâåðõíîñòè, è ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïî-
âåðõíîñòü "óäåðæèâàåò" òî÷êó. Åñëè äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f0(t, x) > 0, òî
ýòî çíà÷èò, ÷òî îíà ìîæåò ïîêèíóòü ïîâåðõíîñòü. Ïðèìåðîì ïîäîáíîé ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíî-
ñòè, îáðàùåííàÿ âûïóêëîñòüþ ââåðõ ïîâåðõíîñòü, ó âåðøèíû êîòîðîé ñâîáîäíî ïîêîèòñÿ òÿæåëûé
øàðèê (ðèñ. I.1.1). Ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè v0 è â çàâèñèìîñòè îò ôîðìû
ïîâåðõíîñòè âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà øàðèê ñíà÷àëà êàòèòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè, à çàòåì â íåêîòîðûé
ìîìåíò ïîêèäàåò åå. Òî÷íî òàê æå âûðàæåíèÿ (1.1) è (1.2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â øåñòèìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (x1, x2, x3, ẋ1, ẋ2, ẋ3) è ïîëüçîâàòüñÿ ââåäåííîé òåðìèíîëîãèåé.

Ðèñ. I.1.1.Äâèæåíèå ïî îñâîáîæäàþùåé ãîëîíîìíîé ñâÿçè

Åñëè âðåìÿ t âõîäèò ÿâíî â ôîðìóëó (1.3), òî ñâÿçü íàçûâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíîé (èëè ðåîíîì-
íîé). Åé ñîîòâåòñòâóåò îáðàç äåôîðìèðóþùåéñÿ è ïåðåìåùàþùåéñÿ âî âðåìåíè ïîâåðõíîñòè. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñâÿçü íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé (èëè ñêëåðîíîìíîé).

Ñâÿçè, âûðàæàåìûå ôîðìóëîé (1.2), ñîäåðæàùåé êîîðäèíàòû è ïåðâûå ïðîèçâîäíûå îò íèõ,
ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè ñâÿçÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îíè ìîãóò áûòü èíòåãðèðóåìûìè èëè
íåèíòåãðèðóåìûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî ìîãóò èëè íå ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê óðàâíåíèþ, çàäàííîìó
â âèäå (1.3). Òàê, ñâÿçü âèäà

a1ẋ1 + a2ẋ2 + a3ẋ3 + a0 = 0 ,

èëè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå,

a1dx1 + a2dx2 + a3dx3 + a0dt = 0 ,

ãäå ai � ôóíêöèè êîîðäèíàò xi è âðåìåíè t, ìîæåò èëè íå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ïîëíîìó äèôôå-
ðåíöèàëó â çàâèñèìîñòè îò òîãî, óäîâëåòâîðÿþò èëè íå óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè ai(t, x) íåêîòîðûì
óñëîâèÿì. Íàïðèìåð, åñëè

a0 =
∂f0(t, x)

∂t
, a1 =

∂f0(t, x)

∂x1
, a2 =

∂f0(t, x)

∂x2
, a3 =

∂f0(t, x)

∂x3
,

òî óðàâíåíèå ñâÿçè ïðèîáðåòàåò âèä

∂f0(t, x)

∂t
dt+

3∑
j=1

∂f0(t, x)

∂xj
dxj = 0 ,
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îòêóäà èìååì, ÷òî f0(t, x) = const, òî åñòü ñâÿçü èíòåãðèðóåìà. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ
ïîíÿòèåì "íåìîãî èíäåêñà" , ïîçâîëÿþùèì íå ïèñàòü çíàêà ñóììû.

Ñâÿçè âèäà (1.3) íàçûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè, êîíå÷íûìè èëè ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè. Äèôôå-
ðåíöèàëüíûå ñâÿçè (1.2) â òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ íåëüçÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü, òî åñòü ñâåñòè ê ñâÿçÿì
âèäà (1.3), íàçûâàþòñÿ íåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Íåãîëîíîìíàÿ ñâÿçü íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíîé, åñëè åå óðàâíåíèå ëèíåéíî çàâèñèò îò ñêîðîñòåé. Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñâÿçè (1.2)
ìîæåò íåëèíåéíî çàâèñåòü êàê îò êîîðäèíàò, òàê è îò ñêîðîñòåé.

Åñëè ñâÿçü (1.2) íåãîëîíîìíà, òî ëþáûå äâà ïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü
êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé êîíå÷íîé äëèíû, ïðè äâèæåíèè ïî êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåòñÿ óðàâíåíèå
ñâÿçè 1. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà óðàâíåíèå (1.2) ïîëó÷åíî ïîñðåäñòâîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè
âûðàæåíèÿ f0(t, x) = const, òîãäà, íå íàðóøàÿ ñâÿçè (1.2), èç ëþáîé òî÷êè óæå íåëüçÿ ïîïàñòü â ëþ-
áóþ äðóãóþ òî÷êó. Äåéñòâèòåëüíî, çà ñ÷åò âûáîðà ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé èñõîäíàÿ òî÷êà ìîæåò
áûòü ëþáîé. Îäíàêî èç íåå ìîæíî ïîïàñòü òîëüêî â òó òî÷êó, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
f0(t, x) = const.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ ãîëîíîìíàÿ ñâÿçü, âûðàæàåìàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé, ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå

f1(t, x, ẋ) ≡ ḟ0 =
∂f0
∂t

+
∂f0
∂x1

ẋ1 +
∂f0
∂x2

ẋ2 +
∂f0
∂x3

ẋ3 = 0 , (1.4)

èëè

f1(t, x, ẋ) ≡ ∂f0
∂t

+∇∇∇f0 · v = 0 .

Â îáùåì ñëó÷àå óñêîðåíèå w∗, êîòîðîå ñîîáùàåò èñõîäíîé òî÷êå ñèëà F(t, x, ẋ), íå ñîâïàäàåò
ñ óñêîðåíèåì w, êîòîðîå ïîëó÷àåò òî÷êà ïîä âëèÿíèåì òîé æå ñèëû ïðè íàëè÷èè ñâÿçè. Èíà÷å
ãîâîðÿ, ñâÿçü äåéñòâóåò íà òî÷êó êàê íåêîòîðàÿ ñèëà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðåàêöèåé ñâÿçèR. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå Íüþòîíà äëÿ íåñâîáîäíîé òî÷êè äîëæíî èìåòü âèä

mw = F + R . (1.5)

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñèëàR íàéäåíà, òî äâèæåíèå íåñâîáîäíîé òî÷êè äîëæíî ñîâïàñòü ñ äâèæå-
íèåì ñâîáîäíîé òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì çàäàííûõ ñèë F è R. Â ýòîì è ñîñòîèò ñîäåðæà-
íèå ïðèíöèïà îñâîáîæäàåìîñòè îò ñâÿçè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òàêîãî ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ óðàâíåíèå
ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñâÿçè îáùåãî âèäà (1.2). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f1(t, x, ẋ) äèôôåðåí-
öèðóåìà ïî âñåì àðãóìåíòàì, ìîæíî çàïèñàòü

ḟ1 =
∂f1
∂t

+
∂f1
∂xj

ẋj +
∂f1
∂ẋj

ẍj = 0 , j = 1, 3 ,

èëè

∇∇∇ ′f1 ·w = −∂f1
∂t
−∇∇∇f1 · v , (1.6)

1Ñì. ðàáîòû: Ë.Ïàðñ. Àíàëèòè÷åñêàÿ äèíàìèêà. Ì.: Íàóêà. 1971. Ñ. 31-32; Ï.Ê.Ðàøåâñêèé. Î ñîåäèíåíèè ëþáûõ
äâóõ òî÷åê âïîëíå íåãîëîíîìíîãî ïðîñòðàíñòâà äîïóñòèìîé ëèíèåé // Ó÷. çàï. ïåä. èí-òà èì.Ëèáêíåõòà. Ñåð. ôèç.-
ìàò. íàóê. 1938. �2. Ñ. 83-94; W.L.Chow. Systeme von linearen partiellen di�erentialen Gleichungen erster Ordnung //
Math. Ann. 1939. Bd. 117. S. 98-105. Îòìåòèì, ÷òî òåðìèíû ãîëîíîìíàÿ è íåãîëîíîìíàÿ ñâÿçè âïåðâûå áûëè ââåäåíû
Ã. Ãåðöåì.
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∇∇∇ ′ =
∂

∂ẋj
ij , j = 1, 3 .

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (1.5) ñêàëÿðíî íà ∇∇∇ ′f1, à óðàâíåíèå (1.6) íà m, ïîëó÷àåì

mw · ∇∇∇ ′f1 = F · ∇∇∇ ′f1 + R · ∇∇∇ ′f1 ,

mw · ∇∇∇ ′f1 = −m
(
∂f1
∂t

+∇∇∇f1 · v
)
,

îòêóäà

R · ∇∇∇ ′f1 = −
(
m
∂f1
∂t

+m∇∇∇f1 · v + F · ∇∇∇ ′f1
)
. (1.7)

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî R, ìîæíî çàïèñàòü

R = −
(
m
∂f1
∂t

+m∇∇∇f1 · v + F · ∇∇∇ ′f1
)
∇∇∇ ′f1
|∇∇∇ ′f1|2

+ RL ,

ãäå RL � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó∇∇∇ ′f1. Ýòó ôîðìóëó óäîáíî òàêæå ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

R = Λ∇∇∇ ′f1 + RL = N + RL , N ·RL = 0 .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (1.7) îòíîñèòåëüíî âåêòîðà R, âèäèì, ÷òî âåêòîð RL ìîæåò
áûòü èñêëþ÷åí èç íåãî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñâÿçü (1.2) ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíà ïðè ëþáîì âåêòî-
ðå RL. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü RL ≡ 0. Ñâÿçè, îáëàäàþùèå ýòèì
ñâîéñòâîì, íàçûâàþòñÿ èäåàëüíûìè ñâÿçÿìè. Îäíàêî ôèçè÷åñêèé ñïîñîá ðåàëèçàöèè ñâÿçè îáû÷íî
ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñîñòàâëÿþùåé RL, êîòîðàÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
N. Èíà÷å ãîâîðÿ, ôèçè÷åñêè îñóùåñòâëåííàÿ ñâÿçü îêàçûâàåòñÿ íåèäåàëüíîé, è äëÿ îêîí÷àòåëüíî-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, êðîìå óðàâíåíèÿ ñâÿçè, íåîáõîäèìî çíàòü ôèçè÷åñêèé çàêîí, ôîðìèðóþùèé
çàäàíèå âåêòîðà RL.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ãîëîíîìíîé ñâÿçè (1.3). Ïðåäñòàâèì åå â âèäå (1.2):

f1 ≡ ḟ0 =
∂f0
∂t

+
∂f0
∂xj

ẋj = 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå
∂f1
∂ẋj

=
∂f0
∂xj

,

è ïîýòîìó äëÿ ãîëîíîìíîé ñâÿçè (1.3) ââåäåííûé âûøå âåêòîð ∇∇∇ ′f1 ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì âåêòî-
ðîì ∇∇∇f0. 2 Òåïåðü âåêòîð N = Λ∇f0 íàïðàâëåí ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè, çàäàâàåìîé óðàâíå-
íèåì (1.3), à âåêòîð RL (íà ðèñóêíêå îí îáîçíà÷åí êàê T0) ëåæèò â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè π ê
ýòîé ïîâåðõíîñòè. Îñîáåííî íàãëÿäíî ýòî äåìîíñòðèðóåòñÿ äëÿ ñòàöèîíàðíîé ñâÿçè (ñì. ðèñ. I.1.2,
ïóíêòèðîì èçîáðàæåíà òðàåêòîðèÿ òî÷êè, ëåæàùàÿ íà ïîâåðõíîñòè f0(x) = 0). Â ÷àñòíîñòè, åñëè
ópàâíåíèåì ñòàöèîíàðíîé ãîëîíîìíîé ñâÿçè çàäàåòñÿ íåêîòîpàÿ ìàòåpèàëüíàÿ ïîâåpõíîñòü, ïî êî-
òîpîé äîëæíà äâèãàòüñÿ òî÷êà M , òî ïpè èäåàëüíî îòïîëèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè èìååì RL ≡ 0. Â
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Ðèñ. I.1.2.Äâèæåíèå ïî ñòàöèîíàðíîé íåèäåàëüíîé ãîëîíîìíîé ñâÿçè

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ óêàçûâàòü ïðàâèëî ôîðìèðîâàíèÿ âåêòîðà RL, íàïðèìåð, çàäàâàòü
çàêîí òðåíèÿ Êóëîíà.

� I.2. Âåêòîðíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè
íåãîëîíîìíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû

Èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà äëÿ ñâîáîäíîé ñèñòåìû n ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ìíîæåñòâî âçà-
èìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìîé. Âçàèìî-
äåéñòâèå òî÷åê ïðîÿâëÿåòñÿ â èçìåíåíèè èõ äâèæåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì, êîòîðîå îíè ñîâåðøàëè
áû, áóäó÷è èçîëèðîâàííûìè. Òàê êàê èçìåíåíèå äâèæåíèÿ ïðîèñõîäèò ïîä âëèÿíèåì ñèë, òî ñëå-
äóåò äîïóñòèòü, ÷òî ìåæäó òî÷êàìè ñèñòåìû äåéñòâóþò ñèëû, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè
ñèëàìè.

Åñëè êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè òî÷åê ñèñòåìû íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé êàêèìè-ëèáî íàïåðåä çà-
äàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé. Òàê êàê ïîëîæåíèå êàæäîé òî÷êè, ïðè-
íàäëåæàùåé ñâîáîäíîé ñèñòåìå, îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè êîîðäèíàòàìè, òî ñèñòåìà, ñî-
ñòîÿùàÿ èç n òî÷åê, õàðàêòåðèçóåòñÿ 3n êîîðäèíàòàìè. Ñâîáîäíîé ñèñòåìîé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, Ñîëíå÷íàÿ ñèñòåìà.

Çàêîí Íüþòîíà äëÿ òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç n òî÷åê, èìååò âèä

mν r̈ν = Fν , Fν = F(i)
ν + F(e)

ν , ν = 1, n , (2.1)

ãäå ν � íîìåð ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, rν � åå ðàäèóñ-âåêòîð, F
(i)
ν � âíóòðåííÿÿ ñèëà, ïðèëîæåííàÿ

ê íåé, ÿâëÿþùàÿñÿ ðàâíîäåéñòâóþùåé âñåõ ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè ñ îñòàëü-

íûìè òî÷êàìè ñèñòåìû, F
(e)
ν � ðàâíîäåéñòâóþùàÿ âñåõ âíåøíèõ ñèë. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèëû F

(i)
ν

2Èñïîëüçîâàííûé â äàííîì ïàðàãðàôå âåêòîð ∇∇∇ ′f1 áûë ââåäåí Í.Í.Ï�îëÿõîâûì (ñì. ñòàòüþ [6]). Ýòîò âåêòîð
ìîæíî íàçâàòü îáîáùåííûì îïåðàòîðîì Ãàìèëüòîíà, òàê êàê èç íåãî, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, â âèäå ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ ïîëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêèé îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà (îïåðàòîð "íàáëà").
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è F
(e)
ν ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò t, r1, r2, ... , rn, ṙ1, ṙ2, ... , ṙn. Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëüíûìè

óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ n âåêòîðíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùèõ n
íåèçâåñòíûõ âåêòîð-ôóíêöèé rν .

Óðàâíåíèÿ (2.1) â ïðîåêöèÿõ íà îñè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

mν ẍνk = Xνk(t, x, ẋ) , Xνk(t, x, ẋ) = X
(i)
νk (t, x, ẋ) +X

(e)
νk (t, x, ẋ) ,

ν = 1, n , k = 1, 2, 3,
(2.2)

ãäå xνk, Xνk, X
(i)
νk , X

(e)
νk � ïðîåêöèè ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðîâ rν , Fν , F

(i)
ν , F

(e)
ν íà îñü xk. Çäåñü

è äàëåå ïðè çàïèñè àðãóìåíòîâ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ áóêâîé áåç èíäåêñà îáîçíà÷åíà âñÿ
ñîâîêóïíîñòü ïåðåìåííûõ ââåäåííûõ òåì æå ñèìâîëîì ñ èíäåêñàìè.

Óñëîâèìñÿ â äàëüíåéøåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, íåïðåðûâíû â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé xνk(t0), ẋνk(t0) è èìåþò â óêàçàííîé
îêðåñòíîñòè îãðàíè÷åííûå ïî âåëè÷èíå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî xνk è ẋνk. Ýòè óñëîâèÿ, êàê äî-
êàçûâàåòñÿ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2) ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Ðåøåíèÿìè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.2) ÿâëÿþòñÿ 3n ôóíêöèé âðåìåíè t è 6n
ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ

xνk = xνk(t, C1, C2, ... , C6n) ,

ïðè÷åì äëÿ îïðåäåëåíèÿ Cj , j = 1, 2, ... , 6n, ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

xνk(t0) = xνk(t0, C1, C2, ... , C6n) , ẋνk(t0) = ẋνk(t0, C1, C2, ... , C6n) ,

ïîçâîëÿþùèå âûðàçèòü Cj ÷åðåç íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû xνk(t0) è íà÷àëüíûå ñêîðîñòè ẋνk(t0).
Ñèñòåìó 3n äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.2) óäîáíî òàêæå çàïèñûâàòü â âèäå, ñîäåðæàùåì

ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ êîîðäèíàò, îñóùåñòâëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì xνk = xµ, ãäå
µ = 3(ν − 1) + k, ν = 1, n, k = 1, 2, 3. Òîãäà ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâèå

x11 = x1, x12 = x2, x13 = x3,

x21 = x4, x22 = x5, x23 = x6,

...............................................

xn1 = x3n−2, xn2 = x3n−1, xn3 = x3n.

Ýòó æå îïåðàöèþ ìîæíî âûïîëíèòü è íàä âåëè÷èíàìè Xνk. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìó (2.2) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

mµẍµ = Xµ , µ = 1, 3n . (2.3)

Òàê êàê â ñèñòåìå (2.2) îäíà è òà æå ìàññà mν óìíîæàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî íà ẍνk, k = 1, 2, 3, òî
â ñèñòåìå (2.3) ìàññó mµ ïîëàãàåì ðàâíîé mν ïðè µ = 3ν − 2, 3ν − 1, 3ν.

Ââåäåì 3n-ìåðíûå âåêòîðû y = (y1, y2, ... , y3n) è Y = (Y1, Y2, ... , Y3n) òàêèå, ÷òî

yµ = xµ
√
m̃µ , Yµ =

Xµ√
m̃µ

, (2.4)
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m̃µ =
mµ

M
, M =

n∑
ν=1

mν . (2.5)

Ïîä äëèíîé âåêòîðà y óñëîâèìñÿ ïîíèìàòü

|y| =

√√√√ 3n∑
µ=1

y2µ =

√√√√ 3n∑
µ=1

mµx2µ ,

à íàïðàâëåíèå åãî áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü ñ ïîìîùüþ âåëè÷èí cosαµ = yµ/ |y|. Àíàëîãè÷íî ïîñòó-
ïàåì è ñ âåêòîðîì Y.

Åñëè ââåñòè åäèíè÷íûå âåêòîðû jµ, ñîîòâåòñòâóþùèå 3n-ìåðíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå äåêàð-
òîâûõ êîîðäèíàò yµ, òî âåêòîðû y è Y ïðåäñòàâèì â âèäå

y = yµjµ , Y = Yµjµ .

Íà îñíîâàíèè ñêàçàííîãî ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.3), êîòîðàÿ â íîâûõ êîîðäèíà-
òàõ èìååò ôîðìó

Mÿµ = Yµ , µ = 1, 3n ,

ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îäíîé òî÷êè ñ ìàññîé M , äâèæóùåéñÿ â 3n-
ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êîé ïî Ãåðöó. Óðàâíåíèå
åå äâèæåíèÿ èìååò âèä

M ÿ = Y , èëè MW = Y , ãäå W = V̇ = ÿ = ÿµiµ . (2.6)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû îïðåäåëèòü êàê ñóììó êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé
åå òî÷åê, òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà ýíåðãèÿ ðàâíà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè èçîáðàæàþùåé òî÷êè.
Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

T =
1

2

n∑
ν=1

mνv
2
ν =

1

2

3n∑
µ=1

mµẋ
2
µ =

M

2

3n∑
µ=1

m̃µẋ
2
µ =

M

2

3n∑
µ=1

ẏ2µ =
MV 2

2
. (2.7)

Åñëè âìåñòî äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò yµ ââåñòè êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû qσ ñ áàçèñíûìè âåê-
òîðàìè eσ = ∂y(t, q)/∂qσ, σ = 1, 3n, òî âåêòîð ñêîðîñòè èçîáðàæàþùåé òî÷êè ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

V =
∂y

∂t
+

∂y

∂qσ
q̇σ =

∂y

∂qα
q̇α , α = 0, 3n , q0 = t . (2.8)

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ âûðàæåíèåì äëÿ ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïðè íåñòàöèîíàðíîì
áàçèñå, çàìå÷àåì, ÷òî îòëè÷èå ñîñòîèò òîëüêî â òîì, ÷òî ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ íå äî 3, à äî 3n.
Ýòî æå óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî, îòíîñèòñÿ è ê óñêîðåíèþ W èçîáðàæàþùåé òî÷êè, ñðàâíèâàåìîìó
ñ óñêîðåíèåì w ìàòåðèàëüíîé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëû, õàðàêòåðèçóþùèå êèíåìàòèêó òî÷êè
â ïðîèçâîëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè äâèæå-
íèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè. Îñíîâíîå âåêòîðíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè (2.6) è åå
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ (2.7) ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèÿì äëÿ îäíîé ñâî-
áîäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, è ïîýòîìó âñå ðåçóëüòàòû è ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå äëÿ îäíîé òî÷êè,
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îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé èçîáðàæàþùåé òî÷êè. Äëÿ ýòîãî ìàññó m ñëåäóåò çàìåíèòü ìàññîé ñèñòåìû
M , à âåêòîðû r è F � ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðàìè y è Y è ñ÷èòàòü, ÷òî ñóììèðîâàíèå ïî äâàæäû
âñòðå÷àþùèìñÿ èíäåêñàì âåäåòñÿ äî 3n.

Äâèæåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè ïðè íàëè÷èè íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé. Åñëè êîîðäèíàòû
è ñêîðîñòè òî÷åê ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïîìèìî äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü äîïîëíèòåëüíûì ðàâåíñòâàì èëè íåðàâåíñòâàì âèäà

fκ1 (t, x, ẋ) > 0 , κ = 1, k ,

òî òàêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íåñâîáîäíîé. Çäåñü ïîä x = (x1, . . . , x3n) îïÿòü ïîíèìàåì ñîâîêóïíîñòü
êîîðäèíàò n òî÷åê ñèñòåìû.

Î÷åâèäíî, ÷òî îòäåëüíàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ íåñâîáîäíîé ñèñòåìå, ÿâëÿåòñÿ íåñâîáîäíîé,
ïîýòîìó äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå åå äâèæåíèÿ äîëæíî áûòü çàïèñàíî â âèäå

mν r̈ν = Fν + R′ν , (2.9)

ãäå ν � íîìåð òî÷êè, ν = 1, n, Fν � ðàâíîäåéñòâóþùàÿ âñåõ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ñèë, ïðèëîæåí-
íûõ ê òî÷êå, R′ν � ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ðåàêöèé ñâÿçåé äëÿ äàííîé òî÷êè. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

rν = x3ν−2i1 + x3ν−1i2 + x3ν i3 ,

Fν = X3ν−2i1 +X3ν−1i2 +X3ν i3 ,

R′ν = R′3ν−2i1 +R′3ν−1i2 +R′3ν i3 ,

mµ = mν ïðè µ = 3ν − 2 , 3ν − 1 , 3ν ,

ïðåäñòàâëÿåì ñèñòåìó (2.9) â âèäå 3n ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé:

mµẍµ = Xµ +R′µ , µ = 1, 3n . (2.10)

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïóíêòîì äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðè àíàëèçå íåñâîáîä-
íîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû àíàëèòè÷åñêèì àïïàðàòîì, ðàçâèòûì ïðèìåíèòåëüíî ê íåñâîáîäíîìó äâè-
æåíèþ îäíîé òî÷êè, ââåäåì â 3n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå äåêàðòîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
Oy1 . . . y3n ñ îðòàìè j1, . . . , j3n. Â ýòîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå ìîæíî ââåñòè èçîáðàæàþùóþ òî÷êó ñ
êîîðäèíàòàìè

yµ =
√
m̃µ xµ , m̃µ =

mµ

M
, M =

n∑
ν=1

mν ≡
1

3

3n∑
µ=1

mµ , µ = 1, 3n .

Ñîïîñòàâèâ ñèëàì Fν è ðåàêöèÿì R′ν ìíîãîìåðíûå âåêòîðû

Y = Yµ jµ , Yµ = Xµ/
√
m̃µ , R = Rµ jµ , Rµ = R′µ/

√
m̃µ , µ = 1, 3n ,

ïîëó÷èì âîçìîæíîñòü çàïèñàòü ñèñòåìó ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé (2.10) â âèäå îäíîãî âåêòîðíîãî óðàâ-
íåíèÿ:

MW = Y + R , W = V̇ = ÿ = ÿµ jµ . (2.11)

Åñëè ñâÿçè âûðàæàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

fκ1 (t, y, ẏ) = 0 , κ = 1, k , k < 3n , (2.12)
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òî, ðàññóæäàÿ, êàê è â ñëó÷àå îäíîé òî÷êè, ïîëó÷àåì

R = Λκ∇∇∇ ′fκ1 + RL = N + RL ,

ãäå ∇∇∇ ′ = ∂
∂ẏµ

jµ, N = Λκ∇∇∇ ′fκ1 , RL � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó N. Íà îñíî-

âàíèè ñêàçàííîãî óðàâíåíèå (2.11) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

MW = Y + N + RL . (2.13)

Îíî âìåñòå ñ óðàâíåíèÿìè ñâÿçåé (2.12) îáðàçóåò ñèñòåìó 3n + k ñêàëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, èç êîòîðûõ íóæíî îïðåäåëèòü 3n+ k íåèçâåñòíûõ y1, y2, . . . , y3n, Λ1,Λ2, . . . ,Λk.

Âåêòîð RL íåâîçìîæíî íàéòè ïî âèäó óðàâíåíèé ñâÿçåé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ åãî ñëåäóåò äîïîë-
íèòåëüíî çàäàòü ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ýòîãî âåêòîðà, èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè
ñâÿçåé. Íàèáîëåå ïðîñòûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà RL ≡ 0, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò èäå-
àëüíûå ñâÿçè. Íî ôèçè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ òàêèõ ñâÿçåé íå âñåãäà âîçìîæíà. Òàê, íàïðèìåð, èíòå-
ãðèðóåìûå äèôôåðåíöèàëüíûå ñâÿçè, ðåàëèçóåìûå ñ ïîìîùüþ êîíòàêòà, âñåãäà îáëàäàþò òðåíèåì.
Îäíàêî íåêîòîðûå ñâÿçè, âñòðå÷àþùèåñÿ â ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
èäåàëüíûå.

Åñëè ñâÿçè èäåàëüíû, òî RL ≡ 0. Â ýòîì ñëó÷àå òðåõìåðíûå ðåàêöèè R′ν , êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò
ìíîãîìåðíûé âåêòîð R = N, èìåþò ñîñòàâëÿþùèå

R′νk ≡ R′µ =
√
m̃µRµ = Λκ

√
m̃µ

∂fκ1
∂(
√
m̃µ ẋµ)

= Λκ
∂fκ1
∂ẋµ

,

µ = 3(ν − 1) + k , k = 1, 2, 3, ν = 1, n ,

èëè

R′νk = Λκ
∂fκ1
∂ẋνk

, xνk = xµ .

� I.3. Îñíîâíûå ôîðìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
íåãîëîíîìíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû

Êâàçèñêîðîñòè. Íåãîëîíîìíûå áàçèñû. Èäåàëüíîñòü íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé. Ââåäåíèå
îáîáùåííûõ ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò óäîáíî êàê â ïðàêòè÷åñêîì, òàê è â òåîðåòè÷åñêîì îòíîøåíèè.
Îíî ïîçâîëÿåò ïîäîéòè ê îïèñàíèþ ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ îáùåé
òî÷êè çðåíèÿ è â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì çàïèñàòü âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â íàèáîëåå ñîâåðøåííîé
àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå � ôîðìå óðàâíåíèé Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà, êîòîðûå áûëè âûâåäåíû äëÿ
ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè. Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê ñèñòåìàì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ
íåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òàêæå îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè.

Ïóñòü ïîëîæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç n ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, îäíîçíà÷íî ìî-
æåò áûòü îïðåäåëåíî çàäàíèåì îáîáùåííûõ êîîðäèíàò q1, q2, . . . , q3n. Îòìåòèì, ÷òî èõ ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû èçîáðàæàþùåé òî÷êè. ×èñëî îáîáùåííûõ êîîðäèíàò,
ðàâíîå â äàííîì ñëó÷àå 3n, îáîçíà÷èì ÷åðåç s.

Íàëîæèì íà äâèæåíèå ñèñòåìû k ñâÿçåé, êîòîðûå â îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ âûðàæàþòñÿ óðàâ-
íåíèÿìè

fκ1 (t, q, q̇) = 0 , κ = 1, k . (3.1)
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Áóäåì ñ÷èòàòü ýòó ñèñòåìó ñâÿçåé íåãîëîíîìíîé, òî åñòü áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (3.1)
íåëüçÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü íè ïî îòäåëüíîñòè, íè â öåëîì. Â ýòîì ñëó÷àå ëþáûå äâà ïîëîæåíèÿ ìå-
õàíè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæíî ñîåäèíèòü êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé êîíå÷íîé äëèíû, ïðè äâèæåíèè ïî
êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ñâÿçåé. Ýòà òåîðåìà 3 ïîçâîëÿåò äèôôåðåíöèàëüíûå ñâÿçè ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, çàäàííûå â îáùåì ñëó÷àå â âèäå (3.1), ðàçëè÷àòü ïî òîìó ïðèçíàêó, óìåíüøàåòñÿ èëè
íå óìåíüøàåòñÿ ïðè èõ íàëè÷èè ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà òåõ ïîëîæåíèé, â êîòîðûå ñèñòåìà ìîæåò
ïåðåéòè èç äàííîãî ïîëîæåíèÿ. Åñëè âñå ñâÿçè (3.1) ãîëîíîìíû, òî ðàçìåðíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà
óìåíüøàåòñÿ íà k åäèíèö ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì, êîãäà ñâÿçè îòñóòñòâóþò. Â îòëè÷èå îò ýòîãî
ñâÿçè (3.1) ÿâëÿþòñÿ íåãîëîíîìíûìè, åñëè ýòà ðàçìåðíîñòü íå èçìåíÿåòñÿ. Òåðìèí "ãîëîíîìíûé" ,
ââåäåííûé, êàê óêàçûâàëîñü âûøå, Ã. Ãåðöåì, ïðîèñõîäèò îò ãðå÷åñêèõ ñëîâ o′λoζ (öåëûé, ÷òî çäåñü
ïî ñìûñëó îçíà÷àåò èíòåãðèðóåìûé) è νo′µoζ (çàêîí). Ïðèìåíåíèå ýòîãî òåðìèíà ê ñîîòíîøåíèÿì
(3.1) â ãîëîíîìíîì ñëó÷àå óêàçûâàåò íà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûå çàêîíû
(3.1) ïðèâîäÿò ê óìåíüøåíèþ ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèõ ïîëîæå-
íèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, íà k åäèíèö.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåãîëîíîìíûå ñâÿçè (3.1) ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíûìè. Òîãäà, êàê áûëî ïîêàçàíî,
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè â âåêòîðíîé ôîðìå èìååò âèä

MW = Y+ Λκ∇∇∇ ′fκ1 , ∇∇∇ ′fκ1 = (∂fκ1 /∂q̇
σ) eσ . (3.2)

Ââåäåì ôóíêöèè
vρ∗ = vρ∗(t, q, q̇) , ρ = 1, s , (3.3)

è áóäåì ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ vρ∗ êàê íîâûå ïåðåìåííûå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ q̇σ, ñ÷èòàÿ
ïåðåìåííûå t è q ïàðàìåòðàìè. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè âûïîëíåíû, ïîëó÷àåì

q̇σ = q̇σ(t, q, v∗) , v∗ = (v1∗, v
2
∗, . . . , v

s
∗) . (3.4)

Òàêèì îáðàçîì, íàðÿäó ñ îáîáùåííûìè ñêîðîñòÿìè q̇ = (q̇1, . . . , q̇s) ââåäåíû íîâûå ïåðåìåííûå
v∗ = (v1∗, . . . , v

s
∗), èìåþùèå ñìûñë íîâûõ îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé. Îäíàêî, åñëè îáîáùåííûì ñêîðî-

ñòÿì q̇σ, σ = 1, s, ñîîòâåòñòâîâàëè îáîáùåííûå êîîðäèíàòû qσ, σ = 1, s, òî íîâûì ïåðåìåííûì vρ∗ ,
ρ = 1, s, ìîãóò íå ñîîòâåòñòâîâàòü êàêèå-ëèáî íîâûå îáîáùåííûå êîîðäèíàòû. Ïîýòîìó vρ∗ , ρ = 1, s,
íàçûâàþòñÿ êâàçèñêîðîñòÿìè (ïñåâäîñêîðîñòÿìè). Íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà
âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè óäîáíî ââåñòè óãëû Ýéëåðà ψ, θ, ϕ, ÿâëÿþùèåñÿ îáîáùåííûìè êîîðäè-
íàòàìè äëÿ çàäàíèÿ ïîëîæåíèÿ òâåðäîãî òåëà. Ýòèì îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì ñîîòâåòñòâóþò îáîá-
ùåííûå ñêîðîñòè ψ̇, θ̇, ϕ̇. Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ çàäàíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ òâåðäîãî
òåëà ωωω ìîæíî ââåñòè ïðîåêöèè ýòîãî âåêòîðà ωx, ωy, ωz íà ïîäâèæíûå îñè. Îäíàêî ýòèì âåëè÷èíàì
íåëüçÿ ñîïîñòàâèòü ïðîèçâîäíûå îò íåêîòîðûõ óãëîâ ïîâîðîòà. Ïîýòîìó ââåäåííûå õàðàêòåðèñòèêè
ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ωx, ωy, ωz ïðèõîäèòñÿ íàçûâàòü íå îáîáùåííûìè ñêîðîñòÿìè, à êâàçèñêîðîñòÿ-
ìè, èëè ïñåâäîñêîðîñòÿìè. Ðàçíèöà â ýòèõ íàèìåíîâàíèÿõ îáóñëîâëåíà èñïîëüçîâàíèåì â ïåðâîì
ñëó÷àå ëàòèíñêîãî ÿçûêà, à âî âòîðîì � ãðå÷åñêîãî.

Âû÷èñëÿÿ ÷àñòíûå äèôôåðåíöèàëû ýòèõ ôóíêöèé ïðè ôèêñèðîâàííûõ t è qσ, íàõîäèì

δ′vρ∗ =
∂vρ∗(t, q, q̇)

∂q̇σ
δ′q̇σ , δ′q̇σ =

∂q̇σ(t, q, v∗)

∂vτ∗
δ′vτ∗ ,

ρ, σ, τ = 1, s ,

3Ñì. ñíîñêó "1" , ïðèâåäåííóþ â � I.1.
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îòêóäà

δ′vρ∗ =
∂vρ∗
∂q̇σ

∂q̇σ

∂vτ∗
δ′vτ∗ = δρτ δ

′vτ∗ ,

ãäå

δρτ =
∂vρ∗
∂q̇σ

∂q̇σ

∂vτ∗
=

{
1 , ρ = τ ,

0 , ρ 6= τ .
(3.5)

Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ôóíêöèè (3.3), (3.4) èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ïîç-
âîëÿåò ââåñòè äâå ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ

εεετ =
∂q̇σ

∂vτ∗
eσ , εεερ =

∂vρ∗
∂q̇τ

eτ , ρ, σ, τ = 1, s . (3.6)

Ïåðâàÿ ñèñòåìà ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ îñíîâíîãî áàçèñà, à âòîðàÿ � ñ ïîìîùüþ âçàèìíîãî áàçèñà
èñõîäíîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò qσ.

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðû eσ è eτ äëÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

eσ =
∂y
∂qσ

=
∂yµ
∂qσ

iµ , gστ = eσ · eτ , eτ = gτσ eσ ,

êîòîðûå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ôîðìóëàì, ïðèìåíÿåìûì â êèíåìàòèêå îäíîé òî÷êè. Ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b, ïðåäñòàâëåííûõ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç êîâàðèàíòíûå è êîíòðàâàðè-
àíòíûå ñîñòàâëÿþùèå a = aτeτ , b = bσeσ, èìååò âèä

a · b = aσb
σ . (3.7)

Ó÷èòûâàÿ ýòó ôîðìóëó, à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ (3.5), (3.6), ïîëó÷àåì

εεερ · εεετ = δρτ =

{
1 , ρ = τ ,

0 , ρ 6= τ .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìó âåêòîðîâ εεερ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âçàèìíûé áàçèñ îòíîñèòåëüíî
áàçèñà, çàäàâàåìîãî âåêòîðàìè εεετ . Âåêòîðû (3.6) íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè íåãîëîíîìíûõ áàçèñîâ.

Ïîëüçóÿñü ïðîèçâîëîì â âûáîðå ôóíêöèé vρ∗(t, q, q̇), áåðåì çà ïåðåìåííûå vl+κ
∗ ôóíêöèè ñâÿçåé

fκ1 (t, q, q̇), òî åñòü ïîëàãàåì

vl+κ
∗ = fκ1 (t, q, q̇) , l = s− k , κ = 1, k .

Â äàííîì ñëó÷àå â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (3.6) èìååì

εεεl+κ =
∂fκ1
∂q̇τ

eτ = ∇ ′fκ1 , κ = 1, k . (3.8)

Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèÿ ñâÿçåé (3.1), íàõîäèì

∂fκ1
∂t

+
∂fκ1
∂qσ

q̇σ +
∂f1
∂q̇σ

q̈ σ = 0 , κ = 1, k . (3.9)
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Êàê èçâåñòíî, âåêòîð óñêîðåíèÿ W â êîíòðàâàðèàíòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

W = (q̈ σ + Γσαβ q̇
αq̇β) eσ , σ = 1, s , α, β = 0, s , (3.10)

ãäå Γσαβ = gστ Γτ,αβ , q
0 = t. Èç ñîîòíîøåíèé (3.7), (3.8), (3.10) ñëåäóåò, ÷òî

εεεl+κ ·W =
∂fκ1
∂q̇σ

(q̈ σ + Γσαβ q̇
αq̇β) , κ = 1, k .

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (3.9), ïîëó÷àåì

W · εεεl+κ = χ l+κ(t, q, q̇) , κ = 1, k , (3.11)

ãäå

χ l+κ(t, q, q̇) = −∂f
κ
1

∂t
− ∂fκ1
∂qσ

q̇σ +
∂fκ1
∂q̇σ

Γσαβ q̇
αq̇β .

Ñîâîêóïíîñòü k ñêàëÿðíûõ âåëè÷èí χ l+κ îïðåäåëÿåò â ïîäïðîñòðàíñòâå ñ áàçèñîì
{εεεl+1, εεεl+2, . . . , εεεl+k} íåêîòîðûé âåêòîð WK . Ðàçëàãàÿ ïîëíîå óñêîðåíèå W íà âåêòîð WK è îð-
òîãîíàëüíûé åìó âåêòîð WL, ìîæíî çàïèñàòü

W = WL +WK , WL ·WK = 0 , (3.12)

ãäå WL = W̃λ
L εεελ, λ = 1, l, WK = W̃K

l+κ εεε
l+κ , κ = 1, k. Çäåñü çíà÷îê "âîëíà" ïîä÷åðêèâàåò,

÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà óñêîðåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ íåãîëîíîìíûõ áàçèñîâ. Äàííîå ðàçëîæåíèå
âåêòîðàW óñëîâíî ìîæåò áûòü ïðîèëëþñòðèðîâàíî ðèñ. I.3.1. Èíäåêñû L è K âåêòîðîâWL èWK

óêàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî íà ðàçìåðíîñòü l è k ïîäïðîñòðàíñòâ, êîòîðûì îíè ïðèíàäëåæàò.

Ðèñ. I.3.1. Ðàçëîæåíèå óñêîðåíèÿ ïî âåêòîðàì íåãîëîíîìíûõ áàçèñîâ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí W̃λ
L óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.12) ñêàëÿðíî íà εεεµ,

µ = 1, l. Ïðè ýòîì ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

W̃λ
L εεελ · εεεµ = W · εεεµ , λ, µ = 1, l ,

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ W̃λ
L . Ïðèìåíÿÿ ê ðåøåíèþ ýòîé ñèñòåìû ôîðìóëû Êðàìåðà, âûðàæà-

åì âåëè÷èíû W̃λ
L ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ W · εεεµ, µ = 1, l. Îòñþäà ñëåäóåò ïðèíöèïèàëüíî

âàæíîå äëÿ íàøèõ ðàññóæäåíèé óòâåðæäåíèå, ÷òî âåêòîð WL ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì
âåëè÷èí W · εεεµ, µ = 1, l. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåì, ÷òî âåêòîð WK îïðåäåëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ
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âåëè÷èíW ·εεεl+κ , κ = 1, k. Çíà÷åíèÿ æåW ·εεεl+κ , êàê ñëåäóåò èç îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèé χ l+κ(t, q, q̇),
κ = 1, k, ïðè çàäàííûõ t, qσ, q̇σ íàõîäèì ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ Γσαβ , êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ

÷åðåç ýëåìåíòû gαβ , è óðàâíåíèé ñâÿçåé. Íà îñíîâàíèè ýòîãî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âåêòîð WK ïðè-
íàäëåæèò òîìó ïîäïðîñòðàíñòâó, ãäå âåêòîð óñêîðåíèÿ êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè, ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû
è åå ñêîðîñòåé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè gαβ è óðàâíåíèÿìè ñâÿçåé. Â òî æå âðåìÿ
íè÷åãî îïðåäåëåííîãî î âëèÿíèè ñâÿçåé íà âåêòîðWL ñêàçàòü íåëüçÿ, òàê êàê åãî ìîæíî èñêëþ÷èòü
èç ñîîòíîøåíèé (3.11) è çàïèñàòü ïîñëåäíèå â âèäå

WK · εεεl+κ = χ l+κ(t, q, q̇) , κ = 1, k .

Ðàññìîòðèì çàêîí Íüþòîíà ïðèìåíèòåëüíî ê âåêòîðó WK :

MWK = YK +RK . (3.13)

Çäåñü
YK = Ỹ Kl+κεεε

l+κ , RK = R̃Kl+κεεε
l+κ .

Âåêòîð RK äîáàâëÿåì ê àêòèâíîé ñèëå YK äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü â ñóììå âåêòîð MWK ,
êîòîðûé ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ñâÿçåé.

Óñêîðåíèþ WL, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå Íüþòîíà

MWL = YL +RL , (3.14)

ãäå
YL = Ỹ λL εεελ , RL = R̃λLεεελ , λ = 1, l .

Ïîñêîëüêó âëèÿíèå ñâÿçåé íà âåêòîðWL ñ ïîìîùüþ ëèøü ìàòåìàòè÷åñêîãî çàäàíèÿ èõ óðàâíåíèé
îïðåäåëåíî áûòü íå ìîæåò, òàê êàê âåêòîð WL, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ìîæíî èñêëþ÷èòü èç
óðàâíåíèé (3.11), òî óðàâíåíèå (3.14) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì RL, è, â ÷àñòíîñòè, ïðè RL ≡ 0.
Òîãäà âåêòîð WL, ïåðïåíäèêóëÿðíûé âåêòîðó W

K , íå çàâèñèò îò ñâÿçåé, è çàêîí Íüþòîíà â ñîîò-
âåòñòâóþùåì ïîäïðîñòðàíñòâå èìååò âèä

MWL = YL . (3.15)

Ñâÿçè, íå âëèÿþùèå íà âåêòîðWL, íàçûâàþòñÿ èäåàëüíûìè. Îíè âïîëíå îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè àíà-
ëèòè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè è ïîçâîëÿþò çàïèñàòü âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â òîì æå âèäå (3.15),
÷òî è äëÿ ñâîáîäíîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì, îäíàêî, ñóùåñòâåííî, ÷òî ýòîò çàêîí çàïèñûâàåòñÿ ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ïîäïðîñòðàíñòâó, îðòîãîíàëüíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó ðåàêöèé, â êîòîðîì óñêîðåíèå
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè ñâÿçåé.

Ñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ (3.13) è (3.15), ïîëó÷àåì

MW = Y+RK .

Ñðàâíèâàÿ óðàâíåíèå â ýòîé ôîðìå ñ óðàâíåíèåì (3.2), âèäèì, ÷òî ïðè èäåàëüíûõ íåãîëîíîìíûõ
ñâÿçÿõ

R = RK = Λκ∇∇∇ ′fκ1 .
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì. Óðàâíåíèÿ Ì�àäæè. Âåðíåìñÿ ê âåêòîðíî-
ìó ðàâåíñòâó (3.15). Òàê êàê ñîñòàâëÿþùàÿ aL = aλL εεελ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà a ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ
íàáîðîì âåëè÷èí a · εεελ, λ = 1, l, òî îäíî óðàâíåíèå (3.15) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå l óðàâíåíèé

(MW−Y) · εεελ = 0 , λ = 1, l . (3.16)

Ýòè óðàâíåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ñêàëÿðíîé ôîðìîé âûðàæåíèÿ âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà (3.15), áóäåì
íàçûâàòü óðàâíåíèÿìè äèíàìèêè ïðè íåñâîáîäíîì äâèæåíèè. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿ (3.16) âåêòî-
ðû εεελ, âûðàæåííûå ÷åðåç âåêòîðû eσ îñíîâíîãî áàçèñà ïî ôîðìóëàì (3.6), ñ ó÷åòîì (3.7) çàïèñûâàåì

(MWσ −Qσ)
∂q̇σ

∂vλ∗
= 0 , λ = 1, l . (3.17)

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (3.17) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ì�àäæè 4.
Êàê áûëî ïîêàçàíî, ïðè èäåàëüíûõ ñâÿçÿõ èìååì

MW−Y = R = RK = Λκ∇∇∇ ′fκ1 = Λκ εεε
l+κ .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
(MW−Y) · εεεl+κ = Λκ , κ = 1, k .

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.6), (3.7), ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(MWσ −Qσ)
∂q̇σ

∂vl+κ
∗

= Λκ , κ = 1, k . (3.18)

Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü âûðàæåíèÿ MWσ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

MWσ =
d

dt

∂T

∂q̇σ
− ∂T

∂qσ
≡M(gστ q̈

τ + Γσ,αβ q̇
αq̇β) ,

σ, τ = 1, s , α, β = 0, s .

Â l óðàâíåíèé (3.17) âîéäóò, âîîáùå ãîâîðÿ, âñå îáîáùåííûå êîîðäèíàòû q1, . . . , qs, ïîýòîìó èõ
èíòåãðèðîâàòü ïðèõîäèòñÿ ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè ñâÿçåé (3.1). Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ïîñëåäíèå óäîáíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî âðåìåíè. Ïîñëå çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî ðåøåíèå ýòîé çàìêíóòîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

qσ = qσ(t) , σ = 1, s . (3.19)

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (3.19) â ôîðìóëû (3.18), íàéä¼ì èçìåíåíèå îáîáùåííûõ ðåàêöèé

Λκ = Λκ(t) , κ = 1, k .

Ïî ýòèì ôîðìóëàì, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî íàõîäèòü óñëîâèÿ îñâîáîæäåíèÿ îò ñâÿçåé (3.1).

4Óðàâíåíèÿ â ýòîé ôîðìå áûëè ïîëó÷åíû Ìàäæè â 1896 ã. äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíûõ íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ïðè ïîìîùè îáîáùåííîãî ïðèíöèïà Äàëàìáåðà�Ëàãðàíæà. Â 1931 ã. ýòè óðàâíåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû
À.Ïøåáîðñêèì äëÿ ñëó÷àÿ íåëèíåéíûõ ñâÿçåé ïåðâîãî ïîðÿäêà è ëèíåéíûõ ñâÿçåé âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè ïîìîùè
òîãî æå îáîáùåííîãî ïðèíöèïà.
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Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî êàê ñëåäóåò èç èçëîæåííîãî, ïðè äâèæåíèè íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì ÷èñëî l =
s− k íå ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Â çàâèñèìîñòè îò çàäàíèÿ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèé Ìàäæè (3.17) ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè ñâÿçåé (3.1)
ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà äëÿ çàäàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè t ìîæåò çàíÿòü ëþáîå ïîëîæåíèå q1, . . . , qs.
Ïîýòîìó äëÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàâíî s, à l îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî
íåçàâèñèìûõ êâàçèñêîðîñòåé v1∗, . . . , v

l
∗.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà ñ
ìíîæèòåëÿìè. Ïåðåéäåì ê ïîëó÷åíèþ âòîðîé âàæíåéøåé ôîðìû ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì. Âûâîä äðóãèõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ôîðì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èç óðàâíåíèé
Ìàäæè ïðèâåäåí â ó÷åáíèêå [7, 2000] â � 10 ãëàâû III.

Ïåðåïèøåì òåïåðü âåêòîðíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóë (3.8) â âèäå

MW = Y + Λκ
∂fκ1
∂q̇τ

e τ .

Óìíîæàÿ åãî íà âåêòîðû eσ, σ = 1, s, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà ñ ìíîæèòåëÿìè
äëÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì [2, 5]:

d

dt

∂T

∂q̇σ
− ∂T

∂qσ
= Qσ + Λκ

∂fκ1
∂q̇σ

, σ = 1, s . (3.20)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ïðèõîäèòñÿ èíòåãðèðîâàòü ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè
ñâÿçåé (3.1), ÷òî ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì äëÿ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ïåðâîãî ðîäà. Áîëåå òîãî, åñëè
ñîñòàâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ (3.20) äëÿ ñëó÷àÿ äâèæåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè, îòðàæàþùåé äâèæå-
íèå n ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, òî îïåðàòîð Ëàãðàíæà, ñòîÿùèé â ëåâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ óðàâíåíèé, äàñò
âûðàæåíèÿ Mÿµ, è óðàâíåíèÿ (3.20) ïðèìóò ñòàíäàðòíûé âèä óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ïåðâîãî ðîäà.
Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ (3.20) â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî íàçûâàòü óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà ïåðâîãî ðîäà â
êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì [1, 3, 7].

Óðàâíåíèÿ (3.20) ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè íåóäîáíû òåì, ÷òî â íèõ íåèçâåñòíûå îáîá-
ùåííûå ðåàêöèè Λκ , κ = 1, k, âõîäÿò íàðÿäó ñ ïðîèçâîäíûìè îò íåèçâåñòíûõ îáîáùåííûõ êîîðäè-
íàò qσ, σ = 1, s.
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Ãë à â à II

ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÔÈÃÓÐÈÑÒÀ ÏÎ ËÜÄÓ
ÊÀÊ ÍÅÃÎËÎÍÎÌÍÀß ÇÀÄÀ×À ÌÅÕÀÍÈÊÈ

Ãëàâà II ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñêîëüæåíèÿ ôèãóðèñòà ïî ëüäó. Äâóìÿ ñïîñîáàìè ñòðîèòñÿ êëàñ-

ñè÷åñêàÿ ôîðìóëà íåãîëîíîìíîé ñâÿçè, îòðàæàþùåé îòñóòñòâèå ñêîëüæåíèÿ êîíüêà â íàïðàâ-

ëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ëåçâèþ. Âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ Ìàäæè äâèæåíèÿ ôèãóðèñòà. Ýòè óðàâ-

íåíèÿ ïðèõîäèòñÿ èíòåãðèðîâàòü ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì íåãîëîíîìíîé ñâÿçè, íàëîæåííîé íà

äâèæåíèå ñïîðòñìåíà. Óðàâíåíèå ñâÿçè äèôôåðåíöèðóåòñÿ ïî âðåìåíè, ïîñëå ÷åãî íàõîäèòñÿ ñîâ-

ìåñòíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî îáîáùåííûõ óñêîðå-

íèé.

� II.1. Íåãîëîíîìíàÿ ñâÿçü, íàêëàäûâàåìàÿ ïðè äâèæåíèè
ôèãóðèñòà ïî ëüäó

Ïåðâûé ñïîñîá âûâîäà óðàâíåíèÿ íåãîëîíîìíîé ñâÿçè. Íà ðèñ. II.1.1 óêàçàíî ðàñïîëî-
æåíèå ñêîðîñòè v òî÷êè êàñàíèÿ A êîíüêà ñî ëüäîì. Êîíåê èçîáðàæåí â âèäå æèðíîé ñòðåëêè.
Ñêîðîñòü íàïðàâëåíà âäîëü êîíüêà, â ýòîé òî÷êå ñ ôèãóðèñòîì æåñòêî ñâÿçàíû îñè Ax, èäóùàÿ
âäîëü êîíüêà, è Ay, íàïðàâëåííàÿ â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè. Ýòà ñêîðîñòü èìååò ñîñòàâëÿ-
þùóþ ξ̇ i1 âäîëü îñè Oξ è ñîñòàâëÿþùóþ η̇ j1 âäîëü îñè Oη. Ïîëîæåíèå ôèãóðèñòà íà ïëîñêîñòè Oξη
(êàê òâåðäîãî òåëà) õàðàêòåðèçóåòñÿ îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè (òî÷êà A âûáèðàåòñÿ çà ïîëþñ)

q1 = ξ , q2 = θ , q3 = η . (1.1)

Ïðè ñêîëüæåíèè ñïîðòñìåíà íà ôèãóðíîì êîíüêå ñêîðîñòü v ìîæåò áûòü íàïðàâëåíà òîëüêî
âäîëü ëåçâèÿ êîíüêà (â ýòîì íàïðàâëåíèè èäåò îñü Ax ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò). Ïîýòîìó ïðè
äâèæåíèè äîëæíà îòñóòñòâîâàòü ñêîðîñòü òî÷êè A â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè ïî îòíîøåíèþ
ê íàïðàâëåíèþ êîíüêà, òî åñòü äîëæíî áûòü

vy = 0 . (1.2)

Ïîëüçóÿñü ðèñóíêîì II.1.1, ñîñòàâèì ðàçâåðíóòóþ çàïèñü óñëîâèÿ (1.2)

vy = η̇ cos θ − ξ̇ sin θ = 0 ,

èëè
f1(q, q̇) ≡ η̇ − ξ̇ tg θ = 0 . (1.3)

Âòîðîé ñïîñîá âûâîäà óðàâíåíèÿ íåãîëîíîìíîé ñâÿçè. Êàê îòìå÷àëîñü â ïðåäûäóùåì
ïóíêòå ýòîãî ïàðàãðàôà, ñêîðîñòü v òî÷êè A (òî åñòü íèæíåé òî÷êè ïîëîçà êîíüêà) äîëæíà áûòü
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Ðèñ. II.1.1 Ðàñïîëîæåíèå ñêîðîñòåé äëÿ ïåðâîãî âûâîäà

óðàâíåíèÿ íåãîëîíîìíîé ñâÿçè

íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé A1A2 (ñì. ðèñ. II.3.1), ïîýòîìó åå ïðîåêöèÿ íà
−−−→
A1A2 áóäåò ðàâ-

íà íóëþ. Íî òîãäà ðàâíû íóëþ è ïðîåêöèè v1 è v2 òî÷åê A1 è A2 íà òî æå íàïðàâëåíèå. Ïîýòîìó
âûäåëåííûå íà ðèñ. II.1.2 òðåóãîëüíèêè ïðè âåêòîðàõ v1, v, v2 (èõ êàòåòû íà ðèñóíêå íàíåñåíû
øòðèõîâàííûìè îòðåçêàìè) äîëæíû áûòü ïîäîáíûìè. Èç ïîäîáèÿ âåðõíåãî è ñðåäíåãî òðåóãîëü-
íèêîâ èìååì

ξ̇1

ξ̇
=
η̇1
η̇
. (1.4)

Íî êîîðäèíàòû òî÷êè A1 ìîæíî ïðåäñòâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ1 = ξ + l sin θ ,

η1 = η − l cos θ .
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Ðèñ. II.1.2 Ðàñïîëîæåíèå ñêîðîñòåé äëÿ âòîðîãî âûâîäà

óðàâíåíèÿ íåãîëîíîìíîé ñâÿçè

Îòñþäà
ξ̇1 = ξ̇ + θ̇ l cos θ ,

η̇1 = η̇ + θ̇ l sin θ ,

ïîýòîìó ôîðìóëà (1.4) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

f1(q, q̇) ≡ θ̇ (η̇ cos θ − ξ̇ sin θ) = 0 . (1.5)

Ñâÿçè (1.5) ñîîòâåòñòâóþò äâà óðàâíåíèÿ:

θ̇ = 0 , (1.6)

η̇ − ξ̇ tg θ = 0 . (1.7)
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Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.6) äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî ïðÿìîé, çàäàâàåìîé ïîñòîÿííûì óãëîì θ,
ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèå êîíüêîáåæöà íà áåãîâûõ êîíüêàõ. Ïðè óñëîâèè (1.7), ñîâïàäàþùèì
ñ (1.3), êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, êîíåê ôèãóðèñòà íå èìååò äâèæåíèÿ â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâ-
ëåíèè ê ëåçâèþ, õîòÿ ïðè ýòîì ôèãóðèñò ìîæåò ñâîáîäíî âðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåé îñè Az.

Íî âàæíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå: õîòÿ âî âòîðîì ñïîñîáå âûâîäà óðàâíåíèÿ íåãîëî-
íîìíîé ñâÿçè è ïîëó÷åíî ôîðìàëüíî íåëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé óðàâíåíèå
(1.5), íî ôàêòè÷åñêè íåëèíåéíûì îíî íå ÿâëÿåòñÿ, òàê êàê óñëîâèå (1.6) âûïîëíÿåòñÿ è ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè óðàâíåíèÿ (1.7). Íà ýòî ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå ïðè ÷òåíèè ñòàòüè [2], â êîòîðîé è
äðóãèå ïðèìåðû ïî òîé æå ïðè÷èíå íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê çàäàíèå íåëèíåéíûõ íåãîëîíîìíûõ
ñâÿçåé.

� II.2. Óðàâíåíèÿ Ìàäæè äâèæåíèÿ
ôèãóðèñòà ïî ëüäó

Íåãîëîíîìíûå ïåðåìåííûå. Èçó÷àåì äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû â êðèâîëèíåéíûõ êî-
îðäèíàòàõ (1.1):

q1 = ξ , q2 = θ , q3 = η . (2.1)

Ïðè èññëåäîâàíèè äâèæåíèÿ íåãîëîíîìíûõ ñèñòåì, êàê èçâåñòíî, íåäîñòàòî÷íî ïåðåéòè îò ñèñòåìû
êîîðäèíàò q = (q1, q2, q3) ê íîâîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò q = (q1∗, q

2
∗, q

3
∗). Òåïåðü òðå-

áóåòñÿ ñâÿçûâàòü îáîáùåííûå ñêîðîñòè q̇ = (q̇1, q2, q̇3) ñ íîâîé ñèñòåìîé ñêîðîñòåé v = (v1∗, v
2
∗, v

3
∗),

÷àñòü èç êîòîðûõ (èëè âñå îíè) ìîãóò áûòü êâàçèñêîðîñòÿìè (ïñåâäîñêîðîñòÿìè). Çàäàäèì ôîðìóëû
ïåðåõîäà â âèäå, ó÷èòûâàþùèì óðàâíåíèå ñâÿçè

v1∗ = q̇1 ≡ ξ̇ , v2∗ = q̇2 ≡ θ̇ , v3∗ = ξ̇ cos θ − η̇ sin θ . (2.2)

Ïðåîáðàçîâàíèþ (2.2) ñîîòâåòñòâóåò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

ξ̇ ≡ q̇1 = v1∗ , θ̇ ≡= q̇2 = v2∗ , η̇ ≡ q̇3 =
v1∗ cos θ − v3∗

sin θ
. (2.3)

Ïî ïðåîáðàçîâàíèþ (2.2) ìîæíî ñîñòàâèòü ïðîèçâîäíûå

∂q̇1

∂v1∗
= 1 ,

∂q̇2

∂v1∗
= 0 ,

∂q̇3

∂v1∗
= ctg θ ,

∂q̇1

∂v2∗
= 0 ,

∂q̇2

∂v2∗
= 1 ,

∂q̇3

∂v2∗
= 0 . (2.4)

Ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèé Ìàäæè. Òåïåðü óðàâíåíèÿ Ìàäæè (3.17) â íàøåì ñëó÷àå çàïèñû-
âþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(
MW1 −Q1

) ∂q̇1
∂v1∗

+
(
MW2 −Q2

) ∂q̇2
∂v1∗

+
(
MW3 −Q3

) ∂q̇3
∂v1∗

= 0 ,

(
MW1 −Q1

) ∂q̇1
∂v2∗

+
(
MW2 −Q2

) ∂q̇2
∂v2∗

+
(
MW3 −Q3

) ∂q̇3
∂v2∗

= 0 . (2.5)
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Êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ (2.5) èìåþò âèä (2.4), âû÷èñëåíèþ îáîáùåííûõ ñèë Qσ è âûðàæåíèé
MWσ, σ = 1, 2, 3, áóäóò ïîñâÿùåíû äâà ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôîâ.

Äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ Ìàäæè (2.5) ñîäåðæàò âñå òðè íåèçâåñòíûå îáîáùåííûå êî-
îðäèíàòû ξ, θ, η. Äîîïðåäåëÿòü ýòó ñèñòåìó áóäåì çà ñ÷åò ïðèñîåäèíåíèÿ ê íåé óðàâíåíèÿ ñâÿçè

ξ̇ cos θ − η̇ sin θ = 0 .

Äëÿ óäîáñòâà ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî ïî âðåìåíè

ξ̈ cos θ − ξ̇ θ̇ sin θ − η̈ sin θ − η̇ θ̇ cos θ = 0 . (2.6)

Ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.5), (2.6) êàê ëèíåéíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îò-
íîñèòåëüíî ξ̈, θ̈, η̈ è ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïðåäñòàâèì íàøó ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ðàçðåøåííîé îòíîñèòåëüíî îáîáùåííûõ óñêîðåíèé:

ξ̈ = F1(ξ, θ, η, ξ̇, θ̇, η̇) ,

θ̈ = F2(ξ, θ, η, ξ̇, θ̇, η̇) , (2.7)

η̈ = F3(ξ, θ, η, ξ̇, θ̇, η̇) .

Ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè ñâîèõ ïåðåìåííûõ, à òàê êàê ñè-
ñòåìà (2.7) ðàçðåøåíà îòíîñèòåëüíî ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. òî îíà îêàçûâàåòñÿ ïîäãîòîâëåííîé ê
÷èñëåííîìó ðåøåíèþ, êîòîðîå â äàëüíåéøåì áóäåì ïðîèçâîäèòü ñ ïîìîùüþ ïàêåòà MAPLE.

� II.3. Âû÷èñëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ôèãóðèñòà. Áóäåì ñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü
ôèãóðèñòà ïðè ñêîëüæåíèè ïî ëüäó â âèäå äâèæåíèÿ êîðïóñà, ïðåäñòàâëÿåìîãî òîíêîé îäíîðîäíîé
âåðòèêàëüíîé ïëàñòèíîé ìàññû m0 è øèðèíîé 2l, ê êîòîðîé â âåðõíèõ òî÷êàõ øàðíèðíî ïðèêðåïëå-
íû òîíêèå îäíîðîäíûå ñòåðæíè (ðóêè) ìàññ m1 = m2 è äëèí l1 = l2, à ê íèæíåé ñòîðîíå ïëàñòèíû
íà ðàññòîÿíèÿõ l/2 îò êðàåâ øàðíèðíî ïðèêðåïëåíû òîíêèå îäíîðîäíûå ñòåðæíè (íîãè) ñ ìàññà-
ìè m3 = m4 è ñ äëèíàìè l3 = l4. Ñòåðæíè ìîãóò ïîâîðà÷èâàòüñÿ òîëüêî â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû.
Ðàñïîëîæåíèå ñòåðæíåé õàðàêòåðèçóþòñÿ óãëàìè αj , j = 1, 4, îòñ÷èòûâàåìûìè îò âåðòèêàëåé,
ïðîâåäåííûõ ÷åðåç øàðíèðû ñòåðæíåé.

Íà ðèñ. II.3.1 èçîáðàæåí âèä ñâåðõó íà ìîäåëü äâèæåíèÿ ôèãóðèñòà. Ââåäåíû íåïîäâèæíàÿ ñè-
ñòåìà êîîðäèíàò Oξη, ïîëóïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò Aξ′η′ è ñâÿçàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò Axy.
Òî÷êà A ÿâëÿåòñÿ íèæíåé òî÷êîé êîíüêà, ðàñïîëîæåííîãî ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëàñòèíå ïîä öåíòðîì
åå íèæíåãî êðàÿ. ×åðåç òî÷êè A1 è A2 îáîçíà÷åíû âåðõíèå êðàÿ ïëàñòèíû.

Ñîñòàâëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû. Êàê è ðàíåå, ïîëîæåíèå ïëàñòèíû áóäåì
õàðàêòåðèçîâàòü êîîðäèíàòàìè

ξ , θ , η .

Òðåáóåòñÿ ñîñòàâèòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû

T = Tm0 + Tm1 + Tm2 + Tm3 + Tm4 . (3.1)
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Ðèñ. II.3.1Âèä ñâåðõó íà ìîäåëü ôèãóðèñòà

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå ôèãóðèñòà êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòäåëüíûõ ñêîëüæåíèé
ñïîðòñìåíà ñ íåèçìåííûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ íà êàæäîì ýòàïå. Â íà÷àëå êàæäîãî ýòàïà ôè-
ãóðèñò çàäàåò ýòî ðàñïðåäåëåíèå è ñîçäàåò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ äâèæåíèÿ íà ðàññìàòðèâàåìîì
ïðîìåæóòêå âðåìåíè.

Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ê¼íèãà:

T =
Mv2C

2
+ TrC , (3.2)

ãäå

M =

4∑
k=0

mk ,
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vC ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ôèãóðèñòà, à TrC ÿâëÿåòñÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé
âñåõ ÷àñòåé òåëà ôèãóðèñòà â îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êîîðäèàò Cξ′η′ζ ′.

Íàõîæäåíèå ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ñèñòåìû. Â íàøåé ìîäåëè öåíòðû ìàññ îòäåëüíûõ ÷à-
ñòåé ñèñòåìû ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ òîëüêî â ïëîñêîñòè, ñîâïàäàþùåé ñ ïëîñêîñòüþ ââåäåííîé òîíêîé
ïëàñòèíû. Íàéäåì îðäèíàòó öåíòðà ìàññ âñåé ñèñòåìû:

yC =

∑4
k=0mkyk
M

. (3.3)

Íà ðèñ. II.3.1 òî÷êîé C ïîìå÷åíà ïðîåêöèÿ öåíòðà ìàññ ôèãóðèñòà íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü.
Ïðèíèìàÿ òî÷êó A, èìåþùóþ ñêîðîñòü v, çà ïîëþñ, âû÷èñëèì ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ ïî ôîðìóëå

vC = v + θ̇ k×AC , (3.4)

ãäå k � îðò îñè Az. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (3.4), ïîëó÷èì ïðîåêöèè âåêòîðà vC íà íåïîäâèæíûå îñè:

pri1vC = ξ̇ − θ̇ yC cos θ ,

prj1vC = η̇ − θ̇ yC sin θ ,

ïîýòîìó
v2C = (ξ̇ − θ̇ yC cos θ)2 + (η̇ − θ̇ yC sin θ)2 . (3.5)

Âû÷èñëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðè äâèæåíèè îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ ñèñòå-
ìû. Â ýòîì ïóíêòå ìû äîëæíû ñîñòàâèòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ âñåõ ÷àñòåé òåëà ôèãóðèñòà â
îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû, äâèæóùåéñÿ ñ öåíòðîì ìàññ ïîñòóïàòåëüíî, òî
åñòü îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Cξ′η′ζ ′. Â ýòîé ñèñòåìå âñå ÷àñòè ñîâåðøàþò âðàùåíèÿ ñ óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ θ̇ k îòíîñèòåëüíî îñè Cζ ′, ñ êîòîðîé ñîâïàäàåò îñü Cz. Ïîýòîìó êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè áóäóò
ðàâíû

TmkrC =
JmkzC θ̇2

2
, k = 0, 4 . (3.6)

Äëÿ ïîäñ÷åòà îñåâîãî ìîìåíòà ÷àñòè òåëà ñ ìàññîémk îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ Cz âîñïîëüçóåìñÿ
òåîðåìîé Ãþéãåíñà�Øòåéíåðà

JmkzC = JmkzCk
+M(C̃kC)2 , k = 0, 4 , (3.7)

ãäå ÷åðåç C̃kC îáîçíà÷åíî ðàññòîÿíèå ìåæäó îñÿìè Ckz è Cz. Â ñâîþ î÷åðåäü, èìååì äëÿ ïëàñòèíû

Jm0
zC0

=
m0l

2

3
, (3.8)

è äëÿ ñòåðæíåé

JmjzCj
=
mj l

2
j sin2 αj

12
, j = 1, 4 . (3.9)
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� II.4. Âû÷èñëåíèå îáîáùåííûõ ñèë

Ñèëû è ìîìåíòû, äåéñòâóþùèå íà ôèãóðèñòà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè äâèæåíèè ôèãó-
ðèñòà â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè íà íåãî äåéñòâóþò ñèëû è ìîìåíòû ñîïðîòèâëåíèÿ F1, L2, F3,
L4 è óïðàâëÿþùèé ìîìåíò L5:

F1 = −κ1 v , L2 = −κ2ωωω , F3 = −κ3 v ,

L4 = −κ4ωωω , L5 = L5z k . (3.10)

Âû÷èñëåíèå îáîáùåííûõ ñèë. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèé îáîáùåííûõ ñèë áóäåì ïîëüçî-
âàòüñÿ èçâåñòíîé ôîðìóëîé äëÿ ïîäñ÷åòà ýëåìåíòàðíîé ðàáîòû íà âîçìîæíîì ïåðåìåùåíèè ñèñòå-
ìû:

δA = Qσ δq
σ . (3.11)

Èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (3.11) áóäåì ïðè ñïåöèàëüíûõ âûáîðàõ âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé.
Ïðè δξ 6= 0, δθ = 0, δη = 0 èìååì

δAξ = Qξ δξ ≡ −κ1 ξ̇ δξ − κ3 ξ̇ δξ ,

ïîýòîìó
Qξ = −(κ1 + κ3) ξ̇ . (3.12)

Ïðè δξ = 0, δθ 6= 0, δη = 0 èìååì

δAθ = Qθ δθ ≡ −κ2 θ̇ δθ − κ4 θ̇ δθ + L5z δθ ,

ïîýòîìó
Qθ = −(κ2 + κ4) ξ̇ + L5z . (3.13)

Ïðè δξ = 0, δθ = 0, δη 6= 0 èìååì

δAη = Qη δη ≡ −κ1 η̇ δη − κ3 η̇ δη ,

ïîýòîìó
Qη = −(κ1 + κ3) η̇ . (3.14)
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Ãë à â à III

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÌÀÄÆÈ

Ãëàâà III ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèé Ìàäæè. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå îáúÿñíÿåò-

ñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììû ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

÷èñëåííûì ìåòîäîì ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ ïàêåòà MAPLE. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ÷èñëåííî ðåøà-

åòñÿ íåêîòîðàÿ ýòàëîííàÿ çàäà÷à, ÿâëÿþùàÿñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è, èññëåäóåìîé â äàííîé

ðàáîòå. Òðåòèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí îáùåìó ñëó÷àþ ñêîëüæåíèÿ ôèãóðèñòà ïî ëüäó.

� III.1. ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàäæè.
Ðàçáèåíèå ïðîãðàììû íà áëîêè

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èçó÷àåìîìîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ïàêåò MAPLE. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ
ðàçáèò íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áëîêîâ.

Áëîê ïåðâûé: "Ââîä äàííûõ" . Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåáóåòñÿ ââåñòè äàííûå,
õàðàêòåðèçóþùèå èññëåäóåìûé ïðîöåññ:

Ìàññîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû:

m0 , mk , k = 1, 4 . (1.1a)

Ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû:

l , lk , k = 1, 4 . (1.1b)

Êîíôèãóðàöèÿ ñèñòåìû:
αk , k = 1, 4 . (1.1c)

Õàðàêòåðèñòèêà ñèë è ìîìåíòîâ, äóéñòâóþùèõ íà ôèãóðèñòà:

κj , j = 1, 4 . (1.1d)

Áëîê âòîðîé: "Ââåäåíèå íåãîëîíîìíûõ ïåðåìåííûõ" . Ñîãëàñíî îáðàòíîìó ïðåîáðàçîâà-
íèþ íåãîëîíîìíûõ ïåðåìåííûõ (2.3) ïðîèçâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ïî ôîðìóëàì (2.4).

Áëîê òðåòèéé: "Âû÷èñëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè" .
Âû÷èñëåíèå îðäèíàòû öåíòðà ìàññ â ñâÿçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïî ôîðìóëå (3.3).
Âû÷èñëåíèå êâàäðàòà ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ïî ôîðìóëå (3.5).
Âû÷èñëåíèå ìîìåíòîâ èíåðöèè ñòåðæíåé îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíûõüõ îñåé zCk, k = 0, 4, ïðî-

õîäÿùèõ ÷åðåç èõ öåíòðû èíåðöèè, ïî ôîðìóëàì (3.8) è (3.9).
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Âû÷èñëåíèå ìîìåíòîâ èíåðöèè îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ
ñèñòåìû, ïî ôîðìóëàì (3.7).

Âû÷èñëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû ïî ôîðìóëå (3.2).

Áëîê ÷åòâåðòûé: "Âû÷èñëåíèå îáîáùåííûõ ñèë" .
Âû÷èñëåíèå îáîáùåííûõ ñèë ïî ôîðìóëàì (3.12)�(3.14).

Áëîê ïÿòûé: "Ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèé Ìàäæè" .
Ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèé Ìàäæè ïî ôîðìóëàì (2.5).
Çàïèñü íåãîëîíîìíîé ñâÿçè â âèäå (2.6).

Áëîê øåñòîé: "Çàïèñü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â âèäå, ïîäãîòîâëåííîì äëÿ ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ" .

Çàïèñü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â âèäå, ïîäãîòîâëåííîì äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ôîðìóë (2.7).

Áëîê ñåäüìîé: "×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå è ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ" .
×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (2.7) è ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ.

� III.2. ×èñëåííîå ðåøåíèå
ýòàëîííîé çàäà÷è

Ïîñòàíîâêà ýòàëîííîé çàäà÷è. Â ìîíîãðàôèè [3] ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à î ïëîñêîì äâè-
æåíèè äâóõìàññîâîé ñèñòåìû, ñîåäèíåííîé íåâåñîìûì ñòåðæíåì, â ñåðåäèíå êîòîðîãî ïåðïåíäè-
êóëÿðíî ñòåðæíþ ïðèêðåïëåí êîíåê ôèãóðèñòà. Ýòà çàäà÷à áûëà íàâåÿíà îáñóæäåíèåì ñòàòüè
Ä. Çåêîâè÷à [2].

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è, ïîñòàâëåííîé â ïðåäñòàâëåííîé
âûïóñêíîé ðàáîòå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü åå êàê íåêîòîðóþ ýòàëîííóþ çàäà÷ó, ñ ðåøåíèåì êîòîðîé,
ïðåäñòàâëåííûì â ìîíîãðàôèè [3], èíòåðåñíî ñðàâíèòü ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ ðàñ÷åòà,
âûïîëíåííîãî íà îñíîâå ïðîãðàììû, ñîñòàâëåííîé â ìàãèñòåðñêîé äèññåðòàöèè.

Ðåøåíèå ýòàëîííîé çàäà÷è. Ðåøàåìàÿ â äàííîé ðàáîòå çàäà÷à íå èìååò ñîñðåäîòî÷åííûõ
ìàññ, ïîýòîìó ïîäîáíûå ìàññû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå äâóõ êîðîòêèõ ñòåðæíåé:

l1 = l2 = 0.01ì , m1 = m2 = 7êã .

Ïîìèìî ýòîãî äëÿ ýòàëîííîé çàäà÷è â ôîðìóëàõ (1.1a)�(1.1c) çàäàäèì

m0 = 0 , m3 = m4 = 0 ,

l = 1ì , l3 = l4 = 0 ,

α1 = α2 = π/2 , α3 = α4 = 0 .

Ïóñòü, êðîìå òîãî,
κ1 = 0.6Í · ñ/ì , κ2 = κ3 = κ4 = 0 .

Ââåäåì ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

ξ1(0) = ξ2(0) = 0 , ξ̇1(0) = ξ̇2(0) = 7ì/ñ , η̇2(0) = η̇2(0) = 0 .

29



Ðèñ. III.2.1Äâèæåíèå ôèãóðèñòà â ýòàëîííîé çàäà÷å ïðè L
(1)
5z = 1Í · ì .

Ðèñ. III.2.2Äâèæåíèå ôèãóðèñòà â ýòàëîííîé çàäà÷å ïðè L
(2)
5z = 0.65Í · ì .

Ðèñ. III.2.3Äâèæåíèå ôèãóðèñòà â ýòàëîííîé çàäà÷å ïðè L
(3)
5z = 0.3Í · ì .
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Ðàññìîòðèì óïðàâëÿþùèå ìîìåíòû: L
(1)
5z = 1Í · ì ., L(2)

5z = 0.65Í · ì ., L(3)
5z = 0.3Í · ì .. Òîãäà

ïîëó÷èì òðàåêòîðèþ òî÷êè A, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. III.2.1, III.2.2, III.2.3. Ýòè êðèâûå ïðè t <
15 ñåê âåñüìà áëèçêè ê òðàåêòîðèè òî÷êè êàñàíèÿ êîíüêà ôèãóðèñòà, èìåþùåéñÿ â ìîíîãðàôèè [3].
Ýòî ñðàâíåíèå ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü ñîñòàâëåííîé ïðîãðàììû.

� III.3. Îáùèé ñëó÷àé
ñêîëüæåíèÿ ôèãóðèñòà ïî ëüäó

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðåäïîëàãàëîñü ðåøèòü çàäà÷ó ñêîëüæåíèÿ ôèãóðèñòà ïî ëüäó â âèäå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîãî äâèæåíèÿ íà îòäåëüíûõ ýòàïàõ. Â íà÷àëå ýòàïà ôèãóðèñò çàäàåò êîíôèãóðàöèþ
ñâîåãî òåëà è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, îáóñëîâëåííûå åãî äâèæåíèåì ïåðåä ýòèì ýòàïîì. Ïàðàãðàô
ïðåäïîëàãàëîñü çàêîí÷èòü àíèìàöèåé äâèæåíèÿ êîíüêà ïðè èçó÷àåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòàïîâ
äâèæåíèÿ ôèãóðèñòà.
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