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Введение 

Космические тросовые системы -  это очень перспективное направление 

в космодинамике. Многие российские и зарубежные ученые ведут 

исследования в этой области [Hoyt, 2009,  Aslanov, 2016].  В первую очередь 

отметим монографию отечественных ученых В.В. Белецкого и Е.М. Левина 

[Белецкий, 1990], в которой были исследованы многие задачи о движении           

космических тросовых систем. Один из важных разделов в изучении 

космической тросовой системы - это электродинамические тросовые системы. 

Электродинамической тросовой системой мы будем называть систему, 

которая содержит проводящий трос, по которому протекает ток [Белецкий, 

1990]. Тросовая система может быть изолированной [Ishige, 2004]  или 

неизолированной [Zhong, 2013]. Длина троса может варьироваться и может 

достигать до 20 км [Banks, 1981]. Изучение электродинамических тросовых 

систем открывает новые возможности в освоении космоса.  Такую систему 

можно использовать как двигатель и как генератор электрической энергии.  

При движении троса по орбите с устройствами контакта с плазмой в тросе 

будет индуцироваться электродвижущая сила [less, 2002. I], которую можно 

использовать для повышения или понижения космического аппарата на 

орбите [Белецкий, 1990]. Также проходят исследования в направлении 

реализации космического лифта [Ледков, 2014; Белецкий, 1990]. Также 

изучается возможность использования космической тросовой системы для 

измерения параметров гравитационного и магнитного полей Земли и 

параметров атмосферы на низких орбитах [Colombo, 1975]. Итальянские 

ученые и сотрудники национального управления по аэронавтике и 

исследованию космического пространства одни из первых в 1992 попытались 

развернуть трос на длинную дистанцию в космосе, но из-за механической 

неисправности трос был выпущен на расстояние около 260 метров вместо 21 

километра [Dobrowolny, 1993]. Успешное развертывание троса было 

элегантно продемонстрировано чуть позже в миссии SEDS [Johnson, 2000] и 
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TSS-1R, в обоих случаях трос был развернут на расстояние около 19 км [Stone, 

1998]. Диаметр троса очень мал и может быть 2 мм [Yamaigiwa, 2005]. 

Вдобавок электродинамические тросовые системы являются выгодными для 

различных транспортных операций. Одной из самых актуальных задач 

является уборка космического мусора [Heide, 2001]. Согласно эффекту 

Кесслера [Kessler, 1978] взаимные столкновения космического мусора могут 

вызвать лавинообразный рост числа обломков, что в результате затруднит 

вывод новых космических аппаратов на орбиту Земли.  Существуют несколько 

концепций  уборки космического мусора [Philips, 2012; Aslanov, 2014; Hoyt, 

1999].  

Космические аппараты  будут примыкать к нефункционирующим 

спутникам  с помощью гарпуна. Для «выстрела» используется сжатый газ. 

Давление регулируется для возможности изменения скорости от 4 до 80 

атмосфер.  Скорость гарпуна будет достигать 20-90 м/c.  [Forshaw, 2016]. А 

малая масса, низкая стоимость и высокая надежность позволит им 

конкурировать в сфере уборки космического мусора.  
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Постановка задачи 

На низкой околоземной орбите будут действовать моменты 

способствующие закрутке космической тросовой системы [Somenzi, 2005]. В 

данной работе проводится исследование устойчивости  космической тросовой 

системы с электродинамическим тросом относительно местной вертикали. 

Трос считается невесомым. Рассмотрим модель взаимодействия тросовой 

системы с магнитным полем Земли (Рис.1). Космические аппараты А и В 

соединены тросом. При построении модели космической тросовой системы 

будем считать орбиту центра масс круговой.  Наклонение орбиты 0i  . Для 

работы электродинамической тросовой системы на телах А и В должны быть 

установлены специальные устройства, которые могут собирать свободные 

электроны из окружающей плазмы [Hastings, 1987; less, 2002. II]. 

Предположим, что в тросе течет электрический ток, электроны движутся от А 

к В. На конце B электроны стекают с контактора в ионосферную плазму и 

перемещаются к полюсам по спиральным траекториям, «обматывающим» 

магнитные линии SBN. Будем считать ток I положительным, если он течет от 

A к B, а наоборот, отрицательным, соответственно. На высоте около 110 км 

электроны уходят от космического аппарата B, достигают высокой 

проводимости и переходят на линии SAN, возвращаясь к космическому 

аппарату А [Белецкий, 1990]. Таким образом, электрический ток, текущий в 

тросе, замыкается через ионосферные токи, текущие вдоль магнитных линий. 

Протекание тока через ионосферу также сопровождается потерями, но они 

малы и учитываться не будут.  На высотах более 2000 км этот механизм будет 

работать недостаточно эффективно в виду того, что плотность силы 

магнитного тока мала [Heide, 2001]. 
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Рис. 1. Движение тросовой системы 

В данной работе строится математическая модель космической тросовой 

системы, основанная на использовании моментов: Лоренца [Тихонов, 2003], 

Ампера [Белецкий, 1990]  и гравитационного [Маркеев, 1999; Белецкий, 1965], 

для управления ориентацией космического аппарата. В предположение, что 

трос остается натянутым по местной вертикали на всем промежутке движения, 

отыскиваются возможные положения равновесия троса в орбитальной системе 

координат. Если трос совершает колебания, то можно считать, что его форма 

мало отклоняется от прямолинейной. И тогда будем рассматривать 

простейшую модель троса, когда трос аппроксимируется жестким стержнем 

постоянной длины [Gilchrist, 1998]. Космическая тросовая система находится 

в ньютоновском гравитационном поле. Рассмотрим гантель с точечными 

зарядами на концах (Рис.2). По тросу течет ток, который во многих случаях 

можно считать постоянным [Белецкий, 1990]. Трос будем считать 

изолированным для ограждения от прямого контакта с плазмой.  

На рисунке 2 1 2,m m    это космический аппарат и субспутник, 

соответственно.  
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Рис. 2.  Тросовая система 

 

 Центр масс всей системы обозначим С , 1 2,l l   - это длина троса до центра 

масс. На концах системы находится устройство контакта с плазмой, которое 

может вырабатывать заряды 1 2,q q . Положение массы 1m   задается координатой 

1z , а положение массы 2m  задается координатой 2z .  
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Поиск положения равновесия через матрицу направляющих 

косинусов 

Вращательное движение троса описывается с помощью уравнений 

Эйлера: 

                      

( ) ,

( ) ,

( ) ,

x y z Гx Лx Аx

y z x Гу Лy Аy

z x y Гz Лz Аz

A C B M M M

B A C M M M

C B A M M M

  

  

  

     


    


    

                                         (1) 

где , ,A B C  – главные центральные моменты инерции космической тросовой 

системы,     - угловая скорость движения центра масс космической тросовой 

системы по круговой орбите, , ,А Л ГМ М М  - моменты Ампера, Лоренца и 

гравитационного. 

 Начнем рассматривать левую часть уравнений Эйлера. В данной работе 

получаем абстрактную модель, в которой масса вытянута вдоль линии по 

местной вертикали. Положением равновесия космической тросовой системы 

будем называют такое движение, при котором космическая тросовая система 

неподвижна в орбитальной системе координат. В положении равновесия 

i i i const      и  проекции относительной угловой скорости космической 

тросовой системы на оси Oxyz   : 0p q r   . 

Где  (i 1,2,3)i i i      -   это элементы матрицы направляющих косинусов 

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

x i y j z k

    

    

    

 
 
  
 
  
 

. 
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Представим   в виде  

                                                 

0 1

0 2

0 3

,

,

.

x

y

z

p

q

r

  

  

  

 

 

 

                                               (2)                                                            

Направим вдоль гантели ось z (Рис 3), тогда  0C  , а 
2 2

1 1 2 2l m lA B m   .  

  

 

Рис. 3.  Движение космической тросовой системы 

Где   направлена по нормали к плоскости орбиты,   направлена по 

касательной к орбите,   направлена по местной вертикали. 

Линейный характер нашей задачи приводит к тому, что третье уравнение 

системы (1) не описывает интересующих нас динамических процессов. 

Подставим значения (2), соответствующие положению равновесия, в левую 

часть уравнений (1) 

                   

2

0 2 3

2

0 1 3

,

.

gx Лx Ax

gy Лy Ay

A M M M

A M M M

  

  





   

  
                                                  (3) 
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Теперь будем рассматривать правую часть уравнений (3). Она получена 

при предположении, что на космическую тросовую систему действуют 

моменты , ,A Л ГM M M  Ампера, Лоренца и гравитационного. Момент 

Лоренцевых сил может значительно превышать гравитационный момент и 

другие возмущающие моменты и может использоваться как 

восстанавливающий момент в системе ориентации космического аппарата 

[Тихонов, 2003]. 

Моменты  гравитационных сил являются одним из важнейших 

факторов, влияющих на вращение искусственных небесных тел. Для 

космического аппарата, обладающего тензором инерции ( , , )J diag A B C       в 

системе координат Oxyz  и имеющего угловую  скорость движения центра 

масс на орбите 0 , проекции гравитационного момента на оси ,x y   

определяются по формулам: 

2

0 2 3

2

0 1 3

3 ,

3 .

Гx

Гy

M A

M A

  

  

  




                                                    (4) 

Для круговой орбиты 
2

0 3

M

R


  , M  - масса Земли,   - гравитационная 

постоянная, а R  - радиус-вектор центра масс тела относительно центра Земли. 

Запишем момент Лоренца: 

( ) ,Л

V

М B dV                                                (5) 

где  - скорость элемента dV относительно магнитного поля Земли,  -

радиус-вектор элемента dV  относительно центра масс космического 

аппарата, B - вектор магнитной индукции магнитного поля. В работе [Петров, 

1999] показано, что при нецентральном распределении заряда момент ЛМ   

можно аппроксимировать выражением  
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0 ( )Л c cМ Q B    , 

где 0

1

v

dv
Q

    радиус-вектор центра заряда относительно его центра масс, 

Q  - электростатический заряд, распределенный по его объему V  с плотностью 

 , c  -  скорость центра масс космического аппарата относительно 

магнитного поля 

   0 3 0 0 3 1 2 3( ),c R R i j k               

а 3

2

T


    - это  угловая скорость суточного вращения Земли, Т - период 

обращения, cB  - вектор магнитной индукции магнитного поля в центре масс 

космического аппарата, заданный компонентами в орбитальной системе 

координат 

 1 2 33cB i j k
R


     , 

где   - магнитный момент земного диполя. 

Распишем момент Лоренца как  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

Л c c с

V V

с

V V V

M V B dv V V B B dv V B dv

V B dv V B dv V B dv

  

  

               

          

  

  
  

Обозначим 1 1( ) ,  ( ) ,  с

V V

M V B dv M V B dv          

2 2( ) ,  ( ) .с

V V

M V B dv M V B dv            

Параметр 2M   слишком мал и не будет рассматриваться при построения 

уравнения.  
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В результате нахождения интеграла (5) получаем их проекции на оси ,x y   

   

  

   

  

0 3 1 1 2 2 2
1 3

2 2

1 1 2 2 0 3 2 3 2 3

1 3

2 2

1 1 2 2 0 3 2

2 3

0 3 1 1 2 2 1
1 3

2 2

1 1 2 2 0 3 1 3 1 3

1 3

2 2

3 1 1 2 2 0 3

2

( ) ( )
,       

3
,

3
,       

( )( )
,

3
,

Л x

Л x

Л x

Л y

Л y

Л y

R q z q z
M

R

q z q z
M

R

q z q z
M

R

R q z q z
M

R

q z q z
M

R

q z q z
M

   

      

   

   

      

  

  


  
  

 


 


  
  

  


1

3
.

R






















                                              (6)               

В процессе движения относительно геомагнитного поля с магнитной 

индукцией B возбуждается  сила Ампера, вычислим его для нашей системы  

,AdF Idl B I Bdz     

где I Ik – сила тока, будем считать её постоянной; k  - орт оси z  . 

     

     

2 2

1 1

2 2

1 1

.

z z

A x y z

z z

z z

x y x y

z z

M Ik B dz I xi yj zk k B i B j B k dz

I xi yj zk k B j B i dz I B i B j dz

            
 

         
 

 

 

 

Магнитная индукция B раскладывается на 

                                          ,cB B B    

где    1 3 3 1 2 3 3 24 4

3 3
,  x yB B B B B B

R R

 
             . 

Продолжим находить момент Ампера с учетом разложения B: 
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2 2

1 1

2 2

1 1

2 2

2 1
1 3 3 13

2 2 3 3

2 1 2 1
1 2 1 3 3 12

2 3 3 24 3

2 3

( )            (7)
2

(3
) 2

z z

A cx x cy y cx cy

z z

z z

x y cx cy

z z

M I z B B i B B j dz I z B i B j dz

z z
I B i B j zdz I B i B j I B B i

R

z z z z
B i B j B B i

B B z dz I R
R R

B


 

  
  



           
 


          

 
   

   

 

 

 

 3 2

.

)B j

 
 
 
  

Перепишем уравнение (7) для наших проекции на оси ,x y : 

   

   

2 2 3 3

2 1 2 1

1 1 3 3 13

2 2 3 3

2 1 2 1

2 2 3 3 23

( ) ,
2

( ) .
2

Ax

Ay

z z z z
M I

R R

z z z z
M I

R R


    


    

   
     
    


  
    

   

                             (8) 

Рассмотрим сначала простейшую модель космической тросовой 

системы, учитывая гравитационный момент, Амперов момент (без B ) и 

Лоренцев момент с учетом 1M . Подставим выражения (4), (6) и (8) в (3): 

 

 

2 2 2 2 2

0 1 1 2 2 2 3 0 3 1 1 2 2 2 2 1 13 3

2

0 2 3

2 2 2 2 2

0 1 1 2 2 1 3 0 3 1 1 2 2 1 2 1 23 3

2

0 1 3

3 ( ) ( ) ( ) ( )
2

,
    (9)

3 ( ) ( ) ( )
2

.

I
m l m l R q z q z z z

R R

A

I
m l m l R q z q z z z

R R

A

 
      

  

 
      

  


        

 

       




  

Из уравнения (9) установлено, что вертикальное положение троса, 

соответствующее значению 3 1  , существует лишь при условии: 

                                                        
2 2

1 2z z .                                                         (10) 

Следующим шагом рассмотрим модель, учитывающее градиентность 

магнитного поля Земли. Подставим (4), (6) и (8) в уравнение (3): 
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2 2 2 2 20 3
0 1 1 2 2 2 3 0 3 1 1 2 2 2 1 1 2 23 3

2 2 2 2 3 33
2 3 2 3 1 1 2 2 0 3 2 2 1 1 2 1 1 33 3 4

2

3 1 0 2 3

2 2 2

0 1 1 2 2 1 3 0 3 1 1 23

3 ( )
3 ( ) ( ) ( )

( ) ( )(
2 2

)

3 ( ) ( )

m l m l R q z q z q z q z
R R

I I
q z q z z z z z

R R R

A

m l m l R q z q
R

   
     

  
         

    


    


        

         

  

      

    

2 20 3
2 1 1 1 2 23

2 2 2 2 3 33
1 3 1 3 1 1 2 2 0 3 1 2 1 2 2 1 2 33 3 4

2

3 2 0 1 3

3 ( )

( ) ( )(
2 2

)

z q z q z
R

I I
q z q z z z z z

R R R

A

  


  
         

    










   


          

 

 

Таким образом, мы видим, что при подстановки всех моментов с их 

составляющими значение 3  не отличается. Положение нормали к плоскости 

орбиты оказывается равновесным. 
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Поиск положения равновесия через углы Эйлера 

Формулы переходы от матрицы направляющих косинусов к углам Эйлера 

, , ( 1,2,3)i i i i     имеют вид: 

1 2

3 1 2 3

1 2

3

cos cos cos sin cos ,    sin cos cos cos cos ,

sin sin ,       sin sin ,     cos sin ,    cos ,  

sin cos sin cos cos ,     sin sin cos cos cos ,

sin cos .

           

          

           

  

    

   

    

 

  

 

Рис. 4. Движение электромагнитной тросовой системы 

Вращательное движение троса опишем с помощью уравнение Эйлера 

(1): 

0 0

0 0

0 .

cos sin sin sin cos sin cos cos ,

sin sin cos sin sin cos cos cos ,

cos sin cos

x

y

z
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Запишем гравитационный момент: 

2

0

2

0

3 cos sin cos ,

3 sin sin cos .

Гx

Гy

M A

M A

   

   

  




                                                                          (11) 

Лоренцев момент: 

0 3 1 1 2 2
1 3

0 3 1 1 2 2
1 3

( ) ( )cos sin
,             

( )( )sin sin
.

Л x

Л y

R q z q z
M

R

R q z q z
M

R

    

    

  



  



                                       (12) 

Момент Ампера: 

 
 

 
 

2 2

2 1

3

2 2

2 1

3

sin cos sin cos cos ,
2

sin sin cos cos cos .
2

Ax

Ay

z z
M I

R

z z
M I

R


    


    

  
    
    


 
    

   

                                  (13) 

Рассмотрим простейшую модель космической тросовой системы, 

учитывая гравитационный момент, Амперов момент  и Лоренцев момент с 

учетом 1M . Подставим уравнения (11), (12) и (13) в (1). С учетом того, что нет 

вращения по углу 0   и 
2 2

2 1z z , запишем уравнения в следующем виде: 

0 0

0 0 0 0

cos cos 0,

sin sin sin sin 0.

A A

A A A A

   

         

 

   
 

Мы видим, что система находится в положении равновесия 

относительно местной вертикали.  
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Нахождения первого интеграла 

Кинематические уравнения Пуассона: 

1 3 2 0 1

1 3 2

1 3 2 0 1

,

0,                        
1 2 3

.

y z

y z

y z

x y z

      

    

      

   

  
    

  

  

 

Рассмотрим вопрос об устойчивости вертикального положения троса. 

Для этого возьмем простейшую модель и умножим первое выражение на ,x  

а второе на y : 

 

 

2 2 2 2 2

0 3 1 1 2 2 2 0 3 1 1 2 2 2 2 1 13 3

2 2 2 2 2

0 3 1 1 2 2 1 0 3 1 1 2 2 1 2 1 23 3

3 ( ) ( ) ( )
2

,

3 ( ) ( ) ( )
2

.

x x x

x x y z x

y y y

y y z x y

I
m l m l R q z q z z z

R R

A A

I
m l m l R q z q z z z

R R

A A

 
         

    

 
         

    


       

 

       

 

Сложим первое и второе уравнение: 

    

 

2 2 2

0 3 1 1 2 2 3 * 3 0 3 1 1 2 2 3 * 33

2 2

2 1 1 23

3 ( ) ( )

( ) .                                                (14)
2

x y x x y y

m l m l R q z q z
R

I
z z A A

R


         


       

      

     

Теперь первое уравнение из системы (9) умножим на 1 , а второе на 2 : 

 

 

2 2 2 2

0 3 1 1 2 2 2 1 0 3 1 1 2 2 2 1 23 3

2 2 2

1 1 1 0 2 3 1

2 2 2 2

0 3 1 1 2 2 1 2 0 3 1 1 2 2 1 2 23 3

2 2 2

1 2 2 0 2 3 1

3 ( ) ( ) (
2

) ,
             (15)

3 ( ) ( ) (
2

) .

x

y

I
m l m l R q z q z z

R R

z A A

I
m l m l R q z q z z

R R

z A A

 
       

      

 
       

      


      

  

      

  

Сложим полученные в (15) уравнения: 
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2 2

2 2 2 22 1
0 3 1 1 2 2 3 0 3 1 1 2 2 3 13 3

2

2 1 2

( )
3 ( )( ) ( ) ( ) (

2

) .                                                                                          (16)x y

I z z
m l m l R q z q z

R R

A A

 
      

    


        

  

Введем обозначения  
2 2

2 1
0 3 1 1 2 23 3

( )
,   L= ( ) .

2

I z z
a R q z q z

R R

 
 


     

Перепишем: 

   2 2 2 2

0 3 3 0 1 2 1 2

2 2

0 1 2

3
(

2 2

( )).                                                                                                      (17)

x y x y x y

d A
A L A a

dt
             

  

 
        

 

 

Перейдем от абсолютных угловых скоростей ,x y    к относительным угловым 

скоростям ,p q : 

   2 2 2 2 2 2 2

0 1 2 0 3 3 1 23 2 2 ( ).                 (18)
d

A p q A A L a p q
dt

              
 

Введем новую переменную 31    , представляющую собой отклонение 

троса от вертикального положения 3 1  . Получим: 

     2 2 2 2 2 2 2

0 3 0 3 1 23 4 =2 ( ).           (19)
d

A p q A L A L L a p q
dt

             
 

При условии выполнения 
2 2

1 2z z  и 0a   имеет место первый интеграл: 

     2 2 2 2 2 2 2

0 3 0 33 4 =const.                                (20)A p q A L A L L         
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Линеаризация уравнений движения 

Выполним линеаризацию: sin ,cos 1,cos 1.         

2

0 0 0 0

0 3 1 1 2 2

3

2 0 3 1 1 2 2
0 3

( cos ) ( cos )( cos ) 3

( ) ( )
,

( ) ( )
4 0.

A A A

R q z q z

R

R q z q z
A A

R

           

  

  
  

      

 


 
  

 

В линейном приближение получаем уравнение гармонических колебаний: 

 

Если отсутствует Лоренцев момент, то тогда частота колебаний равна 02  . А 

если подключается момент Лоренца, то частота колебаний возрастает - это 

соответствует увеличению жесткости системы. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 0 3 1 1 2 2
0 3

( ) ( )
4 0.

R q z q z

AR
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Заключение 

В ходе диссертационной работы на основе динамических  уравнений 

Эйлера была построена простейшая математическая модель и модель, 

учитывающая градиентность магнитного поля Земли. На электромагнитную 

тросовую систему действуют момент Ампера, момент Лоренца и 

гравитационный момент.  Математическая модель была построена с помощью 

матрицы направляющих косинусов и углов Эйлера. При анализе 

математических моделей было установлено, что положение равновесия, 

соответствующее значению 3 1  , существует лишь  при условии 
2 2

1 2z z . 

Также получен первый интеграл движения, с помощью которого 

определяются достаточные условия устойчивости. На основе этого была 

проведена линеаризация уравнений и оценка малых колебаний. Сделан вывод, 

что при увеличении жесткости системы возрастает частота колебаний. Это 

доказывает правильный выбор установки заряженных поверхностей на концах 

троса, что соответствует теореме Томпсона и Тета.   
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