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1 Ââåäåíèå

1.1 Àêòóàëüíîñòü ñîçäàíèÿ êâàíòîâûõ âû÷èñëèòåëåé

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ î÷åíü àêòóàëüíà ïðîáëåìà ñîçäàíèÿ ý��åêòèâíûõ êâàí-

òîâûõ âû÷èñëèòåëåé. Ñîçäàíèå ðàáî÷åãî êâàíòîâîãî âû÷èñëèòåëÿ äîñòàòî÷íîé

ìîùíîñòè, ïîçâîëèëî áû ðåøàòü NP-ïîëíûå çàäà÷è çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ,

òî åñòü çà âðåìÿ O(tn), ãäå n - íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà [1℄. Ñðåäè òàêèõ çàäà÷,

íàïðèìåð, �àêòîðèçàöèÿ öåëûõ ÷èñåë è çàäà÷à êîìèèâîÿæ¼ðà. Íà ñåãîäíÿø-

íèé äåíü íå îïóáëèêîâàíî êëàññè÷åñêîãî (íå ïðåäïîëàãàþùåãî èñïîëüçîâàíèå

êâàíòîâîãî âû÷èñëèòåëÿ) àëãîðèòìà, êîòîðûé ïîçâîëÿë áû ðåøèòü ýòè çàäà÷è

çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Â 1994 ãîäó Ïèòåð Øîð ïîêàçàë, ÷òî èñïîëüçóÿ êâàíòîâûé êîìïüþòåð, ìîæ-

íî ðàçëîæèòü ëþáîå öåëîå ÷èñëî íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè çà ïîëèíîìèàëüíîå

âðåìÿ. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìàØîðà áûëà âûïîëíåíà â 2001

ãîäó [2℄. Â ðàáîòå [2℄ áûëî èñïîëüçîâàíî âñåãî 7 êóáèòîâ, ÷òî ïîçâîëèëî �àê-

òîðèçîâàòü ÷èñëî 15. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî â ñîâðåìåííûõ ñèñòåìàõ, ðåàëèçóþùèõ

øè�ðîâàíèå, ïðèìåíÿþòñÿ êëþ÷è äëèííîé â 1024 áèòà è áîëåå, ñì. íàïðèìåð

�ÎÑÒ � 34.10-2012, íå ìîæåò áûòü è ðå÷è î ïðèìåíåíèè ñèñòåìû èç 7 êóáèòîâ íà

ïðàêòèêå. Äðóãîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòü ìàíèïóëÿöèé ñ òàêèìè êóáè-

òàìè, óñòàíîâêà, èñïîëüçîâàííàÿ â ðàáîòå [2℄ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíàÿ è äîðîãàÿ, â

òî âðåìÿ êàê äëÿ ðàáî÷åãî êîìïüþåòðà íåîáõîäèìà âîçìîæíîñòü ìàíèïóëÿöèé

ñ î÷åíü áîëüøèì êîëè÷åñòâîì êóáèòîâ.

1.2 Êâàíòîâàÿ îïòèêà

Ïðîáëåìà îïèñàííàÿ âûøå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåðåñ äëÿ �èçèêîâ èç ðàç-

ëè÷íûõ îáëàñòåé. Íà äàííûé ìîìåíò ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî ñõåì ïî ñîçäàíèþ

êâàíòîâûõ âû÷èñëèòåëåé [3, 4℄, íàïðèìåð, ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü: èîíû â

ëîâóøêàõ, ñïèíîâûå ñèñòåìû, áîçå-ýéíøòåéí êîíäåíñàòû, îïòè÷åñêèå ñèñòåìû.

Ñèñòåìû, èçó÷àåìûå â êâàíòîâîé îïòèêå, ñ÷èòàþòñÿ î÷åíü ïåðñïåêòèâíûìè äëÿ

çàäà÷ êâàíòîâîé èí�îðìàòèêè [5, 6, 7℄, â ñèëó òîãî, ÷òî èõ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ

ðåàëèçàöèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòà è äîñòóïíà.

Îäíîé èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ ìîäåëåé â êâàíòîâîé îïòèêå ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü
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Äæåéíñà-Êàììèíãñà [8℄, â 2013 ãîäó îòìåòèâøàÿ ñâî¼ ïÿòèäåñÿòèëåòèå [9℄. Ýòà

ìîäåëü, íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó ïîçâîëÿåò èçó÷èòü ìíîæåñòâî íåêëàññè÷å-

ñêèõ ý��åêòîâ, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, êîëëàïñû è âîçðàæäåíèÿ àòîìíîé èíâåð-

ñèè [10℄. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ðàáîòû Ñåðæà Àðîøà [11℄ ïî èññëåäîâàíèþ ðèä-

áåðãîâñêèõ àòîìîâ â ðåçîíàòîðàõ, çà êîòîðûå âïîñëåäñòâèè áûëà äàíà íîáåëåâ-

ñêàÿ ïðåìèÿ, òàêæå äîâîëüíî òåñíî ñâÿçàíû ñ îáîáùåíèÿìè ìîäåëè Äæåéíñà-

Êàììèíãñà.

Ìîäåëü Äæåéíñ-Êàììèíãñà äîñòàòî÷íî ïðîñòà è õîðîøî èçó÷åíà, íà ñåãî-

äíÿøíèé äåíü áîëüøèíñòâî èíòåðåñíûõ èññëåäîâàíèé ñâÿçàíû ñ ðàçëè÷íûìè å¼

îáîáùåíèÿìè, âûõîäÿùèìè äàëåêî çà ðàìêè îðèãèíàëüíîãî êîíöåïòà. Â äàííîé

ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíî èç òàêèõ îáîáùåíèé: èíòåãðèðóåìàÿ îáîáù¼ííàÿ

ìîäåëü Òàâèñà-Êàììèíãñà.

1.3 Êâàíòîâûé ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è

Êâàíòîâàÿ âåðñèÿ ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (ÊÌÎÇ), áûëà ðàçðàáî-

òàíà â ËÎÌÈ Ë.Ä. Ôàääååâûì, Å.Ê. Ñêëÿíèíûì, Ï.Ï. Êóëèøåì, Ë.À. Òàõòàä-

æàíîì, [12, 13, 14℄. Îêàçûâàåòñÿ ÷òî, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îäíîìåðíûõ ìíîãî-

÷àñòè÷íûõ ñèñòåì ìíîãèå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ òî÷íî ðåøàåìûìè. Òî÷íî ðåøàåìàÿ

ìîäåëü â ñìûñëå ÊÌÎÇ, õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ìîæåò áûòü òî÷íî

íàéäåí êàê å¼ ñïåêòð, òàê è êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè.

Ñðåäè ìîäåëåé, êîòîðûå áûëè ðåøåíû ñ ïîìîùüþ ÊÌÎÇ òàêèå èçâåñòíûå

ìîäåëè êàê: ìîäåëü Lieb-Linniger (îäíîìåðíûå îòòàëêèâàþùèåñÿ áîçîíû), XXX

è XXZ ìàãíåòèêè �åéçåíáåðãà, ìîäåëü Òàâèñà-Êàììèíãñà [15℄, à òàêæå îáîáù¼í-

íàÿ ìîäåëü Òàâèñà-Êàììèíãñà [19℄, èññëåäîâàíèþ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé â

êîòîðîé ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

1.4 Çàäà÷è ðàáîòû è å¼ ñòðóêòóðà

Äàííàÿ ðàáîòà âî ìíîãîì îñíîâàíà íà ðåçóëüòàòàõ ïîëó÷åííûõ àâòîðîì è êîëëå-

ãàìè â ðàáîòå [20℄, êîòîðàÿ ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå äåòåðìèíàòíîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ äëÿ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé â èíòåãðèðóåìîé îáîáù¼ííîé ìîäåëè Òàâèñà-

Êàììèíãñà. Òåì íå ìåíåå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ãîñïîäñòâóåò îáçîðíûé ñòèëü

èçëîæåíèÿ, àâòîð ñòàðàëñÿ �îêóñèðîâàòüñÿ íå íà òåõíè÷åñêèõ äåòàëÿõ, à íà
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óïðîù¼ííîì èçëîæåíèè òîãî, ÷òî áûëî ñäåëàíî.

Â ãëàâå 2 îïèñûâàåòñÿ èññëåäóåìàÿ ìîäåëü, îíà ñòðîèòñÿ êàê îáîáùåíèå õî-

ðîøî èçâåñòíîé ìîäåëè Òàâèñà-Êàììèíãñà, îáñóæäàþòñÿ ñâîéñòâà èíòåãðèðóå-

ìîñòè ýòèõ ìîäåëåé è ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ðàáîò, ïðîäåëàííûõ äðóãèìè

àâòîðàìè ðàíåå. Â ãëàâå 3 èçëàãàåòñÿ ÷èñëåííûé ïîäõîä ê ìîäåëè è åãî ðå-

çóëüòàòû. Â ãëàâå 4 êðàòêî èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ÊÌÎÇ, à òàêæå

îñíîâíûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [20℄. Â ãëàâå 5 èçëàãà-

þòñÿ íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå ìîìåíòû ïðèìåíåíèÿ ÊÌÎÇ, à òàêæå ñðàâíèâàþò-

ñÿ ðåçóëüòàòû äâóõ ïîäõîäîâ. Â ãëàâå 6 îáñóæäàòñÿ ðåçóëüòàòû âñåé ðàáîòû. Â

ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíû äàííûå íåîáõîäèìûå äëÿ èëëþñòðàöèè ðàáîòû ÊÌÎÇ.

2 Îïèñàíèå ìîäåëè

2.1 Ìîäåëü Òàâèñà-Êàììèíãñà

Ìîäåëü Òàâèñà-Êàììèíãñà îïèñûâàåò àíñàìáëü ñîñòîÿùèé èç N äâóõóðîâíå-

âûõ, íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ îäíîãî ñîðòà, íàõîäÿùèõñÿ â ðåçîíàòîðå.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òîëüêî îäíà ðåçîíàòîðà äîëæíà áûòü ó÷òåíà, â òî âðåìÿ

êàê âñå îñòàëüíûå ìîäû ïðåäïîëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî ïîäàâëåííûìè. Êàêæäûé

àòîì ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îñíîâíîì |ψ−
i 〉 è â âîçáóæä¼ííîì |ψ+

i 〉 ñîñòîÿíèÿõ.
�àìèëüòîíèàí ìîäåëè Òàâèñà-Êàììèíãñà â åäèíèöàõ ~ = c = 1 çàïèñûâàåòñÿ

êàê:

HTC = ωa†a+ ω0S
z + g(a†S− + aS+), (1)

çäåñü ω è ω0 ÷àñòîòà ìîäû ðåçîíàòîðà è ÷àñòîòà ïåðåõîäà ìåæäó àòîìíûìè

óðîâíÿìè, ñîîòâåòñòâåííî, g êîíñòàíòà ñâÿçè îòâå÷àþùàÿ çà âçàèìîäåéñòâèå

àòîìà ñ ïîëåì ðåçîíàòîðà. a è a† îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ äëÿ

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ðåçîíàòîðå, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò îáû÷íûì áîçîí-

íûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì [a, a†] = 1. Ìû òàêæå ââåëè êîëëåêòèâíûå

N -àòîìíûå îïåðàòîðû Äèêêå S±, Sz
(ñïèíîâûå îïåðàòîðû äëÿ ïîëíîãî ñïèíà

S 6 N/2) êàê:

S± ≡
N
∑

i=1

S±
i =

N
∑

i=1

σ±
i , Sz ≡

N
∑

i=1

Sz
i =

1

2

N
∑

i=1

σi
z , (2)
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ãäå

S+
i = |ψ+

i 〉〈ψ−
i | , S−

i = |ψ−
i 〉〈ψ+

i | , Sz
i =

1

2
(|ψ−

i 〉〈ψ−
i | − |ψ+

i 〉〈ψ+
i |) , (3)

çäåñü σ±
i = 1

2
(σx ± iσy), è σx

i , σ
y
i , σ

z
i ìàòðèöû Ïàóëè, äåéñòâóþùèå êàæäàÿ íà

i-é óçåë. Îïåðàòîðû Sz
è S±

óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:

[S+, S−] = 2Sz, [Sz, S±] = ±S±, (4)

àëãåáðû su(2).

Â ãàìèëüòîíèàíå (1) ïåðâûé ÷ëåí îïèñûâàåò îäíó êâàíòîâàííóþ ìîäó ýëåê-

òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ðåçîíàòîðà, âòîðîé ÷ëåí îïèñûâàåò àòîìíóþ èíâåðñèþ âñåé

ñèñòåìû, ïåðâàÿ ÷àñòü ÷ëåíà îòâå÷àþùåãî çà âçàèìîäåéñòâèå îïèñûâàåò ïåðåõîä

èç âîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ â îñíîâíîå, ñîïðîâîæäåííûé èçëó÷åíèåì �îòîíà,

â òî âðåìÿ êàê âòîðàÿ ÷àñòü îïèñûâàåò ïðîòèâîïîëîæíûé ïðîöåññ. Ñìîòðè ðèñ.

2.1

�èñ. 1: Ñõåìàòè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ìîäåëè Òàâèñà-Êàììèíãñà

×èñëî âîçáóæäåíèé M è îïåðàòîð Êàçèìèðà S
2
:

M ≡ Sz + a†a, (5)

S
2 ≡ S+S− + Sz(Sz − 1), (6)

ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ íåòðèâèàëüíûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ ñèñòåìû [HTC,M] =

[HTC ,S
2] = 0. Ìîäåëü Òàâèñà-Êàììèíãñà ÿâëÿåòñÿ òî÷íî ðåøàåìîé ìîäåëüþ, è

îíà áûëà ðåøåíà Òàâèñîì è Êàììèíãñîì â 1968 ãîäó â ðàáîòå [17℄ äëÿ ñëó÷àÿ

òî÷íîãî ðåçîíàíñà ω = ω0. È Õåïïîì è Ëèáîì äëÿ êîíå÷íîãî äåòüþíèíãà ω 6=
ω0, â 1973 â ðàáîòå [18℄. Òåïåðü ðàññìîòðèì îäíî îáîáùåíèå ýòîé ìîäåëè, êîòîðîå

ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî å¼ òî÷íîé ðåøàåìîñòè.
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2.2 Èíòåãðèðóåìàÿ îáîáù¼ííàÿ ìîäåëü Òàâèñà-Êàììèíãñà

�àññìîòðèì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ãàìèëüòîíèàíà (1):

HK = ωa†a+ ω0S
z + g(a†S− + aS+) + γ(a†a†aa + (Sz)2). (7)

Çäåñü ÷ëåí ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà ïî áîçîíàì îïèñûâàåò ñðåäó ñ êåððîâñêîé íåëè-

íåéíîñòüþ, êîòîðîé çàïîëíåí ðåçîíàòîð, â òî âðåìÿ êàê (Sz)2 îïèñûâàåò ñïèí-

ñïèíîâîå âçàèìîäåéñòâèå. Òàêàÿ ìîäåëü áûëà ðåøååíà òî÷íî â 1996 ãîäó â ðà-

áîòå [19℄.

Âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå êîãäà γ = 0, HK ïåðåõîäèò â ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè

Òàâèñà-Êàììèíãñà (1) è â ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè Äæåéíñà-Êàììèíãñà [8℄ êîãäà

N = 1 (S = 1
2). Â ñëó÷àå êîãäà S = 1

2, (Sz)2 = 1 è γ 6= 0 ãàìèëüòîíèàí

HK ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè Äæåéíñà-Êàììèíãñà ñ êåððîâ-

ñêîé íåëèíåéíîñòüþ.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö M êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòî-

íèàíîì HK : [HK,M] = 0, òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü äðóãîé

ãàìèëüòîíèàí H = g−1(HK + (γ − ω)M − γM2) è [HK,H] = 0. Ïðåîáðàçîâàâ

âûðàæåíèå äëÿ H ìû ìîæåì çàïèñàòü:

H = ∆Sz + (a†S− + aS+) + ca†aSz, (8)

çäåñü c = −2g−1γ ýòî íîâàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè, à ∆ = g−1(γ + ω0 − ω) íîâûé

äåòüþíèíã. Â äàëüåéøåì ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ãàìèëüòîíèàí H, îäíàêî

âñå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ìãíîâåííî àäàïòèðîâàíû äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (7),

÷åðåç îòîáðàæåíèå îïèñàííîå âûøå.

3 ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ìîäåëè

3.1 Ïîñòàíîâêà ÊÌ çàäà÷è, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå

Â äàííîì ðàçäåëå èññëåäóåì ãàìèëüòîíèàí (8) ÷èñëåííî, èñïîëüçóÿ òî÷íóþ

äèàãîíàëèçàöèþ ìàòðèöû ãàìèëüòîíèàíà. Íàì íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùóþ

êâàíòîâîìåõàíè÷åñêóþ çàäà÷ó:

H|Ψσ
S,M〉 = Eσ

S,M |Ψσ
S,M〉 (9)
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ãäå 0 6 S 6 N/2 - ïîëíûé ñïèí ñèñòåìû, çäåñü N - êîëè÷åñòâî àòîìîâ â

ðåçîíàòîðå, 0 6 M < 0 - ÷èñëî âîçáóæäåíèé â ñèñòåìå, à σ - ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî, íóìåðóþùåå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè ñèñòåìû.

Îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì äàííîé ñèñòåìû |GS〉 ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì
âñå àòîìû íàõîäÿòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, è â ðåçîíàòîðå îòñóòñòâóþò �îòî-

íû. Îïðåäåëèì ñîñòîÿíèå ñî âñåìè àòîìàìè íàõîäÿùèìèñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿ-

íèè | − S, S〉 êàê S−| − S, S〉 = 0, à òàêæå ñîñòîÿíèå ñ îòñóòñâèåì �îòîíîâ â

ðåçîíàòîðå |0〉 êàê a|0〉 = 0. |GS〉 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

ýòèõ ñîñòîÿíèé:

|GS〉 = | − S, S〉 ⊗ |0〉 (10)

Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííîå ñîñòîÿíèå ñîáñòâåííîå è èìååò

ýíåðãèþ −∆S

H|GS〉 = −∆S|GS〉 (11)

3.2 Ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ ñèñòåìû

×òîáû ïðåäñòàâèòü ñåáå ñòðóêòóðó ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé â ñèñòåìå, î÷åíü

óäîáíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ðåçîíàòîð ñîäåðæèò âñåãî îäèí àòîì N = 1,

S = 1
2 , â òàêîì ñëó÷àå ýòî ìîäåëü Äæåéíñà-Êàììèíãñà ñ Êåððîâñêîé íåëèíåé-

íîñòüþ. Îáîçíà÷èì îñíîâíîå ñîñòîÿíèå àòîìà êàê | ↓〉 è âîçáóæä¼ííîå êàê | ↑〉.
Ïîâûøåíèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû, ìîæíî äîáèòüñÿ ëèáî äîáàâëÿÿ â ðåçîíàòîð �î-

òîí | ↓〉|1〉, ëèáî âîçáóæäàÿ àòîì | ↑〉|0〉. Íåòðóäíî îäíàêî, óáåäèòüñÿ, ÷òî îáà

ýòèõ ñîñòîÿíèÿ ïî îòäåëüíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè. Çàìåòèì, ÷òî âòî-

ðîé ÷ëåí â ãàìèëüòîíèàíå (8) ïåðåâîäèò ñîñòîÿíèå | ↓〉|1〉 â ñîñòîÿíèå | ↑〉|0〉 è
íàîáîðîò, â òî âðåìÿ êàê äëÿ äðóãèõ äâóõ ÷ëåíîâ ýòè ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîá-

ñòâåííûìè. Òàêèì îáðàçîì ýëåìåíòàðíîå âîçáóæäåíèå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî

êàê ñóïåðïîçèöèÿ ýòèõ äâóõ ñîñòîÿíèé ñì. �èñ. 3.2.

Òàêîå ýëåìåíòàðíîå ðàññìîòðåíèå íà ïðèìåðå îäíîãî àòîìà â ðåçîíàòîðå

è îäíîãî �îòîíà ïîêàçûâàåò, ÷òî �îòîí â ðåçîíàòîðå ñâÿçàí ñ àòîìîì è íåò

ñìûñëà ãîâîðèòü ïðî �îòîí èëè àòîì ïî îòäåëüíîñòè, ïîêà îíè íàõîäÿòñÿ â

ðåçîíàòîðå. Çíàÿ êàê óñòðîåíû ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ ñèñòåìû íå òðóäíî

îáúÿñíèòü, íàïðèìåð, îñöèëëÿöèè �àáè, êîòîðûå áóäóò îáñóæäàòüñÿ â äàëüíåé-

øåì.
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�èñ. 2: Ñõåìàòè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ýëåìåíòàðíîãî âîçáóæäåíèÿ ñ îäíèì �î-

òîíîì â ìîäåëè Äæåéíñà-Êàììèíãñà

3.3 Àíçàö äëÿ âîëíîâîé �óíêöèè

Îáîáùàÿ ðàññóæäåíèÿ âûøå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà àòîìîâ â ðåçîíà-

òîðå íåòðóäíî íàïèñàòü ñëåäóþùèé àíçàö äëÿ âîëíîâîé �óíêöèè:

|Ψσ
S,M〉 =

min(2S,M)
∑

m=0

Aσ
S,M,m(S

+)m(a†)M−m|GS〉 (12)

óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòî ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ ìîæíî ïðÿìîé ïðîâåðêîé. Çàæè-

ìàÿ âûðàæåíèå (9), ñïðàâà è ñëåâà ìåæäó òàêèìè �óíêöèÿìè, ïîëó÷èì ìàòðèöó

ãàìèëòîíèàíà H:

Hm,k = (m− S)(∆ + c(M −m))δmk+

(m+ 1)(2S −m)δm+1,k + (M + 1−m)δm−1,k (13)

çäåñü èíäåêñû m, k ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ îò 0 äî min(2S,M). Äèàãîíàëèçàöèÿ

ìàòðèöû (13) äà¼ò íàì âñå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû Eσ
S,M , à òàêæå âñå çíà÷å-

íèÿ êîý��èöèåíòîâ Aσ
S,M,m.

3.4 Äèíàìèêà �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí

Ïîìèìî ñîáñòâåííûõ ýíåðãèé ñèñòåìû è íåïîñðåäñòâåííî âîëíîâûõ �óíêöèé,

íàñ îáû÷íî èíòåðåñóåò ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êàêîé-íèáóäü

�èçè÷åñêîé âåëè÷èíû 〈Â〉(t), êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé îïåðàòîð Â. �å-
øåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (13), ïîçâîëÿåò ýòî âû÷èñëèòü îòíîñè-

òåëüíî ïðîñòî.
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Â ýêñïåðèìåíòå ñèñòåìà âñåãäà ïðèãîòîâëåíà â êàêîì-òî èçíà÷àëüíîì ñî-

ñòîÿíèè |Φ0〉, êîòîðîå íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì. Ïîâåäåíèå ýòîãî

ñîñòîÿíèÿ âî âðåìåíè |Φ(t)〉 ìîæåò áûòü èññëåäîâàíî ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà

ýâîëþöèè Û(t) = eiĤt
, |Φ(t)〉 = Û(t)|Φ0〉. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü êàê âåä¼ò

ñåáÿ âåëè÷èíà 〈Φ(t)|Â|Φ(t)〉, íåîáõîäèìî ìåæäó îáêëàäêàìè îïåðàòîðà âñòàâèòü
ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ �óíêöèé:

〈Φ(t)|Â|Φ(t)〉 =
∞
∑

M,M ′

∑

σ1,σ2

〈Φ(t)|Ψσ1

S,M ′〉〈Ψσ1

S,M ′|Â|Ψσ2

S,M〉〈Ψσ2

S,M |Φ(t)〉 (14)

îïóñêàÿ ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

〈Φ(t)|Â|Φ(t)〉 =
∞
∑

M

∑

σ1,σ2

eit(E
σ1
S,M−E

σ2
S,M )〈Φ0|Ψσ1

S,M〉〈Ψσ1

S,M |Â|Ψσ2

S,M〉〈Ψσ2

S,M |Φ0〉 (15)

Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì èçó÷àòü äèíàìèêó ëþáîåé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû,

íèæå ìû èçó÷èì çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè àòîìíîé èíâåðñèè, äëÿ èçíà÷àëüíî

êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåòà.

3.5 Ýâîëþöèÿ àòîìíîé èíâåðñèè. Îñöèëëÿöèè �àáè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçíà÷àëüíî ñèñòåìà ïðèãîòîâëåíà â ñëåäóþùåì ñîñòîÿíèè:

âñå àòîìû íàõîäÿòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè | − S, S〉, à ñâåò íàõîäèòñÿ â êî-

ãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè |α〉 = e−
|α|2

2

∞
∑

n=0

|α|n√
n!
|n〉. Çäåñü 〈n〉 = |α|2 - ñðåäíåå ÷èñ-

ëî �îòîíîâ â äàííîì ñîñòîÿíèè. Òàêîå êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ âåñü-

ìà åñòåñòâåííûì äëÿ ýêñïåðèìåíòà, ïîòîìó ÷òî èìåííî ñîñòîÿíèÿ òàêîãî òè-

ïà ãåíåðèðóþòñÿ, íàïðèìåð, ëàçåðîì. �àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè îáíàæóðèòü

k �îòîíîâ â äàííîì ñîñòîÿíèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà:

p(k) = 〈α|α〉 = e−〈n〉 〈n〉k
k!
, ñì. �èñ. 3.5.

Òî ÷òî ñèñòåìà ïðèãîòîâëåíà èçíà÷àëüíî â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè ïîçâî-

ëÿåò íàì ââåñòè åñòåñòâåííîå îáðåçàíèå â �îðìóëå (15) è íå ñóììèðîâàòü ïî

áåñêîíå÷íîìó êîëè÷åñòâó M , ÷òî áûëî áû íåâîçìîæíî, à ó÷åñòü ëèøü äîñòà-

òî÷íî áëèçêèå ê 〈n〉 çíà÷åíèÿ M . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ |M − 〈n〉| ≫ 0

÷ëåíû ñóììû (15) äîñòàòî÷íî áûñòðî ñïàäàþò.

Õîðîøî èçâåñòíîé è ëåãêî èçìåðÿåìîé â îïòèêå âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ àòîìíàÿ

èíâåðñèÿ 〈Sz〉 [21℄. �åøàÿ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå �óíêöèè (13), è èñïîëüçóÿ

�îðìóëó (15), ìû ìîæåì èññëåäîâàòü å¼ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè, ñì. ðèñ. 4.
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�èñ. 3: �àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè äëÿ ðàçíûõ ÷èñåë �îòîíîâ â êîãåðåíòíîì

ñîñòîÿíèè.

Âèäíî, ÷òî íàáëþäàþòñÿ îñöèëëÿöèè �àáè - ýòî ñóùåñòâåííî êâàíòîâûé ý�-

�åêò, íå ïðåäñêàçûâàåìûé ïîëóêëàññè÷åñêîé òåîðèåé. Òàêæå âèäíî, ÷òî ïðè

óâåëè÷åíèè íåëèíåéíîñòè íàáëþäàåòñÿ ëîêàëèçàöèÿ îñöèëëÿöèé, èíâåðñèÿ îñ-

öèëëèðóåò âîêðóã ñâîåãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñðåäà ïîäàâëÿåò âîçìîæíîñòü

ïåðåõîäà ýëåêòðîíîâ â âîçáóæä¼ííûå ñîñòîÿíèÿ.

Ìû èññëåäîâàëè íàøó ñèñòåìó ÷èñëåííî, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî ìàò-

ðèöû, êîòîðûå íóæíî äèàãîíàëèçîâûâàòü, ðåøàÿ çàäà÷ó (13) íå ïðåâûøàþò ïî

ðàçìåðàì ìàòðèöû 100 × 100. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïðèìåíèì êâàíòîâûé

ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è, ïîëó÷èì ñ åãî ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ

êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé.

10



0 10 20 30 40 50 60 70 80
−1.5

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

c=0. 01

c=0. 5

c=2. 0

〈
S z

〉

t

S= 3
2
,∆=0. 0

�èñ. 4: Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè àòîìíîé èíâåðñèè 〈Sz〉 äëÿ èçíà÷àëüíî êîãå-

ðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ òð¼õ àòîìîâ â ðåçîíàòîðå N = 3, S = 3
2, ïðè íóëå-

âîì äåòüþíèíãå ∆ = 0.0, è ïðè ñðåäíåì ÷èñëå �îòîíîâ 〈n〉 = 20. Íà ãðà�è-

êå âûáðàíû ðàçíûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû ñâÿçè, îòâå÷àþùåé çà íåëèíåéíîñòü

c = 0.01/0.5/2.0.

4 Êâàíòîâûé ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå êðàòêî èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [20℄, â êîòî-

ðîé àâòîð íàñòîÿùåé äèïëîìíîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîàâòîðîì. Äëÿ ïîäðîáíîãî

îçíàêîìëåíèÿ ñ ïðèìèíåíèåì ÊÌÎÇ ê ìîäåëè (8) ÷èòàòåëü ìîæåò îáðàòèòüñÿ

ê ðàáîòå [20℄. Îòìåòèì, ÷òî âåðñèÿ âûëîæåííàÿ íà arxiv.org íàïèñàíà ïîäðîáíî

è â íåé íå îïóùåíî íè îäíîé äåòàëè, ÷òî äåëàåò å¼ äîñòóïíîé äëÿ ÷èòàòåëÿ íå

çíàêîìîãî ñ ÊÌÎÇ.
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4.1 Àëãåáðàè÷åñêèé àíçàö Áåòå

Ïðèìåíèâ êâàíòîâûé ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ê ìîäåëè (8), ÷òî áûëî âïåðâûå

ñäåëàíî â [19℄, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: âåêòîðà, íàçûâàåìûå

òàêæå Áåòåâñêèìè âåêòîðàìè

|Ψσ
S,M({λ})〉 =

M
∏

j=1

(λσjX−Y) | GS〉, (16)

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ãàìèëüòîíèàíà (8), åñëè ìíîæåñòâî áûñòðîò

(rapidities) {λ} = {λ1, λ2, ...λM} ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû èç M óðàâíåíèé

Áåòå:

(1 + ∆c− cλn)
λn + cS

λn − cS
=

M
∏

j=1,j 6=n

λn − λj + c

λn − λj − c
, (17)

ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò K = min(2S,M) + 1 (ïî ìîäóëþ ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê)

íàáîðîâ ðåøåíèé, â êîòîðûõ âñå áûñòðîòû ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Îïåðàòîðû X è

Y îïðåäåëÿþòñÿ êàê:

X = a† + cS+, Y = (1 + c∆)S+ − ca†Sz + c2a†aS+; (18)

[X,Y] = 0,

Âåêòîð äóàëüíûé, ê âåêòîðó |Ψσ
S,M({λ})〉, îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

〈ΨS,M({λ}) |= 〈GS |
M
∏

j=1

(λja− Z), (19)

ãäå

Z = (S− + caSz) (20)

Â [19℄ äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ Áåòå �îðìèðóåò ïîëíûé îðòîãîíàëüíûé

íàáîð:

〈ΨS,M({λσ1}) | ΨS,M({λσ2})〉 ∼ δσ1,σ2

∑

σ

| ΨS,M({λσ})〉〈ΨS,M({λσ}) |
N 2

σ

= I . (21)

îòìåòèì, ÷òî ýòîò íàáîð íå ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì, à òàêæå áåòåâñêèå

âåêòîðà è èì äóàëüíûå íå ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè ýðìèòîâîì ñîïðÿæåíèè.
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4.2 Âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ÷åðåç óðàâíåíèÿ Áåòå

Ñèñòåìà óðàâíåíèé Áåòå (17) ñîäåðæèò â ñåáå âñþ èí�îðìàöèþ î ñîáñòâåííûõ

ýíåðãèÿõ ñèñòåìû è å¼ ñîáñòâåííûõ âåêòîðàõ. ×åðåç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Áåòå

ìîæíî âûðàçèòü ëþáóþ �èçè÷åñêóþ âåëè÷èíó. Ýíåðãèÿ ñèñòåìû (8) âûðàæà-

åòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Áåòå, êàê:

ES,M =
S

c

M
∏

j=1

(

1− c

λ j

)

−
(

S∆+
S

c

) M
∏

j=1

(

1 +
c

λj

)

. (22)

Êàæäîìó íàáîðó ðåøåíèé óðàâíåíèé Áåòå ñîîòâåòñòâóåò ñâîé óðîâåíü ýíåðãèè,

êîëè÷åñòâî íàáîðîâ ðåøåíèé è êîëè÷åñòâî óðîâíåé ýíåðãèè â ñèñòåìå ñîâïàäàåò.

Ïîñêîëüêó âñå êîðíè óðàâíåíèé Áåòå ëèáî äåéñòâèòåëüíû, ëèáî ñîäåðæàò ñâî¼

êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå â íàáîðå, ýíåðãèÿ âñåãäà äåéñòâèòåëüíà, íåñìîòðÿ íà

êîìïëåêñíîñòü êîðíåé.

4.3 Ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ è ñêàëÿðíûõ ïðîèçâå-

äåíèé

Ïîìèìî ýíåðãèè ñèñòåìû, íàì èíòåðåñíî èññëåäîâàòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàáëþ-

äàåìûõ. Ìû çíàåì ñîáñòâåííûå �óíêöèè ñèñòåìû (16,19), òàêèì îáðàçîì çíàíèå

ðåøåíèé óðàâíåíèé Áåòå �îðìàëüíî ïîçâîëÿåò íàì âû÷èñëÿòü ñðåäíåå îò ëþ-

áîé âåëè÷èíû. Îäíàêî, íàèâíàÿ ïîïûòêà âû÷èñëèòü ñðåäíèå "â ëîá òåðïèò êðàõ

èç-çà òîãî, ÷òî âûðàæåíèÿ (16,19) ñëèøêîì ñëîæíû.

Ïîïðîáóåì âû÷èñëèòü ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áåòåâñêèõ âåêòîðîâ äëÿM =

1, 2:

S1(µ, λ) ≡ 〈ΨS,1(µ)|ΨS,1(λ)〉 = −c2s2 + s(2 + c(2∆− λ− µ)) + λµ, (23)

13



è

S2(µ1, µ2, λ1, λ2) ≡ 〈ΨS,2(µ1, µ2)|ΨS,2(λ1, λ2)〉 =
2c4s4 − 4c4s3 + 2c4s2 − (λ1 + λ2)

(

−2c3s3 + 2c3s2 + c
(

4s2 − 2s
)

(c∆+ 1)
)

−
(µ1 + µ2)

(

−2c3s3 + 2c3s2 + 4cs2(c∆+ 1)− 2cs(c∆+ 1)
)

+4c2s2(c∆+1)+2c2λ1λ2s
2+

2c2µ1µ2s
2 + (c∆+ 1)

(

−8c2s3 + 4c2s2 − 2c2s+
(

8s2 − 4s
)

(c∆+ 1)
)

+

2 (λ1 + λ2) (µ1 + µ2) s(c∆+ 1)− 2c (λ1 + λ2)µ1µ2s−
2cλ1λ2 (µ1 + µ2) s+ 2λ1λ2µ1µ2, (24)

÷èñëî êîììóòàòîðîâ, êîòîðîå íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü, ñ÷èòàÿ ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå, ðàñò¼ò êàê 2M [22℄. Òàêèì îáðàçîì âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâå-

äåíèé ÷åðåç ðàñêðûòèå êîììóòàòîðîâ íå èìååò íèêàêîãî ñìûñëà äëÿ ïðîèç-

âîëüíûõ M . Òåì íå ìåíåå �îðìóëû âûøå óæå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ è òàêèì îáðàçîì ïðàâèëüíîñòü �îðìàëèçìà ìîæåò áûòü

ïðîâåðåíà äëÿ M = 1, 2.

4.4 Äåòåðìèíàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå

Ïðîáëåìà îïèñàííàÿ âûøå ðåøàåòñÿ ïðè ïîìîùè äåòåðìèíàíòíîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ, ðàçðàáîòàííîãî Í. Ñëàâíîâûì, â ðàáîòå [23℄, îíà áûëà óñïåøíî ïðèìåíåíà

â ðàáîòå [24℄ äëÿ âû÷èñåëíèÿ �îðì �àêòîðîâ â XXZ öåïî÷êå �åéçåíáåðãà. Îò-

ìåòèì îäíàêî, ÷òî äåòåðìèíàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå íåîáõîäèìî äëÿ âû÷èñëåíèÿ

íåïîñðåäñòâåííî ñðåäíèõ îò îïåðàòîðîâ, òåõíèêà âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíûõ ïðî-

èçâåäåíèé áûëà ðàçðàáîòàíà ðàíüøå, Â.Êîðåïèíûì â ðàáîòå [25℄.

Â ðàáîòå [20℄ òàêæå áûëî óñïåøíî ïðèìåíåíî äåòåðìèíàíòíîå ïðåäñòàâëå-

íèå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû åãî ïðèìåíåíèÿ çàêëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ñêàëÿð-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ áåòåâñêèõ âåêòîðîâ ñïðàâåäëèâà �îðìóëà:

N 2 = SM({λ}, {λ}) = cM
M
∏

j=1

d2(λj)
∏

α6=β

λα − λβ + c

λα − λβ
det Φ({λ}), (25)

ãäå ñîñòàâëÿþùèå ýëåìåíòû ìàòðèöû M ×M

Φab = − ∂

∂λb
ln







a(λa)

d(λa)

M
∏

k=1,k 6=a

λa − λk − c

λk − λa − c







. (26)
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ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïåðåõîäîâ â ñâîþ î÷åðåäü âû÷èñëÿþòñÿ êàê:

AM,n({µ}, {λ}) ≡ 〈ΨS,M−n({µ}) | an | ΨS,M({λ})〉

= cM
M
∏

j=1

d(λj)

∏M−n
j=1

∏M
α=1(µj − λα)

∏

j>k>n(µk − µj)
∏

α<β(λβ − λα)
detT(n)({µ}, {λ}) . (27)

Çäåñü íàáîð ðåøåíèé óðàâíåíèé Áåòå {µ} ≡ {µ1, µ2, ..., µM−n} èìååò äëèíóM−
n, â òî âðåìÿ êàê íàáîð {λ} ≡ {λ1, λ2, ..., λM} èìååò äëèíó M . Ñîñòàâëÿþùèå

ýëåìåíòû ìàòðèöû T(n) èìåþùåé ðàçìåðM ×M ðàâíû Vab (29) äëÿ a ≤ n è Tab

(28) äëÿ a > n, 1 ≤ b ≤M .

Tab ≡ T (µa, λb) =
1

(λb − µa)2
(T

(1)
ab − T

(2)
ab ) (28)

T
(1)
ab = (µa −∆− c−1)(µa + cS)

M
∏

j=1,j 6=b

(

1− c

µa − λj

)

T
(2)
ab = −c−1(µa − cS)

M
∏

j=1,j 6=b

(

1 +
c

µa − λj

)

Vab = lim
µa→∞

µ−M+a−1
a

(a− 1)!

∂a−1

∂µa−1
a

T (µa, λb) (29)

Ñîïðÿæåííûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò âû÷èñëÿåòñÿ êàê:

A†
M,n({λ}, {λ′}) ≡ 〈ΨS,M({λ}) | (a†)n | ΨS,M−n({λ′})〉

=
νM
ν ′M−n

A∗
M,n({µ}, {λ}) , (30)

çäåñü

ν−1
M =

M
∏

j=1

(1 + ∆c− cλj) =
M
∏

j=1

λj − cS

λj + cS
. (31)

4.5 Âûðàæåíèå äëÿ àòîìíîé èíâåðñèè ÷åðåç äåòåðìèíàí-

òû

Äåòåðìèíàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå, ðàçðàáîòàííîå íàìè ïîçâîëÿåò íàïèñàòü àíà-

ëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ëþáûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé. Ñàìàÿ ïðîñòàÿ

è äîñòóïíàÿ äëÿ ïðîâåðêè �èçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, äëÿ êîòîðîé ìîæíî íàïèñàòü

òàêîå âûðàæåíèå - ýòî àòîìíàÿ èíâåðñèÿ. Ìû óæå ÷èñëåííî âû÷èñëèëè å¼ â
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ðàçäåëå 3, ñåé÷àñ íàïèøåì äëÿ íå¼ àíàëèòè÷åñêóþ �îðìóëó. Çàïèøåì ïðîñòîå

ïðåîáðàçîâàíèå:

〈Φ(t) | Sz | Φ(t)〉 =< n > −S − 〈Φ(t) | a†a | Φ(t)〉 , (32)

èñïîëüçóÿ äåòåðìèíàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå íàïèøåì àíàëèòè÷åñêóþ �îðìóëó

äëÿ ïîñëåäíåãî ÷ëåíà â ýòîé �îðìóëå:

〈Φ(t) | a†a | Φ(t)〉 =
∑

M

∑

σ1,σ2,σ3

eit(E
σ1
S,M−E

σ3
S,M)

N 2
σ1
N 2

σ2
N 2

σ3

× fM({λσ1})gM({λσ3})A†
M,1({λσ3}, {λσ2})AM,1({λσ2}, {λσ1}) . (33)

çäåñü fM è gM - ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áåòåâñêèõ �óíêöèé íà íà÷àëüíîå ñî-

ñòîÿíèå | Φ0〉:

〈ΨS,M({λ}) | Φ0〉 = (−1)M+1(cαS)Me−
|α|2

2

M
∑

m=0

em(cS)
−m ≡ fM({λ}) ,

〈Φ0 | ΨS,M({λ})〉 = (cᾱS)Me−
|α|2

2

M
∑

m=0

(−1)M−mem(cS)
−m ≡ gM({λ}) . (34)

çäåñü em - ýòî ýëåìåíòàðíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ [26℄

em =
∑

i1<i2<...<im

λi1λi2 . . . λim (35)

5 Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè

è ÊÌÎÇ

5.1 ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Áåòå

Óðàâíåíèÿ Áåòå (17) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó ñèëüíî ñâÿçàííûõ, íåëèíåé-

íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå êâàíòîâîãî ìåòîäà

îáðàòíîé çàäà÷è âñåãäà ñîïðÿæåíî ñ àíàëèçîì óðàâíåíèé Áåòå è èõ ðåøåíè-

åì. Äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì â ðåøåíèè óðàâíåíèé Áåòå äîñòèãíóòû ðàçëè÷íûå

óñïåõè, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð îñíîâíîå ñîñòîÿíèå XXX ìàãíåòèêà,

óäà¼òñÿ íàéòè òî÷íóþ �îðìóëó äëÿ êîðíåé ñîîòâåòñòâóþùèõ îñíîâíîìó ñî-

ñòîÿíèþ ñèñòåìû. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, êîãäà ìîäåëü ïðèíàäëåæèò ê

16



êëàññó èíòåãðèðóåìûõ ïî �îäåíó-�è÷àðäñîíó, óäà¼òñÿ ñâåñòè çàäà÷ó ê ðåøåíèþ

ñèñòåìû ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñ ïîìîùüþ ODE/IM ñîîò-

âåòñòâèÿ [27℄.

Â ñëó÷àå ñ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëüþ óðàâíåíèÿ Áåòå áûëè èññëåäîâàíû àâ-

òîðîì ÷èñëåííî, ðàçâ¼ðíóòûå ðåçóëüòàòû ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [20℄. Îñíîâíàÿ

èäåÿ èñïîëüçîâàííàÿ ïðè èçó÷åíèè óðàâíåíèé (17) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â

ïðåäåëå c→ 0 ýòè óðàâíåíèÿ ïåðåõîäÿò â óðàâíåíèÿ âèäà:

2S

λ̃n
− λ̃n +∆ =

M
∑

j=1,j 6=n

2

λ̃n − λ̃j
. (36)

�åøåíèå êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ëèáî ñ ïîìîùüþ ODE/IM ñîîòâåòñòâèÿ

[27℄, ëèáî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äå�îðìèðîâàííûõ ñòðóí [28℄ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ S

è ∆. Ïðèíöèïèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (17) ñëåäóþùèé:

1. �åøèòü óðàâíåíèÿ (36) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ S è ∆.

2. Èñïîëüçóÿ ðåøåíèå óðàâíåíèé (36) êàê íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, ìàëûìè

øàãàìè óâåëè÷èâàòü c. �åøåíèå ïîëó÷åííîå íà êàæäîì øàãå ñòàíîâèòñÿ íîâûì

íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì.

5.2 Ïðèìåð ðàñ÷¼òà ñðåäíåãî ñ ïîìîùüþ ÊÌÎÇ

Â ïðèëîæåíèè ìû ïðèâîäèì ïîäðîáíûé ïðèìåð ðàñ÷¼òà îäíîãî èç ÷ëåíîâ ñóì-

ìû (33), äëÿ ïàðàìåòðîâ c = 0.5,∆ = 1.0, S = 3
2 , 〈n〉 = 20,M = 14, 15. �åøåíèÿ

óðàâíåíèé Áåòå äëÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå

ýíåðãèè è íîðìû áåòåâñêèõ âåêîðîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1. Èñïîëüçóÿ äàííûå

òàáëèöû 1, ìîæíî âû÷èñëèòü ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

f15({λσ}), g15({λσ}), ýòè äàííûå ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2. Çíà÷åíèÿ ìàòðè÷íûõ

ýëåìåíòîâ ïåðåõîäîâ A15,1({λσ′}, {λσ}) and A†
15,1({λσ}, {λσ

′}) ïðåâåäåíû â òàá-

ëèöàõ 3,4.

�åçóëüòàòû ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ÊÌÎÇ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ðåçóëü-

òàòàìè, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè, òàêèì îá-

ðàçîì ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðàâèëüíîñòü ðàçðàáîòàííîãî �îðìàëèçìà è îòñóòñâèå

â êëþ÷åâûõ �îðìóëàõ ñëó÷àéíûõ îøèáîê.
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6 �åçóëüòàòû è âûâîäû

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíà èíòåãðèðóåìàÿ îáîáù¼ííàÿ ìîäåëü Òàâèñà-

Êàììèíãñà (7). Ìîäåëü èññëåäîâàíà ñ ïîìîùüþ äâóõ ïîäõîäîâ, ïåðâûé îñíîâàí

íà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíèàíà ìîäåëè, âòîðîé îñíîâàí íà ïðèìåíå-

íèè ÊÌÎÇ è äåòåðìèíàíòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Áûëà âû÷èñëåíà ýâîëþöèÿ àòîìíîé èíâåðñèè äëÿ èçíà÷àëüíî êîãåðåíòíîãî

ñîñòîÿíèÿ ñ ïîìîùüþ òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè, à òàêæå ñ ïîìîùüþ äåòåðìèíàíò-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðîå âïåðâûå áûëî àäàïòèðîâàíî ïîä ðàññìàòðèâàåìóþ

ìîäåëü â ðàáîòå [20℄, â êîòîðîé àâòîð äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîàâòîðîì. ×èñ-

ëåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå äâóìÿ ñïîñîáàìè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò, ÷òî ãî-

âîðèò î òîì, ÷òî �îðìàëèçì ðàçðàáîòàííûé â ðàáîòå [20℄ âåðåí è íå ñîäåðæèò

îøèáîê.

�àçðàáîòàííûé �îðìàëèçì ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïåðñïåêòèâíûì ñ òî÷êè

çðåíèÿ ïîëó÷åíèÿ îáùèõ ðåçóëüòàòîâ. Íàïðèìåð, êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè, çà-

ïèñàííûå â âèäå äåòåðìèíàíòîâ ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ

ìàòðè÷íîé çàäà÷è �èìàíà-�èëüáåðòà. Óðàâíåíèÿ Áåòå, èññëåäîâàííûå ÷èñëåí-

íî â äàííîé ðàáîòå, áóäó÷è óñïåøíî èññëåäîâàííûìè àíàëèòè÷åñêè íåèçáåæíî

äàäóò èí�îðìàöèþ î �èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèàõ ñèñòåìû.

7 Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð ïðèçíàòåëåí Áîãîëþáîâó Í.Í. çà ïëîäîòâîðíîå ñîòðóäíè÷åñòâî â òå÷åíèå

äâóõ ëåò.
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8 Ïðèëîæåíèå

Òàáëèöà 1: �åøåíèÿ óðàâíåíèé áåòå äëÿ c = 0.5,∆ = 1.0, S = 3
2
,M = 14, 15

M 14 15

λ
1

1
-0.239824 -0.750193

λ
1

2
-0.750262 -0.241867

λ
1

3
0.167747 0.176368

λ
1

4
1.773790 2.81293 ± 2.33351 I

λ
1

5
3.79826 ± 4.18216 I 3.44429 ± 3.33488 I

λ
1

6
2.42263 ± 2.01687 I 4.24773 ± 4.46706 I

λ
1

7
1.97772 ± 1.03823 I 2.32525 ± 1.40143 I

λ
1

8
3.02276 ± 3.03848 I 5.33330 ± 5.85846 I

λ
1

9
4.85600 ± 5.58194 I 2.01400 ± 0.47729 I

E
1

3/2,M 14.3938 15.2107

N
2

1
1.32807 × 10

22
1.11114 × 10

25

λ
2

1
-0.73831 -0.740738

λ
2

2
-0.36595 -0.353435

λ
2

3
3.12892 + 1.92248 I 2.59874

λ
2

4
2.73671 + 1.07169 I 2.72731 + 0.62846 I

λ
2

5
2.51242 + 0.33328 I 3.48714 + 2.22083 I

λ
2

6
3.67873 + 2.88682 I 3.03737 + 1.37210 I

λ
2

7
4.41173 + 4.00060 I 4.84837 + 4.28762 I

λ
2

8
5.43090 + 5.38255 I 5.90050 + 5.66355 I

λ
2

9
4.07992 + 3.17973 I

E
2

3/2,M 4.80544 5.0842

N
2

2
1.05391 × 10

25
9.91835 × 10

27

M 14 15

λ
3

1
2.84973 -0.823073

λ
3

2
-0.830452 2.98833 + 0.15896 I

λ
3

3
5.01624 +3.90016 I 4.10289 + 2.18817 I

λ
3

4
3.33298 +1.1325 I 3.63948 +1.39331 I

λ
3

5
6.01243 +5.25218 I 6.47453 +5.53095 I

λ
3

6
3.02186 +0.475188 I 4.69008 +3.10476 I

λ
3

7
4.29896 +2.82574 I 3.27731 +0.71051 I

λ
3

8
3.75156 +1.91465 I 5.44343 +4.1804 I

λ
3

9

E
3

3/2,M -5.38734 -5.65903

N
2

3
4.49629 × 10

27
4.9616 × 10

30

λ
4

1
3.01453 2.99698

λ
4

2
3.25013 4.67624 +2.19107 I

λ
4

3
3.87231 +1.18878 I 3.44765 +0.216031 I

λ
4

4
5.60129 +3.85293 I 4.19098 +1.42675 I

λ
4

5
4.3222 +1.93711 I 3.78925 +0.767612 I

λ
4

6
3.50608 +0.553672 I 5.27176 +3.07648 I

λ
4

7
4.88324 +2.81231 I 6.02349 +4.12297 I

λ
4

8
6.58851 +5.17388 I 7.04506 +5.44649 I

λ
4

9

E
4

3/2,M -16.3119 -17.1358

N
2

4
2.0875 × 10

30
2.71893 × 10

33
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Òàáëèöà 2: ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ f15({λσ}) è g15({λσ}) äëÿ c =
0.5,∆ = 1.0, S = 3

2,M = 15.

σ f15({λσ}) g15({λσ})
1 −3.54225× 109 −5.71661× 1011

2 1.88059× 1012 1.31435× 1013

3 −4.84651× 1014 −1.47409× 1014

4 8.58641× 1016 1.09485× 1015

Òàáëèöà 3: ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïåðåõîäà

A15,1({λσ}, {λσ′}) äëÿ c = 0.5,∆ = 1.0, S = 3
2
,M = 15.

σ, σ′
1 2 3 4

1 −1.45983× 1024 3.73937× 1023 −6.08001× 1022 7.89756× 1021

2 1.65728× 1024 −1.19478× 1027 2.30675× 1026 −2.99671× 1025

3 −2.81049× 1023 1.28274× 1027 −5.40508× 1029 8.05698× 1028

4 3.75925× 1022 −1.71635× 1026 5.62494× 1029 −2.6862× 1032

Òàáëèöà 4: ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïåðåõîäà

A†
15,1({λσ}, {λσ

′}) äëÿ c = 0.5,∆ = 1.0, S = 3
2,M = 15.

σ, σ′
1 2 3 4

1 −1.26067× 1024 7.45656× 1024 −2.78592× 1025 8.63194× 1025

2 6.8671× 1022 −1.14315× 1027 5.07159× 1027 −1.57159× 1028

3 −5.57847× 1020 5.87913× 1025 −5.69246× 1029 2.02405× 1030

4 3.41326× 1018 −3.59844× 1023 2.70989× 1028 −3.0869× 1032
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