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Постановка задачи. Обзор работы
 и использованная литература

Постановка задачи

       Цель работы – построение приближенного аналитического и численного решения уравнений движения малого тела в центральном силовом поле Ньютона при наличии малой кусочно-полиномиальной тяги.
       Ставятся задачи:
1. Получить алгоритм построения методом возмущений приближенного аналитического решения уравнений возмущенного движения малого тела в прямоугольных относительных координатах.
2. Применить этот алгоритм для получения приближенных формул для координат малого тела, явно зависящих от параметров малой кусочно-полиномиальной тяги.
3. Создать и отладить соответствующую программу на языке Wolfram Mathematica. 
4. В качестве примера рассмотреть управляемое квадратичной малой тягой движение астероида Апофис.

Обзор работы и использованная литература
       Работа состоит из 4 глав, раздела «Заключение и Выводы», а также списка литературы из 18 наименований, четырех приложений и двух рисунков. Основные теоретические результаты настоящей работы содержатся во второй и четвертой главах, а соответствующие алгоритмы, программы и пример – в четырех приложениях. 
       Работа продолжает бакалаврскую ВКР автора, защищенную в СПбГУ в 2015 году. Материал глав 1, 2 настоящей ВКР частично пересекается с той бакалаврской ВКР.
       Первая глава содержит необходимый материал о движении точки в центральном силовом поле и состоит из трех параграфов. В  §1.1 рассматриваются уравнения движения материальной точки в центральном поле. В §1.2 рассматриваются эти уравнения в терминах потенциалов и, в частности, потенциала Ньютона. В §1.3 приводятся два способа решения уравнений движения точки в центральных полях.
       В первой главе использовалась литература: [1, 5, 10, 11, 13, 14].  
       Вторая глава содержит два параграфа и посвящена специальному методу решения уравнений в вариациях для произвольных центральных полей. В §2.1 выводятся уравнения первого приближения для движения материальной точки  в произвольном центральном поле. В §2.2 излагается новое решение этих уравнений (уравнений в вариациях), предложенное в работах [6, 7, 8, 9]. Оно основано на введении уравнения относительно некоторой функции s, что позволяет расщепить исходную систему уравнений в вариациях шестого порядка на четыре отдельных уравнения второго порядка. 
       Во второй главе использовалась литература: [2, 3, 6, 7, 10].    
        Третья глава, состоящая из пяти параграфов, посвящена эллиптической задаче двух тел. В ней рассматриваются основные формулы, способ определения элементов орбиты по координатам и скоростям и способ определения координат и скоростей по элементам орбиты. Кроме того, рассматривается простейший способ приближенного решения уравнения Кеплера и предлагается способ малой коррекции начальных данных, позволяющей упростить алгоритм нахождения элементов орбиты.
      В третей главе использовалась литература: [1, 10, 11, 13, 14].
      В четвертой главе – 2 параграфа. В §4.1 на основе результатов второй главы выводятся формулы, представляющие в первом приближении управляемое малой тягой движение материальной точки в поле Ньютона. В §4.2 рассматривается случай кусочно-полиномиальной малой тяги.
      В четвертой главе использовалась литература: [1-4, 6-12, 15- 17].
      В приложениях I-IV предлагаются алгоритмы и программы, реализующие результаты четвертой главы и рассматривается пример (управляемое квадратичной малой тягой движение астероида Апофис). Программы написаны на языке Wolfram Mathematica [18].
Краткое описание использованной литературы
[1] – это наиболее полное справочное руководство по небесной механике и астродинамике пяти известных московских и санкт-петербургских профессоров, из этого источника в ВКР использовались, в основном, сведения из задачи двух тел;
[2] – это статья профессора Балтийского Государственного Технического Университета (бывший Военмех), в ней был предложен метод решения уравнений в вариациях для центральных полей; 
[3] – это статья профессора факультета ПМ-ПУ, посвященная аналитическим планетным методам, из этого источника в ВКР использовалась идея решения уравнений в вариациях для центральных силовых полей;
[4] – это монография научного руководителя ВКР с соавтором, посвященная оптимизации движения механических систем при кусочно-постоянных управлениях, из этого источника использовалась идея рассмотрения кусочно-непрерывных управлений в космической динамике.
[5] – это курс лекций по классической механике, читаемый на факультете ПМ-ПУ студентам направления «прикладная математика – процессы управления», из этого источника в ВКР использовались, в основном, сведения о движении материальной точки в центральных полях;
[6, 7] – это статьи автора ВКР с тремя соавторами, в которых предложен и исследован новый метод решения уравнений в вариациях для центральных полей, он излагается во второй главе ВКР;
[8, 9] – это статьи автора ВКР с тремя соавторами, посвященные интегрированию уравнений движения точки в центральном поле.
[10] – это фундаментальная монография двух американских авторов по прикладной небесной механике, из этого источника в ВКР использовались, в основном, сведения о задаче двух тел (3 глава) и методах возмущений (2 и 4 главы);
[11] –– это третье издание монографии по небесной механике, написанное известным профессором МГУ, из этого источника в ВКР использовались, в основном, сведения о задаче двух тел; 
[12] – это статья сотрудника Института Теоретической Астрономии АН СССР, в которой исследуется движение астероида Церера;
[13] – это фундаментальная монография по теоретической астрономии, написанная выдающимся санкт-петербургским небесным механиком, из этого источника в ВКР использовались, в основном, сведения об эллиптической задаче двух тел;
[14] – это современная монография по задаче двух тел, написанная двумя авторами Мат-Мех СПбГУ, из этого источника в ВКР использовались некоторые сведения из задачи двух тел;
[15, 16] – монографии американских небесных механиков, посвященные задаче двух тел и методам возмущений, в ВКР из этих работ используются формулы для разложения в ряды степеней расстояний до центрального тела;
 [17] – это фундаментальная статья американского специалиста по теории возмущений, в которой был предложен «метод Хилла» вычисления абсолютных планетных возмущений;
[18] – это адрес сайта системы компьютерной алгебры Wolfram Mathematica, все программы ВКР написаны в рамках этой системы.













1. Введение: движение точки 
в центральном поле Ньютона
1.1 Уравнения движения



       Рассмотрим материальную точку , имеющую массу . Ее движение в евклидовом пространстве определяется внешней силой, начальным положением и скоростью. Выпишем уравнение Ньютона: 

                                                                                                           (1.1)   
(предполагаем, что правая часть не зависит явно от времени).




       Функцию  называют стационарным силовым полем и говорят, что точка  движется в силовом поле . Поле сил называют центральным, если есть такая точка  (называемая центром сил), что на любую материальную точку действует сила, направленная по прямой, проходящей через эту точку и центр сил (при этом считают, что величина силы зависит только от расстояния от этой точки до центра сил). Уравнение (1.1) в случае центрального поля в системе координат с началом в центре сил имеет вид [5]:





  ,, ,                               (1.2)
     Рассмотрим основной для нас пример уравнения движения в поле Ньютона.
Уравнения для двух точек, взаимодействующих по закону Ньютона


       В инерциальной системе движение двух точек   с массами  , на которые действует сила взаимного притяжения по закону всемирного тяготения, удовлетворяет уравнениям:   


, ,                                                                                           


, ,



где  - гравитационная постоянная. Если вычесть первое уравнение из второго, то получится следующее уравнение движения в центральном поле с центром сил в :



 ,  ,                                               (1.3)
1.2 Центральные потенциалы. Потенциал Ньютона











       Пусть точка имеет единичную массу  (единичный заряд, если рас-сматривают заряд), и пусть она движется относительно системы координат с репером  под действием силы  , ,(,область в ). Пусть найдется функция  такая, что 

.                                                                                                           (1.4)




Тогда поле сил  называется потенциальным в , а функция  - потенциалом поля .

     Если , то равенство (1.4) можно представить по-другому:

     

,                                                                                 

или  .                                                               







       Условие  является необходимым и достаточным, чтобы поле  было потенциальным. Если поле центрально, то оно и потенциально, так как в этом случае на точку единичной массы (единичного заряда) действует сила, равная , где , , а тогда (если учесть, что )


, .                              

       Ясно, что для центрального поля с потенциалом  уравнение Ньютона  (1.2) можно записать в виде:

	                                                                                                 (1.5)

      Если сделать замену аргумента , то (1.5) перейдет в уравнение

 




а это означает, что уравнение (1.5) можно решать при , и если - решение (1.5) при , то искомое решение (1.5) будет .
1.3 Решение уравнений движения точки
в центральном поле

       Главный момент относительно центра  сил, действующих на точку, движущуюся в центральном поле, равен нулю, откуда (по теореме об изменении кинетического момента) следует, что    

                                                                                            (1.6)




(вектор-функция  - интеграл площадей, а  и  - постоянные площадей). Если , то вместо (1.6) можно записать три равенства:

                                                                    



Умножив их на  и сложив, получим уравнение плоскости Лапласа , проходящей через точку (центр сил) .                                                                                                



       Используя теорему об изменении кинетической энергии , где , получаем интеграл энергии , то есть 

,                                                                                           (1.7)                                                  



где , а   постоянная на каждом движении.









       Систему координат (репер ) выберем так, чтобы  ,  (т. е. ), в этом случае плоскость Лапласа перпендикулярна , а сама она задается равенством . Движение точки  в плоскости Лапласа рассмотрим в цилиндрических координатах  при . 
       Так как ([5])


 , , 
то 

, 
и из (1.6) получаем

,                                                                                                               (1.8)





( равна  или  в соответствии со знаком ). Если , то движение точки, очевидно, прямолинейное.




     Так как проекция  на направление  равна , то проектируя (1.5) на , получаем

,                                                                                      (1.9)
     Используя (1.8), получаем:

                                                                                          (1.10)







       Используя (1.8),(1.10) можно получить уравнение для  как функции от . При  (при  обратная к  функция  не определена, так как ) получаем:


, .


Подставляя это выражение для  и  в (1.10), получаем уравнение Бине

,                                                                         (1.11)

где .

       Две схемы решения уравнения Ньютона (1.2) очевидны: в первой из них решается (1.10), а затем (1.8), а во второй - (1.11), а затем (1.8). Оба уравнения (1.10), (1.11) разрешимы в квадратурах. Если считать выполненными начальные условия , то получаем:


    

                                                       (1.12)

где .        

       Аналогично (но при ) действуем и с уравнением (1.11). Так как  


то получаем:






                                                        (1.13)

где  
      При решении конкретных задач не обязательно повторять выписанные выше формулы, иногда удобнее как-то решить одно из уравнений (1.10), (1.11) и затем – уравнение (1.8). 
      Рассмотрим теперь случай поля Ньютона, то есть положим 


  .                                                                             (1.14)

       Воспользуемся уравнением (1.11) при :

.                                                                            (1.15)
	Решение этого уравнения дается формулой

,                                                                                     

где  - произвольные постоянные. Поэтому получаем:


,.                                             (1.16)





	Равенство (1.16) задает уравнение конического сечения в полярных координатах. Начало координат  (центр сил) есть фокус конического сечения. Величины  и  - параметр и эксцентриситет конического сечения, а  - истинная аномалия. Истинной аномалией называют угловое удаление точки от ближайшей к притягивающему центру точки орбиты , которую называют перицентром.












	Кроме уравнений прямых, а они нам здесь не интересны, так как такое движение в рассматриваемой задаче осуществляется только при , уравнение (1.16) описывает три типа конических сечений: эллипс - при , парабола - при  и гипербола - при . Как известно [1, 5, 11, 13, 14], условия , ,  эквивалентны условиям , ,  соответственно, где  - постоянная энергии,  .


       Формула (1.16) задает траектории движения точки в задаче двух тел, но не решение уравнения движения (1.5). В случае движения точки массы  в поле Ньютона (точки массы ) это уравнение в относительных декартовых координатах имеет вид

,                                       (1.17)

причем  (см. (1.3)). 
       Ниже, в параграфе 3.1, будет рассмотрено движение материальной точки в ньютоновском центральном поле в эллиптическом случае. Там же будет приведено решение задачи двух тел для этого случая и другие связанные с задачей двух тел понятия и формулы. Вообще же отметим, что задача двух тел и ее решение подробнейшим образом исследованы и описаны в литературе (см., например, [1, 10, 11, 13, 14]). 




















2. Уравнения в вариациях
 для центрального поля

2.1 Уравнения первого приближения
      





       Рассмотрим движение точки в центральном силовом поле  в трехмерном евклидовом пространстве относительно репера . Пусть  - масса точки, а - ее координаты в этом репере, тогда возмущенное движение точки удовлетворяет следующим уравнениям Ньютона [5]: 

,            (2.1)



,,,


    Рассмотрим также начальные условия:


,                                                                                        (2.2)
     Кроме того, рассмотрим невозмущенные уравнения 

                                                                                                         (2.3)
и начальные условия 


 , .                                                                                     (2.4)   


       Если вычесть уравнения (2.3) из (2.1), для возмущений  получим:  
     Выпишем уравнения первого приближения:






                                                                       (2.5)


где    , .



       Если возмущающие ускорения предполагать малыми по сравнению с , а  считать начальным приближением задачи (2.1), (2.2), то уравнения (2.5), то есть уравнения

,                                                                (2.6)




называются уравнениями теории первого порядка по  [10, 12, 13]. Разность между  и  есть величина второго порядка по  .
2.2 Решение уравнений в вариациях


       Решение однородных уравнений (2.6) может быть достаточно сложным делом с технической точки зрения. В статье [2] Ю.С. Александровым был предложен способ нахождения решения этого уравнения для случая произвольного центрального потенциала. К сожалению, нахождение решения однородного уравнения – не главная сложность при решении неоднородных уравнений (2.6), так как в этом случае главная трудность - переход от решения однородной системы (2.6) к неоднородной (например, если использовать метод вариации постоянных), - тогда возникает задача интегрирования дроби, содержащей определители пятого и шестого порядка, элементы которых зависят от решения однородного уравнения и возмущений . В небесной механике, в случае движения точки в ньютоновском поле, специальными приемами добиваются различных упрощений [10]. В работах [3, 6, 7] использовалась идея, позволяющая существенно упростить решение неоднородных уравнений (2.6) для случая произвольного центрального поля. Она заключается в следующем:

а) для  выводится отдельное линейное дифференциальное уравнение второго порядка;  

б) это позволяет затем выписать три отдельных линейных дифференциальных уравнения для  с известными правыми частями: 

.                                             (2.7)

       Займемся выводом уравнения для . Дифференцируя получаем:


,     .                                                           

       Используя выражения для  из (2.6), получим:

.

       Подставляя сюда   из (2.3), получаем:

,                                                        (2.8)


где   . Использовав (2.3), (2.6), найдем выражение для : 





 

.                                                                 (2.9)
Дифференцируя (2.8) получаем:



       Используя (2.9) и некоторые преобразования получаем следующее урав-нение относительно : 

                                       (2.10) 




       Легко видеть, что наборы вида , где  – какой-то параметр, от которого зависит общее решение  невозмущенных уравнений, удовлетворяют однородной системе (2.6)  (т. е. (2.6), где  ). Следовательно из способа вывода получаем, что функция вида

                                                                                    (2.11)
является решением однородного уравнения (2.10).


       Проинтегрировав (2.10) от  до , получаем уравнение:



.
     Так как 


 то полагая 

             (2.12)
то есть считая, что начальные данные возмущенной и невозмущенной задач одинаковы, получаем 

.
       Итак, получили:

                (2.13)                                



       Если , ,- линейно независимые функции вида (2.11) , то любое решение однородного уравнения (2.13) представимо в виде:





,,– некоторые постоянные. Так можно найти решение однородной системы (2.13). Затем можно решить и неоднородные уравнения (2.7).

3 Эллиптическая задача двух тел
3.1 Основные формулы
       Рассмотрим уравнения (1.17) 


,             (3.1)






описывающие движение материальной точки массы   в относительной системе коорди-нат , начало  которой совпадает с точкой массы  . Для того, чтобы выписать решение этих уравнений, напомним понятия средней, эксцентрической и истинной аномалий и эллиптических элементов. Угловые элементы   отмечены на Рис. 3.1. 
[image: ]










Рис. 3.1: - нормаль к плоскости орбиты, - вектор линии узлов (пересечение плос-костей орбиты и ), - восходящий узел (точка орбиты, в которой координата  массы  меняет знак с – на +),- перицентр, а  - угловые элементы орбиты, причем 
[image: ]






Рис. 3.2: C - центр эллипса,- ближайшая к центральному телу его точка (перицентр),- его самая удаленная от центрального тела точка (апоцентр), - масса центрального тела (материальной точки), - масса тела (материальной точки), движущегося по эллиптической орбите,  - истинная аномалия,  - эксцентрическая аномалия.



       Эксцентрическая  и истинная  аномалии показаны на Рис. 3.2, а средняя аномалия определяется ниже в (3.2).      
       Приведем теперь формулы, представляющие общее решение уравнений (3.1) в случае эллиптического движения точки. Вначале приведем формулы, представляющие общее решение через эксцентрическую аномалию:





, ,            (3.2)                                                                               



(уравнение Кеплера),   , ,                                                    










где большая полуось , эксцентриситет , средняя аномалия  на эпоху  (момент прохождения точки через перицентр), долгота восходящего узла , наклон , аргумент перицентра  – элементы (произвольные постоянные), а эксцентрическая аномалия  и средняя аномалия  – функции времени .

       Связь элементов  с начальными данными

 



и известными интегралами (площадей  энергии  и Лапласа ) уравнений (3.1) дается следующими формулами [1, ч.II, §§1.02, 1.05]:


, 









       Кроме того, для величин ,, получаем:



Следующие формулы представляют общее решение уравнений (3.1) через истинную аномалию :  


 ,                     (3.3)    

                                           (3.4)                                                     



,   , .  
       Заметим, что формулы (3.3) следуют из (3.2) и равенств                                                    

 .
       Далее будут полезны также следующие формулы [1, 10, 13 - 16]: 


 




период обращения точки по орбите. 
       Будут полезны также следующие тригонометрические формулы:





   
3.2 Определение элементов орбиты 
по координатам и скоростям 
1. Исходные данные:

     

2. Элементы орбиты  и другие постоянные находятся по формулам [13, гл.V, §1]:

2.1 

2.2 

2.3 



2.3.1 При  орбита круговая и тогда полагают  (о вычислении  в этом случае см. ниже в 2.5).




2.3.2 Если , то ,  ,  находятся из равенств:




2.4   

       В 2.3, 2.4 надо учитывать, что 

2.5 Нахождение .


       Здесь, ради простоты, будем предполагать, что начальные данные (при необходимости) изменены так, что движение точки достаточно мало отличается от исходного и, в то же время, выполнено неравенство  - это позволит ограничиться одним вариантом формул для  (в том числе, и для кругового движения):










Если  то элементы  не определены, но мы предположили, что , и тогда  находятся по алгоритму:





       Если  , то 


 





       При  (круговое движение)  находят по этим же формулам, а  полагают равным нулю (см. выше 2.3.1).
3.3 Определение координат и скоростей по элементам орбиты
1. 
Нахождение координат, скоростей и радиуса по 


2. 

Нахождение  и  



 , , , 


3.4 Решение уравнения Кеплера
       Будем использовать метод простой итерации:



причем вычисления производятся до тех пор, пока  
3.5 Коррекция исходных данных




       В  п. 3.2.1.2 мы предполагали, что изменением исходных данных можно добиться, чтобы . Это неравенство будет выполнено, если направляющий вектор  плоскости Лапласа не будет ортогонален плоскости что равносильно неравенству  Используя равенства





выпишем соотношения, связывающие начальные данные , постоянные  и их приращения



       Учитывая исходные равенства для и пренебрегая нелинейными по приращениям слагаемыми, получаем:





       Если принять ненулевым только приращение , то получаем







то есть новыми составляющими вектора плоскости Лапласа (вместо ) будут  Так как не равны нулю одновременно (точка лежит на эллипсе), то   (то есть измененным начальным данным соответствует ненулевое наклонение). 

       Остается важный вопрос: как выбрать величину ? Прежде всего отметим, что из формул (см. выше в п.3.2.1.2)


следует, что

,
поэтому естественно положить

 


 где  требуемое отличное от нуля, но достаточно малое наклонение орбиты (настолько малое, чтобы при всех  координаты на исправленной орбите мало отличались от исходных). 







4. Управляемое малой тягой движение точки 
в поле Ньютона





      Далее будем рассматривать движение материальной точки массы в ньютоновском поле Солнца и под управлением малой тяги. Центр прямоугольной относительной системы координат расположим в центре Солнца. Будем использовать астрономическую систему единиц, то есть: в качестве единицы расстояния будем использовать среднее расстояние от Земли до Солнца, единицы массы – массу Солнца (), единицы времени – средние солнечные сутки. Кроме того, будем использовать обозначение , где   - всемирная гравитационная постоянная, а - постоянная Гаусса. Тогда возмущенные и невозмущенные уравнения будут следующими (см. (3.1)): 


,    (- управляющие ускорения малой тяги),             (4.1)

                                                                                              (4.2)




где   ,
4.1 Управляемое малой тягой движение в первом приближении
       Один из подходов к решению задач управления движением космического аппарата или, например, астероида основан на явном представлении этого движения как функции от известных возмущающих сил и управления, которое рассматривается также как «малое» (не известное заранее) возмущение. Так поступают, например, в работе [4] для нахождения оптимальных по расходу управлений в линейных задачах механики управляемого движения. В настоящем параграфе на основе результатов второй главы рассматривается в первом приближении задача о движении малого тела в центральном силовом поле Ньютона (эллиптический случай) под действием малой тяги. В следующем параграфе эти результаты применяются к случаю малого кусочно-полиномиального управления. Полученные в этих параграфах формулы можно в дальнейшем использовать для построения управления, удовлетворяющего тем или иным условиям. 

       Согласно (2.13), (2.7) уравнения для  будут следующими:

,                                                           (4.3)

                                          (4.4)
       Рассмотрим линейное неоднородное уравнение 

                                                                            (4.5)


относительно неизвестной функции  аргумента  Решение (4.5) дано в работе Хилла [17] (см. также [13], [12],[10] и [3]):



       При начальных условиях  получаем:

       (4.6)

где . На самом деле Хилл использовал более компактную форму равенства (4.6):

                                                       (4.7)
 Воспользовавшись (4.7), можно выписать решение задачи (4.3), (2.12):

              (4.8)

                           (4.9)


       Решение задачи (4.4), (2.12) получаем аналогично:






                                                                        (4.10)

        (4.11)
4.2 Случай кусочно-полиномиальной малой тяги
4.2.1 Формулы для возмущений

      Рассмотрим малые ускорения тяги  в виде:

                                        (4.12)

 


где  а - функция Хевисайда.

      Положим , и воспользуемся формулами Ганзена [15,16] 

            (4.13)
где

                 

.
      Тогда получаем из (4.8) - (4.11):







   
      Так как 


то





 

                      (4.14)











4.2.2 Алгоритм вычисления возмущений
      Приводимый ниже алгоритм можно использовать как для аналитических, так и для численных расчетов. 
Исходные данные:


, 



    
Параметры:

 (коэффициенты – см. (4.12) )


 (значения истинной аномалии  в начале и в конце действия тяги)

 (количество удерживаемых слагаемых в (4.13))

 (степень полинома, см. (4.12))
Вычисляемые постоянные:


Функции:
1. Координаты и скорости в невозмущенном движении


,   

               
2. Истинная аномалия (по заданному времени)     

 


, .


3. Полиномиальное ускорение тяги


                



4. Вычисление 

5. Вычисление :









 6. Вычисление 



Программа (вычисление возмущений для ):
1. 

Вычисление , 


        
2. 

Вычисление , 

        



Заключение и Выводы
      Перечислим полученные в работе результаты и обсудим перспективы их дальнейшей разработки.
        Полученные автором результаты:
1. В разделе 2.2 второй главы описан новый метод решения уравнений в вариациях для произвольного центрального поля, предложенный автором и тремя соавторами в работах [6, 7].
2. В разделе 3 собраны в необходимом для данного исследования виде формулы по алгоритмам задачи двух тел: определение элементов орбиты по координатам и скоростям; определение координат и скоростей по элементам орбиты. Для упрощения алгоритмов предложена процедура коррекции исходных данных.  
3. В разделе 4 (на основе результатов раздела 2) получены новые формулы вычисления возмущений в прямоугольных относительных координатах для задачи о нахождении управляемого малой тягой движения точки в поле Ньютона. Эти формулы могут использоваться как для получения аналитических приближенных формул для возмущений, так и для численных расчетов. В первом случае предполагается, что малая тяга - кусочно-полиномиальная по истинной аномалии функция, а при численных расчетах на малую тягу никаких ограничений, кроме кусочной непрерывности не накладывается.
4. В разделе 4.2 рассмотрен случай кусочно-полиномиальной по истинной аномалии малой тяги и предложен соответствующий алгоритм вычисления возмущений.
5. На основе упомянутых выше результатов в Приложениях I, II, III, IV предложены: 
– Алгоритмы для эллиптической задачи двух тел.
– Программы для эллиптической задачи двух тел.
– Алгоритмы нахождения возмущений при управлении малой тягой.
– Программы нахождения возмущений при управлении малой тягой.
–  Пример: астероид Апофис.
       Перспективы. Говоря о перспективах продолжения настоящей работы, естественно отметить три ее направления:
– Применение предложенного метода возмущений к различным реальным задачам.
– Оценка величины необходимой малой тяги. 
– Применение этого метода в реальных задачах о нахождении возмущений в координатах малых тел, движущихся в неньютоновых центральных полях под действием малой тяги той или иной структуры. 
– Постановка и решение различных задач управления движением тела.






















Список литературы
1. Абалакин, В.  Справочное руководство по небесной механике и астродинамике. Под ред. Г. Дубошина / В. Абалакин, Е. Аксёнов, Е. Гребеников, В. Демин, Ю. Рябов // М.: Наука, 1976. 864 с.
2. Александров, Ю.  Решение уравнений в вариациях в задаче о движении точки в центральном поле сил. / Ю. Александров // Космические Исследования. Т. XVIII. Вып. 4. 1980. С. 483– 489. 
3. Бабаджанянц, Л. Аналитические методы вычисления возмущений в прямоугольных координатах планет / Л. Бабаджанянц // Наблюдения ИСЗ. 62. 1971. С. 5-21.
4. Бабаджанянц, Л. Управление по критерию расхода в механических системах / Л. Бабаджанянц, Ю. Потоцкая  // Изд. СПбГУ, 2003. 132 с.
5. Бабаджанянц, Л. Классическая механика / Л. Бабаджанянц, Ю. Пупышев, Ю. Пупышева // СПб. СОЛО. 2007. 240 с.
6. Бабаджанянц, Л. Об уравнениях в вариациях в задаче о движении точки в возмущенном центральном поле / Л. Бабаджанянц, А. Брэгман, К. Брэгман, П. Касикова // НП «Сибак», Сборник статей XXXI Межд. Конф., Секция 7: Аэрокосмическая техника и технологии. №2(27). 2014. C. 83-91.
7. Бабаджанянц, Л. К задаче о движении точки в возмущённом центральном поле: о построении рядов по малому параметру / Л. Бабаджанянц, А. Брэгман, К. Брэгман, П. Касикова // Астрономический циркуляр. Государствен-ный астроном. институт им. П.К. Штернберга МГУ, № 1608. 2014. С. 1-3.
8. Бабаджанянц, Л. К Интегрирование уравнений движении материальной точки в центральных полях и уравнения в вариациях / Л. Бабаджанянц, А. Брэгман, К. Брэгман, Л. Петросян. // Технические науки — от теории к практике / Сб. ст. по материалам XLVIII - XLIX  междунар. науч.-практ. конф. № 7-8 (44) . Новосибирск: Изд. «СибАК», 2015, C. 78-93.
9. Бабаджанянц, Л. Управляемое движение малого тела в силовом поле Ньютона / А. Брэгман,  К. Брэгман, Л. Петросян // Технические науки — от теории к практике / Сб. ст. по материалам XLVIII - XLIX  междунар. науч.-практ. конф. № 7-8 (44) . Новосибирск: Изд. «СибАК», 2015, C. 94-104.
10. Брауэр, Д.  Методы небесной механики / Д. Брауэр, Дж. Клеменс // М.: Мир, 1964.  515 с.
11. Дубошин, Г. Небесная механика. Основные задачи и методы. 3-е изд. / Г. Дубошин // М.: Наука, 1975.  800 c.
12. Проскурин, Г. Теория движения Цереры. Часть первая. Абсолютные возмущения Цереры первого порядка относительно возмущающих масс / Г. Проскурин// Труды ИТА, вып.2, 1952.
13. Субботин, М. Введение в теоретическую астрономию / М. Субботин // М.: Наука, 1968.  800 с.
14. Холшевников, К. Задача двух тел / К. Холшевников, В. Титов // – СПб: Изд-во С.-Петеб. Ун-та, 2007. 180 с.
15. Brumberg, V. Analytical Techniques of Celestial Mechanics / V. Brumberg // Springer, Berlin, Germany, 1995.
16. Brumberg, V. Brumberg E. V.: Celestial Dynamics at High Eccentricities / V.  Brumberg, E. Brumberg  // Gordon and Breach, Amsterdam, 1999.
17. Hill, G. A method of computing of absolute perturbations / G. Hill// Astr. Nachr. 83, 1874. 
18. Wolfram Mathematica Documentation Center. 
   URL: http://reference.wolfram.com/mathematica/guide/Mathematica.html









Приложения I - IV
       В Приложении I предлагаются алгоритмы и программы в Wolfram Mathematica [18] для эллиптической задачи двух тел, используемые в Приложении II. В Приложении II алгоритм п. 4.2 применяется к случаю движения точки в центральном силовом поле Солнца под действием малого кусочно-полиномиального управления и при отсутствии других возмущающих сил: предлагается алгоритм и программа на языке Wolfram Mathematica [18].
Приложение I
Алгоритмы и программы эллиптической задачи двух тел
А. Алгоритмы эллиптической задачи двух тел
       При написании этих алгоритмов мы опирались на материал раздела 3.
А.1.  Алгоритмы для определения элементов оскулирующей

в эпоху  эллиптической орбиты


       Полагаем  («ноль»). Исходные данные задаются в астрономической системе единиц (средние солнечные сутки, масса Солнца, астрономическая единица):  
Алгоритм OEE (Osculating Elliptic Elements)





  








 


Далее предполагаем, что  (см. п. 3.2.1.2), а точнее  предполагаем, что .


Элементы  и начальное значение истинной аномалии  находим при помощи  формул: 





,        

 


.

Элементы  находим при помощи  формул:







  



Найдены все элементы .
А.2 Алгоритмы для определения декартовых координат точки, 
движущейся по эллиптической орбите



Полагаем  («ноль»). Исходные данные в астрономической системе единиц (средние солнечные сутки, масса Солнца, астрономическая единица):  
Алгоритм ECC (Elliptic Cartesian Coordinates)



 


 ,

.



Алгоритм TTA (Time  True Anomaly, нахождение  по ) 






.



Алгоритм TAT (True Anomaly  Time, нахождение  по ) 




.


Алгоритм СCC (Cartesian Coordinates Correction)
Выясняем требуется ли коррекция и, если надо, то корректируем: 


 , где   вычисляется по алгоритму:





Возвращаем новое значение  


B. Программы эллиптической задачи двух тел
В.1.  Программы для определения элементов оскулирующей

в эпоху  эллиптической орбиты
       
Программа OEE (Osculating Elliptic Elements)
In[1]:= $PreRead=(#/.s_String/;StringMatchQ[s,NumberString]&&Precision@ToExpression@s==MachinePrecision:>s<>"`100."&);
xj0={0.651159961514817623222648396212993245184573296890391844596648701358093844553406124861560155346374812715808988690758015332337207297728952,-0.36248574973479371707335239143167153018099735664966719537325821126263016538112051664613513245188750757799957877858511105427643335977493,0.034894440321605034274943271912233352992173758768432783040407716132418638496553486341339244519510980445525316537274701682237681642652186};
dxj0={0.010596273845039328272494222343250165369452028065679985963587687780870997945086099531240932789059958711562192385114641402562700140369295,0.018962673839958977231307880334826256517997912977160134560668189874154967372311936421140472746318354600552044619755644952080898035564629,-0.000749982663174699743839494584788758296086808045526223216071519782344558784920716293435957343424388258367381725512003757893830441536298};
Length[Subscript[x,j0]]==Length[Subscript[dx,j0]]
m=1.36*10^(-20);
k=0.01720209895;
\[Mu]=k^2(1+m);
r0=(Sqrt[\!\(
\*UnderoverscriptBox[\(\[Sum]\), \(k = 1\), \(3\)]
\*SuperscriptBox[\(xj0[[k]]\), \(2\)]\)]);
dr0=r0^(-1)*Sum[xj0[[k]]*dxj0[[k]],{k,3}];
vIn2=dxj0[[1]]^2+dxj0[[2]]^2+dxj0[[3]]^2;
Out[4]= True
In[11]:= (*a=0.92234*)
a=1/(2/r0-(dxj0[[1]]^2+dxj0[[2]]^2+dxj0[[3]]^2)/\[Mu])
Out[11]= 0.922340000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
In[12]:= (*e=0.19111*)
e=Sqrt[(\[Mu]^(-1/2)*a^(-1/2)*r0*dr0)^2+(1-r0/a)^2]
Out[12]= 0.191110000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
In[13]:= (*i=0.0581544*)
c3=xj0[[1]]*dxj0[[2]]-xj0[[2]]*dxj0[[1]];
p=a(1-e^2);
ii=ArcCos[c3/(\[Mu]*p)^(1/2)]
Out[15]= 0.05815440000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
In[16]:= (*\[CapitalOmega]=3.5680115*)
c1=xj0[[2]]*dxj0[[3]]-xj0[[3]]*dxj0[[2]];
c2=xj0[[3]]*dxj0[[1]]-xj0[[1]]*dxj0[[3]];
Subscript[g,s]=N[c1/(Sin(ii) Sqrt[\[Mu] *p]),100];
Subscript[g,c]=N[-c2/(Sin(ii) Sqrt[\[Mu] *p]),100];
\[CapitalOmega]=If[
Subscript[g,s]>=0 && Subscript[g,c]>=0,N[ArcSin[Subscript[g,s]],100],
If[Subscript[g,c]<=0,
	N[Pi-ArcSin[Subscript[g,s]],100],N[2*Pi+ArcSin[Subscript[g,s]],100]]]
Out[20]= 3.5680115000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
In[28]:= (*\[Omega]=2.2064103;*)
\[Lambda]1=-\[Mu]*xj0[[1]]*r0^(-1)+dxj0[[2]]*c3-dxj0[[3]]*c2;

\[Lambda]2=-\[Mu]*xj0[[2]]*r0^(-1)+dxj0[[3]]*c1-dxj0[[1]]*c3;

\[Lambda]3=-\[Mu]*xj0[[3]]*r0^(-1)+dxj0[[1]]*c2-dxj0[[2]]*c1;

qc=Cos[ii];
ds=\[Lambda]3/(\[Mu]*e*Sin[ii]);

dc=If[Abs[Subscript[g, c]]>=  Abs[Subscript[g, s]],
(\[Lambda]1/(\[Mu]*e)+ds*Subscript[g, s]*qc)/Subscript[g, c],
(\[Lambda]2/(\[Mu]*e)-ds*Subscript[g, c]*qc)/Subscript[g, s]
];

\[Omega]=If[ds>= 0 && dc>=0,ArcSin[ds],
If[dc<= 0,Pi-ArcSin[ds], 2*Pi+ArcSin[ds]]
]
Out[34]= 2.206410300000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
\[Alpha]1=\[Mu]^(-1/2)*a^(-1/2)*r0*dr0;

\[Alpha]2=1-r0/a;

E0=If[\[Alpha]1>= 0&&\[Alpha]2>= 0,ArcSin[\[Alpha]1/e],
If[\[Alpha]2<= 0,Pi-ArcSin[\[Alpha]1/e],
2*Pi-ArcSin[\[Alpha]1/e]
]
];
M0=E0-e*Sin[E0]
0.*10^-133

В.2 Программы для определения декартовых координат точки, 
движущейся по эллиптической орбите

Программа ECC (Elliptic Cartesian Coordinates)
CalcAnomaly[e_,M_]:=Block[{\[Epsilon],E,Eprev},\[Epsilon]=10^-11;Eprev=M;E=M+e*Sin[Eprev];
While[Abs[E-Eprev]>=\[Epsilon],Eprev=E;E=M+e*Sin[Eprev]];E];
CalcTTA[m_,a_,M0_,t0_,t_,e_]:=Block[{n,\[Alpha],\[Beta],v,E,M,\[Mu],k},
k=0.01720209895;
\[Mu]=k^2*(1+m);
n=Sqrt[\[Mu]/a^3];
M=M0+n*(t-t0);
E=CalcAnomaly[e,M];
\[Alpha]=Sqrt[(1+e)/(1-e)]*Tan[E/2];
\[Beta]=ArcSin[(2*\[Alpha])/(1+\[Alpha]^2)];
v=If[0<=\[Alpha]<=1,\[Beta], If[\[Alpha]^2>=1,Pi-\[Beta],2*Pi+\[Beta]]];
v];
m=1.3574*10^-20;
a=0.92234;
M0=3.53420;
t0=0;
t=100;
e=0.19111;
Print["v = "<> ToString[ CalcTTA[m,a,M0,t0,t,e]]];
v = 5.1519




Программа TTA (Time  True Anomaly, нахождение  по ) 
CalcAnomaly[e_,M_]:=Block[{\[Epsilon],E,Eprev},\[Epsilon]=10^-11;Eprev=M;E=M+e*Sin[Eprev];
While[Abs[E-Eprev]>=\[Epsilon],Eprev=E;E=M+e*Sin[Eprev]];E];
CalcTTA[m_,a_,M0_,t0_,t_,e_]:=Block[{n,\[Alpha],\[Beta],v,E,M,\[Mu],k},
k=0.01720209895;
\[Mu]=k^2*(1+m);
n=Sqrt[\[Mu]/a^3];
M=M0+n*(t-t0);
E=CalcAnomaly[e,M];
\[Alpha]=Sqrt[(1+e)/(1-e)]*Tan[E/2];
\[Beta]=ArcSin[(2*\[Alpha])/(1+\[Alpha]^2)];
v=If[0<=\[Alpha]<=1,\[Beta], If[\[Alpha]^2>=1,Pi-\[Beta],2*Pi+\[Beta]]];
v];
m=1.3574*10^-20;
a=0.92234;
M0=3.53420;
t0=0;
t=100;
e=0.19111;
Print["v = "<> ToString[ CalcTTA[m,a,M0,t0,t,e]]];
v = 5.1519



Программа TAT (True Anomaly  Time, нахождение  по ) 
CalcTAT[e_,v_,m_,M0_,t0_]:=Block[{\[Alpha],\[Beta],E,n,M,t,k},
\[Alpha]=Sqrt[(1+e)/(1-e)]*Tan[v/2];
\[Beta]=ArcSin[(2*\[Alpha])/(1+\[Alpha]^2)];
E=If[0<=\[Alpha]<=1,\[Beta], If[\[Alpha]^2>=1,Pi-\[Beta],2*Pi+\[Beta]]];
k=0.01720209895;
\[Mu]=k^2*(1+m);
n=Sqrt[\[Mu]/a^3];
M=E-e*Sin[E];
t=(M-M0)/n+t0;
t];
m=1.3574*10^-20;
M0=3.53420;
t0=0;
v=5.1519;
e=0.19111;
Print["t = "<> ToString[ CalcTAT[e,v,m,M0,t0]]];
t = 83.4694
Программа СCC (Cartesian Coordinates Correction)
$PreRead=(#/.s_String/;StringMatchQ[s,NumberString]&&Precision@ToExpression@s==MachinePrecision:>s<>"`100."&);

CalcCCC[c1_,c2_,m_,x_,xd_]:=Block[{\[Epsilon],\[Epsilon]1,r0,rd0,a,\[Mu],\[Alpha]1,\[Alpha]2,e,p,sini,x3d},
k=0.01720209895;
\[Mu]=k^2*(1+m);
\[Epsilon]=10^-11;
\[Epsilon]1=10*\[Epsilon];
r0=Sqrt[x[[1]]^2+x[[2]]^2+x[[3]]^2];
rd0=r0^-1*\!\(
\*UnderoverscriptBox[\(\[Sum]\), \(j = 1\), \(3\)]\(x[\([\)\(j\)\(]\)]*xd[\([\)\(j\)\(]\)]\)\);
a=(2*r0^-1-\[Mu]^-1*rd0^2)^-1;
\[Alpha]1=\[Mu]^(-1/2)*a^(-1/2)*r0*rd0;
\[Alpha]2=1-a*r0^-1;
e=Sqrt[\[Alpha]1^2+\[Alpha]2^2];
p=a*(1-e^2);
sini=Sqrt[c1^2+c2^2]*1/Sqrt[\[Mu]*p];
x3d=xd[[3]];
If[sini<\[Epsilon]1,x3d=\[Epsilon]1*(x[[1]]^2+x[[2]]^2)^(-1/2)*Sqrt[\[Mu]*p]];
x3d];
c1=-0.0003898338626;
c2=0.00085810972741;
m=m=1.3574*10^-20;
x={0.65115,-0.36248,0.03489};
xd={0.01059,0.01896,-0.00074998};
Print["x3d = "<> ToString[ CalcCCC[c1,c2,m,x,xd]]]
x3d = -0.0007499800000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000















Приложение II
Алгоритмы и программы нахождения возмущений

А. Алгоритмы при управлении малой тягой

       Здесь, опираясь на результаты п.4.2.2, мы опишем алгоритм вычисления возмущенных декартовых координат точки, движущейся под действием ку-сочно-полиномиальной малой тяги. 
Алгоритм MAIN




MULT , 
Вывести отдельно каждый график функций 



Алгоритм MULT (Motion Under Low Thrust)

Возвращает 


Исходные данные:  («ноль»), 





Параметры: , 

1. Постоянные: 

2. При помощи программы CСС находим скорректированный  аргумент  


3. При помощи программы OEE находим соответствующие скорректированному   элементы 

4. Находим 



               

5. Вычисляем  при помощи программы CULT. Возвращаем эти величины.


6. Рисуем график для  и траекторию   
Алгоритм CULT (Coordinates Under Low Thrust)

Аргументы: 

1. При помощи программы ECC находим 

2. При помощи программы PULT находим 
3. Находим:



4. Возвращаем 
Алгоритм PULT (Perturbations Under Low Thrust)



Нахождение , ,  .



При  возвращаются значения , далее приводится алгоритм вычисления этих величин при .
(*

Приводимые ниже исходные данные, параметры, вычисляемые постоянные и функции должны быть доступны в этой программе, а функции  должны быть предвычислены как аналитические выражения. *)
Исходные данные:


, 
Параметры:

 (коэффициенты – см. (4.12) )


 (значения истинной аномалии  в начале и в конце действия тяги)

 (количество удерживаемых слагаемых в (4.13))

 (степень полинома, см. (4.12))
Вычисляемые постоянные:



    



 (коэффициенты Ганзена)
Функции:
1. Координаты невозмущенного движения


,                  
2. Полиномиальное ускорение тяги


                



3. Вычисление 

4. Вычисление :





,



 5. Вычисление 



6. Программа (вычисление возмущений для ):
6.1 

 Вычисление , 



6.2 

 Вычисление , 
B. Программы нахождения движения точки,
 управляемой кусочно-полиномиальной малой тягой
$PreRead=(#/.s_String/;StringMatchQ[s,NumberString]&&Precision@ToExpression@s==MachinePrecision:>s<>"`100."&);
Initial data
In[1]:= 
a=0.92234;
e=0.19111;
i=0.0581544;
\[Omega]=2.2064103;
\[CapitalOmega]=3.5680115;
M0=10^(-11);
k=0.01720209895;
m=1.3574*10^-20;
\[Mu]=k^2(1+m);
\[Beta]=e/(1+Sqrt[1-e^2]);
n=Sqrt[\[Mu]/a^3];
p=a*(1-e^2);
In[13]:= 
v1=0;
v2=Pi/8;
\[CapitalGamma]=15;
L=3;
Calculated constants
In[17]:= 
A={-Sin[\[Omega]]*Cos[\[CapitalOmega]]-Cos[\[Omega]]*Sin[\[CapitalOmega]]*Cos[i],
-Sin[\[Omega]]*Sin[\[CapitalOmega]]+Cos[\[Omega]]*Cos[\[CapitalOmega]]*Cos[i],
Cos[\[Omega]]*Sin[i]};
B={Cos[\[Omega]]*Cos[\[CapitalOmega]]-Sin[\[Omega]]*Sin[\[CapitalOmega]]*Cos[i],
Cos[\[Omega]]*Sin[\[CapitalOmega]]+Sin[\[Omega]]*Cos[\[CapitalOmega]]*Cos[i],
Sin[\[Omega]]*Sin[i]};
A1=N[A[[1]]]
A2=N[A[[2]]]
A3=N[A[[3]]]
B1=N[B[[1]]]
B2=N[B[[2]]]
B3=N[B[[3]]]
Out[19]= 0.487513
Out[20]= 0.872434
Out[21]= -0.0345052
Out[22]= 0.872785
Out[23]= -0.485859
Out[24]= 0.0467709
In[25]:= Y\[Tau]\[Gamma]=Function[{\[Tau],\[Gamma]},(\[Tau]+\[Gamma]-1)!/((\[Tau]-1)!*\[Gamma]!)*(1-\[Beta]^2)/(1+\[Beta]^2)^\[Tau]*Hypergeometric2F1[-\[Tau]+1,-\[Tau]+1+\[Gamma],1+\[Gamma],\[Beta]^2]];
Functions
Coordinates of the unperturbed motion
In[26]:= r0=Function[v,p/(1+e*Cos[v])];
x0={Function[v,r0[v]*(A1*Sin[v]+B1*Cos[v])],
    Function[v,r0[v]*(A2*Sin[v]+B2*Cos[v])],
    Function[v,r0[v]*(A3*Sin[v]+B3*Cos[v])]};
x0[[1]][Pi/8]
x0[[2]][Pi/8]
x0[[3]][Pi/8]
Out[28]= 0.749942
Out[29]= -0.0868662
Out[30]= 0.0226635
Polynomial thrust acceleration
In[31]:= u1=Function[v,0.001*\[Mu]/r0[0]^2*(0.4+0.1*v+0.1*v^2)];
u2=Function[v,0.001*\[Mu]/r0[0]^2*(0.3+0.1*v+0.1*v^2)];
u3=Function[v,0.001*\[Mu]/r0[0]^2*(0.2+0.1*v+0.1*v^2)];
u1[Pi/8]
u2[Pi/8]
u3[Pi/8]
Out[34]= 2.41723*10^-7
Out[35]= 1.88561*10^-7
Out[36]= 1.35399*10^-7
Calculate \[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau](v)
In[37]:= \[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau]=Function[{v,\[Tau]},Y\[Tau]\[Gamma][\[Tau],0]+2*Sum[(-\[Beta])^\[Gamma]*Y\[Tau]\[Gamma][\[Tau],\[Gamma]]*Cos[\[Gamma]*v],{\[Gamma],1,\[CapitalGamma]}]];
Simplify[r0[Pi/8]/a-\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][Pi/8,1]]
\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][v,3]
In[40]:= 
v1=0;
Du1=Function[v,3.9662708948358403*^-7 (0.1+0.2 v)];
Du2=Function[v,3.9662708948358403*^-7 (0.1+0.2v)];
Du3=Function[v,3.9662708948358403*^-7 (0.1+0.2v)];
Du1[Pi/8]
Du2[dv];
Du3[dv];


Out[44]= 7.08137*10^-8
In[47]:= c1=x0[[1]][v1](u1[v1]-Du1[v1])
c2=x0[[2]][v1](u2[v1]-Du2[v1])
c3=x0[[3]][v1](u3[v1]-Du3[v1])
Out[47]= 1.12641*10^-7
Out[48]= -4.34343*10^-8
Out[49]= 2.32611*10^-9
In[50]:= T1=Function[{dv,v},a^4*u1[dv]*\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][dv,1]*(A[[1]]*Sin[dv]+B[[1]]*Cos[dv])*\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][dv,3]*Sin[v-dv]];
T2=Function[{dv,v},a^4*u2[dv]*\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][dv,1]*(A[[2]]*Sin[dv]+B[[2]]*Cos[dv])*\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][dv,3]*Sin[v-dv]];
T3=Function[{dv,v},a^4*u3[dv]*\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][dv,1]*(A[[3]]*Sin[dv]+B[[3]]*Cos[dv])*\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][dv,3]*Sin[v-dv]];
T1[dv,v]
T2[dv,v]
T3[dv,v]
In[56]:= J1=Function[{dv,v},a^4*(\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][dv,1]*(A1*Sin[dv]+B1*Cos[dv])*Du1[dv]+c1)*\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][dv,3]*Sin[v-dv]];
J2=Function[{dv,v},a^4*(\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][dv,1]*(A2*Sin[dv]+B2*Cos[dv])*Du2[dv]+c2)*\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][dv,3]*Sin[v-dv]];
J3=Function[{dv,v},a^4*(\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][dv,1]*(A2*Sin[dv]+B2*Cos[dv])*Du3[dv]+c3)*\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][dv,3]*Sin[v-dv]];
J1[dv,v]
J2[dv,v]
J3[dv,v]
K1=Function[{dv,v},FullSimplify[3T1[dv,v]-2J1[dv,v]]];
K2=Function[{dv,v},FullSimplify[3T2[dv,v]-2J2[dv,v]]];
K3=Function[{dv,v},FullSimplify[3T3[dv,v]-2J3[dv,v]]];
(*P1=Function[{dv,v},FullSimplify[K1[dv,v]]]
P2=Function[{dv,v},FullSimplify[K2[dv,v]]]
P3=Function[{dv,v},FullSimplify[K3[dv,v]]]
P1[dv,v]
P1[dv,v]
P1[dv,v]*)

Calculate Zu(v)
Z1u=Function[v,a^4*Integrate[K1[dv,v],{dv,v1,v}]];
Z2u=Function[v,a^4*Integrate[K2[dv,v],{dv,v1,v}]];
Z3u=Function[v,a^4*Integrate[K3[dv,v],{dv,v1,v}]];
Z1u[v]
Z2u[v]
Z3u[v]
Zu=Function[v,Z1u[v]+Z2u[v]+Z3u[v]];
N[Zu[v]]
Zut=Function[v,Zu[v]]
s=Function[v,\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][v,1]*a/(\[Mu]*p)*2.949423354136017`*^-9];
s[v]
Calculate Xju(v)
X1u=Function[v,Integrate[(u1[dv]*\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][dv,3]*a^3+3/p*(A1*Sin[dv]+B1*Cos[dv])Zu[dv])*(Sin[v]*Cos[dv]-Sin[dv]*Cos[v]),{dv,v1,v}]];
X2u=Function[v,Integrate[(u2[dv]*\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][dv,3]*a^3+3/p*(A2*Sin[dv]+B2*Cos[dv])Zu[dv])*(Sin[v]*Cos[dv]-Sin[dv]*Cos[v]),{dv,v1,v}]];
X3u=Function[v,Integrate[(u3[dv]*\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][dv,3]*a^3+3/p*(A3*Sin[dv]+B3*Cos[dv])Zu[dv])*(Sin[v]*Cos[dv]-Sin[dv]*Cos[v]),{dv,v1,v}]];
X1u[Pi/8]
X2u[Pi/8]
X3u[Pi/8]
Calculation of perturbations for v\[Element][v1,v2]
\[Delta]x1=Function[v,\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][v,1]*a/(\[Mu]*p)*X1u[v]];
\[Delta]x2=Function[v,\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][v,1]*a/(\[Mu]*p)*X2u[v]];
\[Delta]x3=Function[v,\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][v,1]*a/(\[Mu]*p)*X3u[v]];
\[Delta]x1[Pi/8]
\[Delta]x2[Pi/8]
\[Delta]x3[Pi/8]
Zu[Pi/8]
X1u[Pi/8]
s=Function[v,\[CapitalPsi]\[CapitalGamma]\[Tau][v,1]*a/(\[Mu]*p)*Zu[v]];
s[Pi/8]
\[Delta]r=Function[v,1/(\[Mu]*p)*3.433776500160536`*^-8];
\[Delta]r[Pi/8]



Приложение III: Схемы отладки программ
      Отладка предлагаемых программ – необходимый элемент завершающей стадии работы. Мы рассматриваем здесь схемы отладки, так как предполагаем, что в дальнейшем как сами задачи, так алгоритмы и соответствующие программы могут изменяться, и наличие предлагаемых здесь схем облегчит отладку и измененных программ.
A. Уравнение движения и уравнения в вариациях 

при аргументе  
      (a) Рассматривается возмущенная (управлением – малой тягой) задача двух тел в центральном поле Ньютона (в относительной системе координат с центром в Солнце и с использованием астрономической системы единиц)



, ,                                       (1)
и соответствующая невозмущенная задача                                        



                         (2)
и общие начальные условия


,                            (3)


  










Здесь  - истинная аномалия в невозмущенном эллиптическом движении,  ,  - постоянная Гаусса (),  - компоненты малой тяги, а  - компоненты ускорения от этой тяги. Мы хотим переписать эти уравнения в терминах производных по  вместо  Для этого надо вторые производные в (1), (2) переписать через производные (первого и второго порядка) по , а также переписать соответствующим образом начальные условия (3).  Так как



 ,    

   то для (любой) функции  последовательно получаем:






  




Теперь перепишем (1) - (3) в искомом виде:








,  

             (4)

                                                           (5)


,                            (6)

      (b) Возмущения  удовлетворяют уравнениям 


                                                    (7)
Так же, как в (a) получаем задачу Коши

            (8)

                                                                                               (9)

      (c) Величину  также можно проверить численным интегрированием задачи Коши для этой функции. Так как 


,  ,

,
то аналогично предыдущим выкладкам получаем эту задачу:





.
В. Схема отладки программы для 
эллиптической задачи двух тел


 (a) при помощи программ ECC, TTA, TAT и CCC для эллиптической задачи двух тел (см. раздел B Приложения I) по заданным эллиптическим элементам  находим величины  ;



(b) по полученным   и скоростям  при помощи программы OEE находим эллиптические элементы ;


(c) кроме того, величины  находим численным интегрированием по  задачи Коши (5), (6).





С. Схема отладки программы при 
управлении малой тягой
1. Проверка малости по модулю величины (см. (4.13))



,  ; ; 
Аналитически и численно.

2. Вычисление . Проверка малости по модулю величины 


Аналитически и численно.

3. Вычисление . Проверка малости по модулю величины

 
Аналитически и численно.

4. Вычисление . Проверка малости по модулю величин


Аналитически и численно.

5. Вычисляем численно при помощи задач Коши (4), (5), (6) и (8), (9) величины 

6. Вычисляем 


	
и сравниваем с вычисленными в пункте 5.

7. Вычисляем , 


и сравниваем с вычисленными в пункте 5.



1. Приложение IV: Пример –  астероид Апофис
В качестве примера рассмотрим астероид Апофис: 




Для вычислений необходимо знать еще начальные данные  , и  , которые вычисляем по формулам:


,                  



           

      Положим  (это означает, что точка в начальный момент находится в перигелии). 

      Теперь выберем модель ускорения от малой тяги , предполагая её малой по сравнению с ускорением от Солнца. Положим




где  - полиномы степени :



      При отладке мы использовали значения .
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