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Ââåäåíèå

Êâàäðîêîïòåðû � ýòî áåñïèëîòûå ëåòàòåëüíûå àïïàðàòû, ïîëó÷èâøèå øèðîêîå ðàñïðî-

ñòðàíåíèå áëàãîäàðÿ ìàíåâðåííîñòè, ïðîñòîòå è êîìïàêòíîñòè êîíñòðóêöèè. Äî íàñòî-

ÿùåãî âðåìåíè óïðàâëåíèå ÷åòûðüìÿ íåçàâèñèìûìè âèíòàìè áûëî ïðàêòè÷åñêè íåâîç-

ìîæíî áåç ïîìîùè ýëåêòðîíèêè. Îäíàêî ñíèæåíèå ñòîèìîñòè ñîâðåìåííûõ ìèêðîïðî-

öåññîðîâ îáåñïå÷èëî ïðîðûâ â îáëàñòè óïðàâëåíèÿ êâàäðîêîïòðåðàìè äëÿ êîììåð÷å-

ñêèõ, âîåííûõ è äàæå ëþáèòåëüñêèõ öåëåé. Â îòëè÷èå îò âåðòîëåòà, øåñòü ñòåïåíåé

ñâîáîäû êâàäðîêîïòåðà îáåñïå÷èâàþòñÿ áåç ïîìîùè àâòîìàòà ïåðåêîñà, ÷òî çíà÷èòåëü-

íî óïðîùàåò êîíñòðóêöèþ âèíòîâ è ñíèæàåò ñòîèìîñòü ïðîèçâîäñòâà.

Îäíàêî áåñïèëîòíûì óñòðîéñòâàì òðåáóþòñÿ êà÷åñòâåííûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ.

Íåîáõîäèìîñòü âûçâàíà âûñîêèì òðåáîâàíèÿì ê òî÷íîñòè ñòàáèëèçàöèè ïðè îãðàíè÷åí-

íîì çàïàñå ýíåðãèè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ íà ïðèìåðå çàäà÷è ñòàáèëè-

çàöèè ïîëîæåíèÿ êâàäðîêîïòåðà ïî ïîêàçàíèÿì áîðòîâûõ ñåíñîðîâ (ãèðîñêîïà è àêñå-

ëåðîìåòðà).

Öåëü ðàáîòû � ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì äëÿ îïòèìèçàöèè ðåãóëÿòîðîâ â çàäà÷àõ

ñòàáèëèçàöèè ïîë¼òà êâàäðîêîïòåðà. Íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ïàðàìåòðè÷åñêóþ îïòèìèçà-

öèþ ñèñòåìû, îöåíèòü êà÷åñòâî îïòèìèçèðîâàííûõ ðåãóëÿòîðîâ ïî íåñêîëüêèì êðèòå-

ðèÿì è âûèãðûø îïòèìèçèðîâàííîãî ðåãóëÿòîðà ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûìè. Ñðàâíèòü

ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ðåãóëÿòîðû ïî êðèòåðèÿì òî÷íîñòè,

ñêîðîñòè ñòàáèëèçàöèè, âåëè÷èíå ýíåðãåòè÷åñêèõ çàòðàò è îòñóòñòâèþ ïåðåðåãóëèðîâà-

íèÿ.

Àêòóàëüíîñòü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âûçâàíà òåì, ÷òî øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûõ

ïîäõîäîâ ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ ìîæåò áûòü íå äîñòàòî÷íî â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ. Ïîñòî-

ÿííîå íàëè÷èå øóìîâ â êàíàëå èçìåðåíèé, âûçâàííûõ íåñîâåðøåíñòâîì äàò÷èêîâ, èëè

âîçìóùåíèÿìè, íàïðèìåð â âèäå ñëó÷àéíûõ ïîðûâîâ âåòðà, óñëîæíÿþò çàäà÷ó ñòàáèëè-

çàöèè. Ñòàáèëèçèðóþùèå óïðàâëåíèÿ òðåáóþò ðàñ÷åòà ñ ó÷åòîì êîíêðåòíûõ óñëîâèé.

Òàê ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíûì ðàñøèðåíèå ìåòîäîâ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ, îäíèì èç êîòî-

ðûõ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ ïîçâîëÿåò

ðàññìîòðåòü øèðîêèé ñïåêòð âîçìóùåíèé è ïðîâîäèòü îïòèìèçàöèþ îäíîâðåìåííî ïî

âñåì ïàðàìåòðàì ñ ó÷¼òîì èõ âëèÿíèÿ â ñòðóêòóðå çàìêíóòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ. Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà ôèçè÷åñêîé ïîñòà-

íîâêå çàäà÷è. Â ïàðàãðàôàõ 1.1.1 � 1.1.3 ðàçäåëà 1.1 îïèñûâàåòñÿ óñòðîéñòâî è ïðèíöèï
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äâèæåíèÿ êâàäðîêîïòåðà, ïðèâïîîäèòñÿ ïîëíûé è ïîäðîáíûé âûâîä óðàâíåíèé äèíà-

ìèêè. Ïàðàãðàô 1.1.3 ñîäåðæèò ïîñòàíîâêó çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ïîëåòà êâàäðîêîïòåðà

ïî ïîêàçàíèÿì èçìåðåíèé áîðòîâûõ ñåíñîðîâ.

Â ðàçäåëå 2.1 ãëàâû 2 ïðîâîäèòñÿ âûâîä ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé äèíàìè-

êè äëÿ óêàçàííûõ â ðàáîòå çàäà÷. Èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííûõ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ

ñèñòåì íà óïðàâëÿåìîñòü è íàáëþäàåìîñòü â ïðîâîäèòñÿ 2.2.2.

Ðàçäåë 2.2.1 ñîäåðæèò îïèñàíèå ïàðàìåòðèçàöèè îáúåêòîâ, â 2.2 ïðèâåäåí àëãî-

ðèòì ôîðìèðîâàíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû, ñîåäèíÿþùåé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ è íàáëþäå-

íèÿ, â 2.3 ââîäèòñÿ èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé êà÷åñòâà íà òðàåêòîðèÿõ çàìêíóòîé ñèñòå-

ìû è ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ïîñòàíîâêè çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè. Òàê, â

÷àñòíîñòè, â ïàðàãðàôå 2.3.1 ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè âàðèàöèè ôóíêöèî-

íàëà ñ äîêàçàòåëüñòâîì. Ðàçäåë 2.2.1 ñîäåðæèò ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü èññëåäîâàíèÿ

è îïòèìèçàöèè àíñàìáëÿ òðàåêòîðèé, âêëþ÷àþùóþ ïðåäñòàâëåíèå âàðèàöèè ôóíêöèî-

íàëà 2.4.2. Àëãîðèòì ÷èñëåííîé îïòèìèàöèè îïèñûâàåòñÿ â 2.5. Çàêëþ÷èòåëüíàÿ ãëàâà

3 ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà è àíàëèç ïîëó÷åííûõ â âèäå ãðàôè-

êîâ è ÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿõ èíòåãðàëüíîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà. Êà÷åñòâî ñòàáèëèçàöèè

èñõîäíîãî è îïòèìèçèðîâàííîãî ðåãóëÿòîðà ïðåäëàãàåòñÿ ñðàâíèòü äëÿ ìîäåëè äèíàìè-

êè îòäåëüíîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà è äèíàìèêè àíñàìáëÿ òðàåêòîðèé, âîçìóù¼ííûõ

ìíîæåñòâîì íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïîñòàâëåíà çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ïîëåòà êâàäðîêîïòåðà, èñõîäÿ èç ïîêàçàíèé áîðòîâûõ

äàò÷èêîâ. Íåîáõîäèìî âûðàáàòûâàòü óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ ðóëåâûõ âèíòîâ, îáåñ-

ïå÷èâàÿ ñòàáèëüíîñòü ïîëåòà. Ïóñòü ïîëó÷åíà ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ

îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ êâàäðîêîïòåðà:

ẋst = Astxst +Bstu

xst(0) = xst0,

y = Cstxst,

(1)

ãäå xst � âåêòîð îòêëîíåíèé ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ, xst0 � âåêòîð îòêëîíåíèÿ

çíà÷åíèé ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, u � âåêòîð óïðàâëåíèé,

y � âåêòîð èçìåðåíèé. Ast, Bst, Cst �ïîñòîÿííûå ìàòðèöû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå

ïðîöåäóðû ëèíåàðèçàöèè.

Òàê êàê ñèñòåìà òðåáóåò óïðàâëåíèÿ ïî âûõîäíîé ïåðåìåííîé y ïðè íàëè÷èè

âîçìóùåíèé, òî íåîáõîäèìî ñôîðìèðîâàòü îïòèìàëüíûé íàáëþäàòåëü, íàïðèìåð, íà-

áëþäàòåëü â âèäå ôèëüòðà Êàëìàíà-Áüþñè [21]. Ïóñòü ìàòðèöà Hklm � ýòî ðåøåíèå çà-

äà÷è íàáëþäåíèÿ, à Klqr � ýòî ìàòðèöà ñòàáèëèçèðóþùåé îáðàòíîé ñâÿçè, ïîëó÷åííàÿ

êàê ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ LQR çàäà÷è [7]. Îáúåäèíèâ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷, ðàññìîòðèì

çàìêíóòóþ ñèñòåìó. Òîãäà çàìûêàþùèé ñòàáèëèçèðóþùèé ðåãóëÿòîð ôîðìèðóåòñÿ â

âèäå êîìáèíèðîâàíèÿ çàäà÷è íàáëþäåíèÿ è ðåãóëèðîâàíèÿ:

ż = Astz +Bstu+Hklm(y − Cstz),

u = Klqrz,
(2)

ãäå z - âåêòîð ñîñòîÿíèé íàáëþäàòåëÿ.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1), çàìêíóòóþ äèíàìè÷åñêèì ðåãóëÿòîðîì (2), ñ ó÷å-

òîì âíåøíèõ âîçìóùåíèé f(t) è âîçìóùåíèé ïî íà÷àëüíûì äàííûì x0

ẋst = Axst +Bu+ f(t),

xst(0) = xst0,

y = Cxst,

ż = Acz +Bcy,

u = Ccz,

(3)

ãäå Ac = Ast +BstKlqr −HklmCst, Bc = Hklm, Cc = Klqr.
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Ïóñòü p � âåêòîð íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðîãî ñôîðìèðîâàíà ïàðà-

ìåòðèçîâàííàÿ ìîäåëü îáúåêòà óïðàâëåíèÿ â âèäå (4)

ẋ = P (p)x+ f(t),

x(0) = x0,

u = K(p)x(t, x0, p),

(4)

ãäå x =

xst
z

 � ðàñøèðåííûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, x0 =

xst0
O

, P = Ast BstCc

BcCst Ac

 è K =
[
O Cc

]
, f(t) � âîçìóùåíèå â âèäå ïîñòîÿííî äåéñòâóþùåé

ñèëû. Êîìïîíåíòû ìàòðèö Ac, Bc, Cc âûáðàíû â êà÷åñòâå âåêòîðà ïàðàìåòîâ p = {pk}.

Ïóñòü íà äâèæåíèÿõ ñèñòåìû (4) ââåäåí êâàäðàòè÷íûé èíòåãðàëüíûé ôóíêöèî-

íàë êà÷åñòâà

I(p) =

∫ T

0

(x∗(p)Qx(p) + u∗(p)Ru(p)) dt, (5)

ãäå Q,R � çàäàííûå èññëåäîâàòåëåì âåñîâûå ìàòðèöû.

Òðåáóåòñÿ ñôîðìèðîâàòü ìàòðèöû Ac, Bc, Cc òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çàìêíóòàÿ

ñèñòåìà (4) áûëà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà è áûë ìèíèìèçèðîâàí êðèòåðèé êà÷åñòâà

(5):

I(p) =

∫ T

0

(x∗(p)Qx(p) + u∗(p)Ru(p)) dt→ min . (6)
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Ñðåäè ðàáîò ïîñâÿùåííûõ îïòèìèçàöèè è ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèé äèíàìè÷åñêèõ îáúåê-

òîâ ñòîèò îòìåòèòü êíèãè Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà è Â.È. Çóáîâà [1,2]. Íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå

ìîäåëè îïòèìèçàöèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [3,4]. Â [5,6] ïðîâåäåíà îï-

òèìèçàöèÿ äèíàìèêè àíñàìáëÿ ïó÷êà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå.

Îáøèðíîå ïðèìåíåíèå ïàðàìåòðè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ ïîëó÷èëà â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ

ïëàçìîé â òîêàìàêàõ. Â ðàáîòàõ [7] � [11] ïðîâåäåí ñèíòåç íîâûõ ðåãóëÿòîðîâ ñòàáè-

ëèçàöèè ôîðìû è òîêà ïëàçìû c ó÷åòîì äèíàìèêè àíñàìáëÿ òðàåêòîðèé è ìíîæåñòâà

âîçìóùåíèé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ óæå ðàçðàáîòàíû ìíîãèå âèäû ðåãóëÿòîðîâ äëÿ çàäà-

÷è óïðàâëåíèÿ ïîëåòîì êâàäðîêîïòåðà. Ñðåäè íèõ íàèáîëåå èçâåñòíûå ðåãóëÿòîðû

ïðîïîðöèîíàëüíî-èíòåãðî-äèôôåðåíöèðóþùèé (ÏÈÄ) [12] � [15] è ëèíåéíî êâàäðà-

òè÷íûé(LQR) � â [13, 14]. Ïðè áîëüøèõ îòêëîíåíèÿõ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êîí-

òðîëü íàä óñòðîéñòâîì ñòàáèëèçèðóþùèìñÿ äàííûìè ðåãóëÿòîðàìè ìîæåò áûòü ïîòå-

ðÿí. Èíîãäà ïîäáîð êîýôôèöèåíòîâ ÏÈÄ ðåãóëÿòîðà íà ïðàêòèêå âûçûâàåò çàòðóäíå-

íèÿ è ïðèâîäèò ê ïàäåíèÿì ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà [12]. Îáøèðíîå ïðèìåíåíèå â çà-

äà÷àõ ñòàáèëèçàöèè ïîëåòà êâàäðîêîïòåðà, ó÷èòûâàþùèõ øóìû ñèãíàëîâ â êàíàëàõ

èçìåðåíèÿ äàò÷èêîâ, ïîëó÷èë ôèëüòð Êàëìàíà [16] è [17]. Â ðàáîòàõ [18], [20], [30] ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ êîìáèíàöèÿ ïðèìåíåíèÿ âèëüòðà Êàëìàíà ñ LQR è PID ðåãóëÿòîðàìè,

ïîêàçûàþùèå óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Êàê âèäíî, çàäà÷à LQG ñèíòåçà â äàí-

íîé îáëàñòè óæå äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíà, îäíàêî ïàðàìåòðè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ â

ðàìêàõ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ, åùå íå áûëà çàòðîíóòà.

Çà ïåðèîä 2016�2017 ãã. îïóáëèêîâàíî íåñêîëüêî ðàáîò, ïðåäëàãàþùèõ íîâûå òåõ-

íèêè ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ íà îñíîâå íå÷åòêîé ëîãèêè è íåéðî-íå÷åòêèõ ñåòåé [39], [37],

[38], [39]. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáåñïå÷èâàò âûñîêóþ òî÷íîñòü ñòàáèëèçàöèè ïðè ìà-

ëûõ îòêëîíåíèÿõ, ïîäáîð îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâà-

òåëÿìè. Â ðàáîòå [31] ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì îïòèìèçàìèöèè êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ

âûøåïåðå÷èñëåííûõ ñèñòåì.

Â ñòàòüÿõ [33, 34] ïðåäñòàâëåíà ñòàáèëèçàöèÿ êâàäðîêîïòåðà íà îñíîâå íåëè-

íåéíûõ ìîäåëåé. Â [33] ïðåäñòàâëåíû êà÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû ñòàáèëèçàöèè ìåòîäîì

óïðàâëåíèÿ ñ ïðîãíîçèðóþùèìè ìîäåëÿìè (àíãë. Nonlinear Model Predictive Control),

òåõíèêè ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Îäíàêî íåëèíåéíàÿ îïòèìèçàöèÿ äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ íàè-

áîëåå ñëîæíîé â ðåàëèçàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíîé. Â ñâÿçè ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïî
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ñêîðîñòè âû÷åñëåíèé, íåîáõîäèìûõ â ðåàëüíîì âðåìåíè, äàííûå ìåòîäû çà÷àñòóþ ïîêà

íå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû íà ïðàêòèêå.

Â ðàáîòå [32] ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè ñòàáèëèçàöèè äëÿ ñåíñîðîâ ðàç-

íûõ öåíîâûõ êàòåãîðèé, ñðàâíåíèå ôèëüòðîâ - êîìïëåìåíòàðíîãî, ðàöèîíàëüíîãî è

Êàëìàíà.

Îáùèå ñâåäåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, íåîáõîäèìûå äëÿ èññëåäîâàíèå ôèçè-

÷åñêèõ çàêîíîâ è âûâîäà óðàâíåíèé äèíàìèêè ñîäåðæàòñÿ â [25,26], ñâåäåíèÿ èç òåîðèè

óïðàâëåíèÿ â [21,28].
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Ãëàâà 1

Ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

1.1. Çàäà÷à ñòàáëèçàöèè ïîëåòà êâàäðîêîïòåðà

Êâàäðîêîïòåð � ýòî áåñïèëîòûé ëåòàòåëüíûé àïïàðàò îáëàäàþùèé 4 âèíòàìè, çàêðåï-

ëåííûìè íà êîíöàõ êðåñòîîáðàçíîé ðàìû. Íà ðèñóíêå 1.1 èçîáðàæåíà ìîäåëü êâàäðî-

êîïòåðà ñ ââåäåííûìè ëîêàëüíîé è ñâÿçàííîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Íà÷àëî ëîêàëüíîé

Ðèñ. 1.1: Çåìíàÿ è ñâÿçàííàÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò

ñèñòåìû ôèêñèðóåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè çåìëè, âåðòèêàëüíàÿ îñü ze ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëå-

íèåì ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè, îñè ye è xe îáû÷íî íàïðàâëåíû íà ñåâåð è âîñòîê.

Öåíòð ñâÿçàííîé ñèñòåìû ñîâïàäåò ñ öåíòðîì ìàññ ëåòàëüíîãî àïïàðàòà. Íà-

ïðàâëåíèå îñè xb ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîìó íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ, à îñü zb íàïðàâëåíà
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ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè êâàäðîêîïòåðà, yb � îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó ïðàâîãî âèí-

òà.

Îðèåíòàöèÿ êâàäðîêîïòåðà â ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ óãëàìè Ýéëåðà, îïðåäåëÿå-

ìûìè êàê óãëû ìåæäó îñÿìè ñâÿçàííîé è çåìíîé ñèñòåì. Ýòè óãëû ñîâïàäàþò ñ óãëàìè

ðûñêàíüÿ � ψ (ïîâîðîò âîêðóã zb), òàíãàæà � θ (ïîâîðîò âîêðóã yb) è êðåíà � ϕ (ïî-

âîðîò âîêðóã xb), îáû÷íî ïðèìåíÿåìûìè â àâèàòåõíèêå.

Êîîðäèíàòàìè x, y è z îáîçíà÷àåòñÿ ïîëîæåíèå ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà â çåìíîé

ñèñòåìå. Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè êâàäðîêîïòåðà, íàïðàâëåííûå âäîëü îñåé ñâÿçàííîé ñè-

ñòåìû îáùåïðèíÿòî îáîçíà÷àòü u, v, w. Êîìïîíåíòû óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ âîêðóã

îñåé � p, q, r.

1.1.1. Ìàòðèöà ïåðåõîäà

Ïîñêîëüêó èçìåðåíèÿ ïîëîæåíèÿ îáåñïå÷èâàþòñÿ áîðòîâûìè ñåíñîðàìè, îïðåäåëÿþùè-

ìè êîîðäèíàòû â ñâÿçàííîé ñèñòåìå, íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü çàêîí, ïî êîòîðîìó ëþáîé

âåêòîð â ñâÿçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí ê âåêòîðó â çåìíîé è

íàîáîðîò. Âðàùåíèÿ âîêðóã òðåõ îñåé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò [26] àíàëèòè÷åñêè

îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè òðåìÿ ìàòðèöàìè:

Rx =


1 0 0

0 cosϕ sinϕ

0 − sinϕ cosϕ

 ,

Ry =


0 cos θ − sin θ

0 1 0

sin θ 0 cos θ

 ,

Rz =


cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

1 0 0

 .
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîâîðîòîâ âîêðóã îñåé z → y → x îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà

èç ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ëîêàëüíóþ:

D = RxRyRz =


cos θ cosψ cos θ sinψ − sin θ

sinψ sin θ cosψ − cosψ sinψ sinϕ sin θ sinψ − cosϕ sinψ sinϕ cos θ

cosψ sin θ cosψ + sinϕ sinψ cosϕ sin θ sinψ − sinϕ cosψ cosϕ cos θ.

(1.1)
Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèöû D ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ åé è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáðàò-

íîãî ïåðåõîäà. Èòàê, ïåðâûé íàáîð óðàâíåíèé îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè êâàä-

ðîêîïòåðà â çåìíîé ñèñòåìå îò ñêîðîñòè, èçìåðåííîé â ñâÿçàííîé ñèñòåìå:
ẋ

ẏ

ż

 = D−1


u

v

w

 . (1.2)

1.1.2. Ïðèíöèï äâèæåíèÿ. Ìîìåíòû ñèëû òÿãè

Äâèæåíèå êâàäðîêîïòåðà â ëþáîì íàïðàâëåíèè ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ óãëîâûõ

ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ âèíòîâ. Êàæäûé ìîòîð ïðîèçâîäèò ñèëó ïðîïîðöèîíàëüíî êâàä-

ðàòó åãî óãëîâîé ñêîðîñòè Ωi è íàïðàâëåííóþ ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ

ïðîïåëëåðà: Fi = bΩ2
i , ãäå b - êîíñòàíòà, êîýôôèöèåíò òÿãè. Ìîäóëü ñóììàðíîé ïîäú-

åìíîé ñèëû T , äåéñòâóþùåé íà êâàäðîêîïòåð âû÷èñëåòñÿ êàê

= F1 + F2 + F3 + F4 =

= b(Ω2
1 + Ω2

2 + Ω2
3 + Ω2

4).
(1.3)

Êîãäà âñå âèíòû îäíîâðåìåííî óñêîðÿþò âðàùåíèå, òî êâàäðîêîïòåð íàáèðàåò âûñîòó.

Ãàç êâàäðîêîïòåðà �ýòî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ìåæäó ñêîðîñòÿìè âñåõ ìîòîðîâ, ÷åì

îí áîëüøå, òåì âûøå âçëåòàåò êâàäðîêîïòåð [12].

Íà ðèñ. 1.2 ïîêàçàíû íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ âèíòîâ: ïàðà (1,3) ïî ÷àñîâîé ñòðåêå,

à ïàðà (2,4) ïðîòèâ. Ýòî íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîòèâîïîëîæíûå âðàùàþùèå

Ðèñ. 1.2: Íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ âèíòîâ
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ìîìåíòû êîìïåíñèðîâàëè äðóã äðóãà.

Íåíóëåâîé ñóììàðíûé ìîìåíò ñèë îáåñïå÷èâàåò ïîâîðîò êâàäðîêîïòåðà âîêðóã

îñè z:

Mz = F2 + F4 − F1 − F3 = d(Ω2
2 + Ω2

4 − Ω1
f − Ω2

3), (1.4)

ãäå l ýòî ðàññòîÿíèå ìåæäó ìîòîðàìè è öåíòðîì ìàññ êâàäðîêîïòåðà, à d � àýðîäèíà-

ìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîâåðíóòü êâàäðîêîïòåð

âîêðóã ñâîåé îñè zb îäíà ïàðà ìîòîðîâ, âðàùàþùèõñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè, äîëæíà çà-

ìåäëèòü âðàùåíèÿ, à äðóãàÿ íàîáîðîò óñêîðèòü, êàê âèäíî èç ðèñ. 1.3

Ðèñ. 1.3: Òèïû äâèæåíèÿ: â ñòîðîíó, ïîâîðîò è ïîäúåì ââåðõ

Êðóòÿùèé ìîìåíò, ïîâîðà÷èâàþùèé êâàäðîêîïòåð âîêðóã îñè xb ýòî ðåçóëüòàò

ðàçíèöû ìåæäó ìîìåíòàìè ñèë ëåâîãî è ïðàâîãî ìîòîðîâ

Mx = l(F2 − F4) = bl(Ω2
2 − Ω2

4). (1.5)

Ìîìåíò ñèë, âðàùàþùèé êîïòåð âîðóã yb â ñèëó ñèììåòðèè óñòðîéñòâà âû÷èñëÿ-

åòñÿ àíàëîãè÷íî ìîìåíòó Mx, íî óæå êàê ðàçíèöà ìåæäó ñèëàìè ïåðåäíåãî è çàäíåãî

ìîòîðîâ:

My = l(F1 − F3) = bl(Ω2
1 − Ω2

3). (1.6)

Äâèæåíèå â ñòîðîíó ïðîèñõîäèò çàñ÷åò íàêëîíà êâàäðîêîïòåðà, ò.å. èçìåííèÿ óãëîâ

òàíãæà è êðåíà (ïîâîðîò âäîëü îñåé xb è yb).

1.1.3. Óñêîðåíèå

Ïóñòü íà êâàäðîêîïòåð äåéñòâóþò òîëüêî ñèëà òÿæåñòè è ñèëà òÿãè âèíòîâ T , âêëàäîì

àýðîäèíàìè÷åñêèõ ýôôåêòîâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, à F � âåêòîðíàÿ ñóììà âñåõ ñèë, ïðè-

ëîæåííûõ ê öåíòðó ìàññ êâàäðîêîïòåðà. Òîãäà õîðîøî èçâåñòíûé âòîðîé çàêîí Íüþ-

12



òîíà

m
dV̇i
dt

= F (1.7)

ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ïðîèçâîäíóþ âåêòîðà ñêîðîñòè Vi â çåìíîé ñèñòåìå ÷åðåç äåéñòâó-

þùèå ñèëû. Ñâÿçàíàÿ ñ êâàäðîêîïòåðîì ñèñòåìà êîîðäèíàò íåèíåðöèàëüíàÿ, ïîýòîìó

ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðà ñêîðîñòè Vi â çåìíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â çàâèñèñòè îò

ñêîðîñòè Vb â ñâÿçàííîé ñèñòåìå V̇i = V̇b+ω×Vb [26]. Âûðàæåíèå (1.7) â âåêòîðíîì âèäå

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Fx

Fy

Fz

 = m


u̇

v̇

ẇ

+m


p

q

r

×

u

v

w

 (1.8)

Î÷åâèäíî, ÷òî Fx = Fy = 0, à âäîëü îñè zb ñâÿçàíîé ñèñòåìû íà êâàäðîêîïòåð äåéñòâóåò

ñèëà òÿãè âèíòîâ T . Ïðåîáðàçîâàíèå ñèëû òÿæåñòè ê ïðîåêöèè íà zb îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ

ïîìîùüþ ìàòðèöû ïîâîðîòà D èç (1.1)

D


0

0

mg

−


0

0

T

 = m


u̇+ qw − rv

v̇ + ru− pw

ẇ + pw − qu

 (1.9)

Òîãäà óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò óñêîðåíèÿ êâàäðîêîïòåðà ïðèìóò âèä:

u̇ = rv − qw − g sin θ

v̇ = pw − ru+ g cos θ sinϕ

ẇ = qu− pv + g cos θ cos θ − T

m
,

(1.10)

à (1.10) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (1.3):

u̇ = rv − qw − g sin θ

v̇ = pw − ru+ g cos θ sinϕ

ẇ = qu− pv + g cos θ cos θ − b

m
(Ω2

1 + Ω2
2 + Ω2

3 + Ω2
4) .

(1.11)

1.1.4. Óãëîâîå óñêîðåíèå

Êâàäðîêîïòåð ýòî àáñîëþòíî òâåðäå òåëî ñèììåòðè÷íîå îíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé xz è

yz, à îñè åãî âðàùåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè îñÿìè. Òåíçîð èíåðöèè êâàäðîêîïòåðà

èìååò âèä:

J =


Ix 0 0

0 Iy 0

0 0 Iz

 . (1.12)
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Çàâèñèìîñòü ïðîåêöèé âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè

ω =


p

q

r


íà îñè êîîðäèíàò ñâÿçàííîé ñèñòåìû îò óãëîâ Ýéëåðà ψ, τ , ϕ [25] âûðàæàåòñÿ çàâèñè-

ìîñòüþ

p = ϕ̇− ψ̇ sin θ

q = θ̇ cosϕ+ ψ̇ cos θ sinϕ

r = ψ̇ cosϕ cos θ − θ̇ sinϕ.

(1.13)

Äëÿ âðàùàþùåãîñÿ òâåðäîãî òåëà ñïðàâåäëèâî äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå Ýéëåðà [26] :

M = Jω̇ + ω × Jω (1.14)

Òîãäà àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ìîìåíòîâ ñèë îò ìîìåíòîâ èíåðöèè è êîìïîíåíò óã-

ëîâîé ñêîðîñòè âûðæàåòñÿ ñ ó÷åòîì (1.12) è (1.14):

Mx = ṗIx + qr(Iz − Iy)

My = q̇Iy + pr(Ix − Iz)

Mz = ṙIz + pq(Iy − Ix)

(1.15)

Â ñèëó ñèììåòðèè êâàäðîêîïòåðà Iy ≈ Ix óïðîùàåòñÿ (1.15):

Mx = ṗIx + qr(Iz − Iy)

My = q̇Iy + pr(Ix − Iz)

Mz = ṙIz.

(1.16)

Ïîäñòàíîâêà ôîðìóë ìîìåíòîâ ñèë Mx,My,Mz (1.5)-(1.4) â (1.16) äàåò óðàâíåíèÿ ïðî-

èçâîäíûõ êîìïîíåíò óãëîâîé ñêîðîñòè ω:

ṗ =
lb

Ix
(Ω2

2 − Ω2
4)− qr (Iz − Iy)

Ix

q̇ =
lb

Iy
(Ω2

1 − Ω2
3)− pr (Ix − Iz)

Iy

ṙ =
d

Iz
(Ω2

2 + Ω2
4 − Ω2

1 − Ω2
3).

(1.17)

1.1.5. Ñòàáèëèçàöèÿ ïîëåòà êâàäðîêîïòåðà

Çà óïðàâëåíèå êâàäðîêîïòåðîì îòâå÷àåò ïîë¼òíûé êîíòðîëëåð � ïëàòà ñ ìèêðîïðîöåñ-

ñîðîì, ðàäèîìîäóëåì è äàò÷èêàìè, óñòàíîâëåííàÿ íà ðàìå êâàäðîêîïòåðà. Ðàäèîìîäóëü
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îòâå÷àåò çà ïåðåäà÷ó êîìàíä îò ïèëîòà ñ ïóëüòà óïðàâëåíèÿ. Äëÿ ïîëíîãî êîíòðîëÿ

íàä áåñïèëîòíûì ëåòàòåëüíûì àïïàðàòîì, äîñòàòî÷íî èìåòü äîñòóï ê ÷åòûðåì êàíà-

ëàì óïðàâëåíèÿ � ãàçó, óãëàì òàíãàæà, êðåíà è ðûñêàíüÿ. Ìèêðîïðîöåññîð ñ÷èòûâàåò

äàííûå ñ êàíàëîâ óïðàâëåíèÿ è ñ äàò÷èêîâ è â çàâèñèìîñòè îò ïîêàçàíèé âûäàåò óïðàâ-

ëÿþùèé ñèãíàë ìîòîðàì.

Ïîëåòíûé êîíòðîëëåð ìîæåò áûòü îñíàùåí GPS, êîìïàñîì, áàðîìåòðîì èëè óëü-

òðàçâóêîâîé äàëüíîìåðîì äëÿ áîëåå òî÷íîãî îðèåíòèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî

îáÿçàòåëüíûì äëÿ ëþáîé ìîäåëè êâàäðîêîïòåðà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ãèðîñêîïà è àêñåëå-

ðîìåòðà. Àêñåëåðîìåòð èçìåðÿåò óñêîðåíèå è ñêîðîñòü âäîëü îñåé ñâÿçàííîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò, à ãèðîñêîï � óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ âîêðóã ñîáñòâåííûõ îñåé. Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåä èíòåãèðîâàíèåì âåëè÷èí óãëîâûõ ñêîðîñòåé, èçìåðÿåìûõ àêñåëå-

ðîìåòðîì, ñèãíàë ôèëüòðóåòñÿ, êàê íàïðèìåð â ðàáîòå [32].

Êâàäðîêîïòåð àýîäèíàìè÷åñêè íå óñòîé÷èâ ê âíåøíèì âîçìóùåíèÿì è òðåáóåò

ñòàáèëèçàöèè ïî òðåì óãëàì ïîâîðîòà âîêðóã îñåé, ñâÿçàííîé ñ íèì ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Äëÿ ñòàáèëèçàöèè åãî äâèæåíèÿ ïðèìåíÿþò ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè.

Íåîáõîäèìî âûðàáàòûâàòü íàïðÿæåíèÿ, ïîäàâàåìûå íà ðóëåâûå âèíòû, â çàâè-

ñèìîñòè îò ïîêàçàíèé äàò÷èêîâ îá èçìåíåíèè âûñîòû z, óãëîâ Ýéëåðà ϕ, θ, ψ, óãëîâûõ

ñêîðîñòåé p, q, r è âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè w.
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Ãëàâà 2

Ñèíòåç è îïòèìèçàöèÿ ñèñòåì

óïðàâëåíèÿ

2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è óïðàâëåíèÿ

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ êâàäðîêîïòåðà ñëó÷àå, êîãäà îñè ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

ñîâïàäàþò ñ îñÿìè ëîêàëüíîé îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì íàáîðîì óðàâíåíèé:

x0 = 0 ϕ0 = 0 u0 = 0 p0 = 0

y0 = 0 θ0 = 0 v0 = 0 q0 = 0

z0 = 0 ψ0 = 0 w0 = 0 r0 = 0

−Ω10 = Ω20 = −Ω30 = Ω40 = 463.1 ðàä/ñ.

(2.1)

Ôèçè÷åñêè ñîñòîÿíèå (2.1) îçíà÷àåò, ÷òî ëåòàòåëüíûé àïïàðàò íåïîäâèæíî ïàðèò â âîç-

äóõå â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè x0, y0, z0. Âèíòû âðàùàþòñÿ ñ îäèíàêîâîé âåëè÷èíîé

óãëîâîé ñêîðîñòè Ω0 = 463.1 ðàä/ñ.

Äëÿ âûâîäà ëèíåàðèçîâàííûé óðàâíåíèé òðåáóåòñÿ ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü è âû-

ïèñàòü èç(1.2) (1.11) (1.17) ñèñòåìó â îòêëîíåíèÿõ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Â ñëó÷àå,

êîãäà îñè ñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâïàäàþò ñ îñÿìè ëîêàëüíîé ìàòðèöà ïåðåõîäà

D åäèíè÷íàÿ è èç (1.2) ñëåäóåò:

∆ẋ = ∆u

∆ẏ = ∆v

∆ż = ∆w,

(2.2)
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è èç (1.13):

∆ϕ̇ = ∆p

∆θ̇ = ∆q

∆ψ̇ = ∆r.

(2.3)

Âûïîëíåíèå ëèíåàðèçàöèè äëÿ (1.11) ñ ïîäñòàíîâêîé çíà÷åíèé u0, v0, w0 p0, q0, r0 â òî÷êå

ðàâíîâåñèÿ ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì:

∆u̇ = r0v∆r + rv0∆v − qw0∆w − g cos θ0∆θ

∆v̇ = p0w∆p+ pw0∆w − ru0∆u− g sin θ0 sinϕ0∆θ+

+g cos θ0 cosϕ0∆ϕ

∆ẇ = q0r∆q + qr0∆r − pv0∆vp− g sinϕ0 sin θ0∆ϕ−

−g cosϕ0 cos θ0∆θ − 2Θ0
b

m
Q,

(2.4)

ãäå Q = ∆Ω1 + ∆Ω3−∆Ω2−∆Ω4. Òî æå äëÿ (1.17) äåëàåò ñ1q ïðàâåäëèâûì óðàâíåíèÿ:

∆ṗ = 2
lb

Ix
(Ω0∆Ω2 −∆Ω4)− (q0r∆q + qr0∆r)

Iz − Iy
Ix

∆q̇ = 2
lb

Iy
(Ω0∆Ω1 −∆Ω3)− (p0r∆p+ pr0∆r)

Ix − Iz
Iy

∆ṙ = 2
d

Iz
(Ω0(∆Ω1 + ∆Ω2 + ∆Ω3 + ∆Ω4).

(2.5)

Îòáðàñûâàíèå ñèìâîëà ∆ äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ è ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèé èç (2.1)

ïîçâîëÿåò çàïèñàòü (2.2) � (2.5) êàê ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẋ = u

ẏ = v

ż = w,

ϕ̇ = p

θ̇ = q

ψ̇ = r,

u̇ = −gθ

v̇ = gϕ

ẇ = −2Ω0
b

m
(Ω1 + Ω3 − Ω2 − Ω4)

ṗ = 2
lb

Ix
Ω0(Ω2 − Ω4)

q̇ = 2
lb

Iy
Ω0(Ω1 − Ω3)

ṙ = 2
d

Iz
Ω0(Ω1 + Ω2 + Ω3 + Ω4).

(2.6)

17



Âî âðåìÿ ïîëåòà íåîáõîäèìî ñòàáèëèçèðîâàòü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, îïðåäåëÿå-

ìîå âåëè÷èíàìè z, ϕ, θ, ψ, w, r, q, p,Ω1,Ω2,Ω3,Ω4, ïîëó÷àÿ ñ ñåíñîðîâ çíà÷åíèÿ w, r, q, p è

âûðàáàòûâàÿ óïðàâëÿþùèå íàïðÿæåíèÿ U1, U2, U3, U4. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé, ïîëó-

÷åííàÿ èç (2.6) è îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå êâàäðîêîïòåðà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàâëåííîé

çàäà÷åé èìååò âèä:

ż = w

ϕ̇ = p

θ̇ = q

ψ̇ = r

ẇ = qu− pv + g cos θ cos θ − b

m
(Ω2

1 + Ω2
2 + Ω2

3 + Ω2
4)

ṗ =
lb

Ix
(Ω2

2 − Ω2
4)− qr (Iz − Iy)

Ix

q̇ =
lb

Iy
(Ω2

1 − Ω2
3)− pr (Ix − Iz)

Iy

ṙ =
d

Iz
(Ω2

2 + Ω2
4 − Ω2

1 − Ω2
3).

(2.7)

Âîñïîëüçîâàâøèñü èäåíòèôèöèðîâàííûìè ïàðàìåòðàìè êâàäðîêîïòåðà èç ðàáîòû [13]

Ω0 = 463.1 ðàä/ñ,

l = 27.5 ñì,

b = 1.5108 · 10−5êã ì,

m = 1, 3225 êã ,

Ix = 0.0093 êã ì2,

Iy = 0.0092 êã ì2,

Iz = 0.0151 êã ì2,

d = 4, 406 · 10−7 êã ì2 c−1 ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ìàòðèö ñè-

ñòåìû (2.8).

Òåïåðü èç (2.7) ìîæíî ñôîðìèðîâàòü ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó âèäà:

ẋst = Astxst,

y = Cstxst,
(2.8)

ãäå

xst =
[
z ϕ θ ψ w r q p Ω1 Ω2 Ω3 Ω4

]∗
,

- âåêòîð ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ â îòêëîíåíèè îò ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, à ìàòðèöà (!óòî÷-
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íèòü êîýôôèöèåíòû À2)

Ast =



0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

− b
m

Ω0 − b
m

Ω0 − b
m

Ω0 − b
m

Ω0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 2Ω0
lb
Ix

0 −2Ω0
lb
Ix

0 0 0 0 0 0 0 0

2Ω0
lb
Iy

0 −2Ω0
lb
Iy

0 0 0 0 0 0 0 0 0

−2Ω0
d
Iz

2Ω0
d
Iz

2Ω0
d
Iz

2Ω0
d
Iz

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 −10 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 −10 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −10 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −10



(2.9)

Â ðàìêàõ ïîñòàâëåííîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷è äîñòóïåí äëÿ íàáëþäåíèÿ

y =
[
z ϕ θ ψ w r q p

]∗
.

Òîãäà ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ íàáëþäåíèÿ

Cst =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0



. (2.10)

Ìàòðèöà Ast èìååò ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ñëåäîâàòåëüíî ñèñòåìà (2.8) íå

óñòîé÷èâà è ñèñòåìà òðåáóåò óïðàâëåíèÿ.

Òîãäà íåîáõîäèìî ñôîðìèðîâàòü âåêòîð óïðàâëåíèé

U =
[
U1 U2 U3 U4

]∗
.

Â ðàáîòå [13] ïðîèçâåäåíà èäåíòèôèêàöèÿ äèíàìèêè ìîòîðîâ â çàâèñèìîñòè îò ïîäàâà-

åìûõ íàïðÿæåíèé U1, U2, , U3, U4:

Ω̇i = −10Ωi + 7U . (2.11)
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Èòàê, ñèñòåìà (2.8) ñ ââåäåííûì óïðàâëåíèåì u:

ẋst = Astxst +Bstu,

y = Cxst,
(2.12)

ãäå c ó÷åòîì (2.11) ìàòðèöà

Bst =



0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

7 0 0 0

0 7 0 0

0 0 7 0

0 0 0 7



. (2.13)

2.2. Ñèíòåç íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è

ïàðàìåòðèçàöèÿ äëÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó (2.8) ñ ó÷åòîì âíåøíèõ âîçìóùåíèé ϕ(t) è âîç-

ìóùåíèé ïî íà÷àëüíûì äàííûì x0:

ẋst = Axst +Bu+ ϕ(t),

xst(0) = xst0,

y = Cstxst.

(2.14)

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåìû â âèäå ïàðàìåòðèçîâàííîãî îáúåêòà íåîáõîäèìî ïðîâå-

ñòè ïîñòàíîâêó çàäà÷è ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîãî ãàóññîâñêîãî óïðàâëåíèÿ (àíãë. Linear

quadratic Gaussian control, LQG control) è LQG-îïòèìèçàöèè [2,44].

ẋst = Axst +Bu+Gϕ(t),

xst(0) = xst0,

y = Cstxst + ψ(t),

(2.15)
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Ïåðâûé ýòàï çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ëèíåéíîãî ðåãóëÿòîðà äëÿ ñèñòåìû (2.14) â

âèäå

u = Kx, (2.16)

ìèíèìèçèðóþùåãî êâàäðàòè÷íûé êðèòåðèé

I(1) =

∫ ∞
0

(y∗(p)Ry + u∗Qu) dt =

∫ ∞
0

(x∗C∗(p)RCx+ c0u
∗Qu) dt. (2.17)

Ìàòðèöà K èùåòñÿ â âèäå

K = −Q−1B∗, (2.18)

ãäå ìàòðèöà Y � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, ÿâëÿþùàÿñÿ ðå-

øåíèåì ìàòðè÷íîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ðèêàòòè

− 1

c0

Y Q−1B∗Y + A∗ + Y A+ C∗RC = 0. (2.19)

Ïðè ýòîì âñå êîðíè ïîëèíîìà det(A−BQ−1B∗Y ) ëåæàò â ëåâîé îòêðûòîé ïîëóïëîñêî-

ñòè.

Âòîðîé ýòàï çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî îïòèìàëüíîãî íà-

áëþäåíèÿ ïðè íàëè÷èè âîçìóùàþùèõ âîçäåéñòâèé ϕ(t) è ïîìåõ â êàíàëå èçìåðåíèÿ

ψ(t). Ñèñòåìà äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ẋst = Axst +Bu+Gϕ(t),

xst(0) = xst0,

y = Cstxst + ψ(t).

(2.20)

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü íàáëþäàòåëü âèäà

ż = Az +Bu+Hklm(y − Cz), (2.21)

îïòèìàëüíûé â ñìûñëå Êàëìàíà, ÷òî îçíà÷àåò ìèíèìèçèðóþùèé ñðåäíåêâàäðàòè÷íûé

ôóíêöèîíàë, îöåíèâàþùèé âåêòîð íåâÿçîê íàáëþäàòåëÿ ζ(t) = x(t)− z(t) :

I2 = 〈ζ∗(t)ζ(t)〉 = 〈(x(t)− z(t))∗(x(t)− z(t))〉 → min .

Ìàòðèöà íàáëþäàòåëÿ Hklm íàõîäèòñÿ â âèäå

Hklm = TC∗Θ−1
Ψ , (2.22)

ãäå T �ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì

ìàòðè÷íîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ðèêàòòè

−TC∗Θ−1
Ψ T + AT + TA∗ +GΘϕG

∗ = 0. (2.23)
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Âñå êîðíè ïîëèíîìà det(A+ TC∗Θ−1
Ψ C) ëåæàò â ëåâîé îòêðûòîé ïîëóïëîñêîñòè. Àëãî-

ðèòì íàõîæäåíèÿ âñåõ òðåáóåìûõ ìàòðèö ôîðìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 Çàäàòü èñõîäíûå äàííûå ìîäåëè (2.15), òî åñòü ìàòðèöû A,B,C,G,R,Q,Θ,Ψ,Θϕ

è ïîñòîÿííóþ c0 .

2 Ðåøèòü ìàòðè÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ðèêàòòè (2.19)-(2.23)

3 Âû÷èñëèòü ìàòðèöû K = K(A,B,C,R,Q, c0)è H = H(A,B,C,G,Θ,Ψ,Θϕ) ëèíåé-

íîãî çàêîíà è íàáëþäàòåëÿ ïî ôîðìóëàì (2.18)�(2.22)

4 Ïîñòðîèòü äèíàìè÷åñêèé îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð â âèäå (1.3.11).

Âåñîâûå ìàòðèöû R, Q , ìàòðèöû ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé Θϕ,Θψ è êîíñòàíòà

c0 çàðàíåå íå çàäàþòñÿ è äîëæíû íàçíà÷àòüñÿ èññëåäîâàòåëåì òàê, ÷òîáû çàìêíóòàÿ

ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ îáëàäàëà ïðèåìëåìûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Â ðåçóëüòàòå êîìáèíè-

ðîâàíèÿ çàäà÷ èç âûøå îïèñàííûõ ýòàïîâ ñôîðìèðóåì ñèñòåìó,ãäå ìàòðèöà Hklm � ýòî

ðåøåíèå çàäà÷è íàáëþäåíèÿ, à Klqr � ýòî ìàòðèöà ñòàáèëèçèðóþùåé îáðàòíîé ñâÿçè,

ïîëó÷åííàÿ êàê ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ LQR çàäà÷è [7]. Îáúåäèíèâ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷,

ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ñèñòåìó. Òîãäà çàìûêàþùèé ñòàáèëèçèðóþùèé ðåãóëÿòîð ôîð-

ìèðóåòñÿ â âèäå êîìáèíèðîâàíèÿ çàäà÷è íàáëþäåíèÿ è ðåãóëèðîâàíèÿ:

ż = Az +Bu+Hklm(y − Cz),

u = Klqrz.
(2.24)

2.2.1. Ïàðàìåòðèçàöèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ

Ïðèâåä¼ì ïîñòàíîâêó çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñè-

ñòåìû (2.24). Óêàæåì ïàðàìåòðèçàöèþ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ è èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèÿ,

ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå [9] äëÿ âûðàæåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà ââåä¼ííîé ìî-

äåëè.

Äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð 2.24 ôîðìèðóåòñÿ â âèäå

ż = Acz +Bcy,

u = Ccz.
(2.25)

Ââåäåì ïàðàìåòðû p = {pk} ÿâëÿþùèåñÿ êîìïîíåíòàìè ìàòðèö îïòèìèçèðóåìî-

ãî ðåãóëÿòîðà Ac, Bc, Cc. Òîãäà ââåäÿ ðàñøèðåííûé âåêòîð x =
(
xst z

)∗
äèíàìè÷åñêóþ
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ñèñòåìó (3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ẋ = P (p)x+ f(t),

x(0) = x0,

u = K(p)x(t, x0, p),

(2.26)

ãäå x0 =
(
xst0 O

)∗
, P =

 A BCc

BcC Ac

 è K =
[
O Cc

]
.

Çäåñü äëÿ ìàòðèö ðåãóëÿòîðà (2.25) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Ac = Ast +BstKlqr −HklmCst, Bc = Hklm, Cc = Klqr.

Íà äâèæåíèÿõ ñèñòåìû (2.26) çàäàí ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà è ðàññìàòðèâàåòñÿ

çàäà÷à åãî ìèíèìèçàöèè:

I =

(∫ T

0

x∗(p)Qx(p) + u∗(p)Ru(p)

)
dt. (2.27)

2.2.2. Èññëåäîâàíèå ìîäåëè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ:

óïðàâëÿåìîñòü, àññèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ âàæíî çíàòü, îáëàäàåò ëè ñèñòåìà ñâîéñòâîì áûòü

óïðàâëÿåìîé â ñìûñëå ïåðåâîäà èç ëþáîãî çàäàííîãî ñîñòîÿíèÿ â ëþáîå äðóãîå çàäàííîå

ñîñòîÿíèå [21]. ×òîáû îöåíèòü óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû (2.8) äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ðàíã

ìàòðèöû óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû, âîñïîëüçîâàâøèñü êðèòåðèåì Êàëìàíà [28]. Ñôîðìè-

ðóåì ìàòðèöó Pc=[Bst, AstBst, ..., A
7
stBst]. Èòàê, ñèñòåìà (2.8) ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà, òàê

êàê rank(P ) = 8.

×òîáû âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ ôàçîâîãî âåêòîðà x íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî

ñèñòåìà (2.8) ïîëíîñòüþ íàáëþäàåìà. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì ïîëíîé

íàáëþäàåìîñòè [21]. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âûïèñàòü ìàòðèöó âîññòàíàâëèâàåìîñòè

Qo=[Cst, CstA
2
st, ..., CstA

7
st]
T . Åå ðàíã òàêæå ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ñèñòåìû, ÷òî îçíà-

÷àåò, ÷òî ñèñòåìà ïîëíîñòüþ íàáëþäàåìà.

×èñëåííûé âèä ìàòðèö Ast, Pc, Qo ðàññ÷èòûâàåòñÿ è ïðåäñòàâëåí â ïðîãðàììå.

Íàïîìíèíì ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ ïðîñòîÿííîé ìàòðèöåé àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ñèñòåìû èìå-

þò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû P ñèñòåìû 2.26

23



èìåþò âèä:

−46.1156 + 45.6251i,

−46.1156− 45.6251i,

−40.4114 + 39.8507i,

−40.4114− 39.8507i,

−22.5684 + 22.5684i,

−22.5684− 22.5684i,

−2.5464 + 2.7257i,

−2.5464− 2.7257i,

−9.7466 + 7.0865i,

−9.7466− 7.0865i,

−3.2316 + 0.0000i,

−10.1183 + 0.0000i,

−8.0416 + 12.2282i,

−8.0416− 12.2282i,

−7.6998 + 11.5764i,

−7.6998− 11.5764i,

−7.4094 + 11.0202i,

−7.4094− 11.0202i,

−10.0000 + 0.0000i,

−16.4382 + 0.0000i,

−15.2833 + 0.0000i,

−15.8096 + 0.0000i,

−3.1624 + 0.0000i,

−3.1624 + 0.0000i.
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2.3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïòèìèçàöèè îòäåëüíîãî

ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà

Ïðèâåäåì ìîäåëü ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà çàìêíóòîé ñèñòåìû â âèäå

ẋ = P (p)x+N(p)f(t),

x(0) = x0,

u = K(p)x(t, x0, p),

(2.28)

I =

∫ T

0

(x∗(t)Qx(t) + u∗(p)Ru(p)) dt+ x∗(T )Q1x(T )→ min . (2.29)

Ðàññìîòðèì âàðèàöèþ k-ãî ïàðàìåòðà p̃k = pk + ∆pk. Ïðåäñòàâèì ïðèðàùåíèÿ ìàòðèö

ìîäåëè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ â âèäå

∆P = ∆pkP =
∂P (p)

∂pk
∆pk, ∆K = ∆pkK =

∂K(p)

∂pk
∆pk.

Ñèìâîëîì ∆pk îáîçíà÷àåòñÿ ïðèðàùåíèå âûðàæåíèÿ ïðè ïðèðàùåíèè òîëüêî îïòèìè-

çèðóåìîãî ïàðàìåòðà pk. Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà ïðîèñõîäèò â ñòîðîíó óáûâàíèÿ

åãî ïåðâîé âàðèàöèè ìåòîäîì íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà.

2.3.1. Òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà

Óòâåðæäåíèå. Ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà (2.29) ïðè âàðèàöèè (ëèíåéíî îò

ïàðàìåòðîâ) ïàðàìåòðà p̃k = pk + ∆pk ïðåäñòàâèìî â âèäå

I(p,∆pk) = −
(∫ T

0

ψ∗(t)

(
∂P

∂pk
x(t) +

∂N

∂pk
f(t)

)
− 2x∗(t)

∂K∗

∂pk
RK(p)x(t)dt

)
·∆pk+

+o(| ∆pk |),
(2.30)

ãäå o(| ∆pk |) � âåëè÷èíà áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ÷åì | ∆pk | ïðè | ∆pk |→ 0;

ψ(t) � âñïîìîãàòåëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ ñ óñëîâèåì íà ïðàâîì êîíöå

dψ

dt
= −P (p)∗ψ + 2(Q+K(p)∗RK(p))∗x(t),

ψ(T ) = −2Q1x(T ).

(2.31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà (2.28) è ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà (2.29) ïðåäñòàâèìû êàê

ẋ = F (t, p, x(t)), x(0) = x0, I(p) =

∫ T

0

ϕ(p, x(t))dt+ g(x(T )),
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ãäå F (t, p, x(t)) �� ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (2.28) è ñïðàâåäëèâî

F (t, p, x(t)) = P (p)x(t) +N(p)f(t),

ϕ(p, x(t)) = x∗(t)Qx(t) + u∗(t)Ru(t) = x∗(t)x(t)+

+x∗(t)K∗(p)RK(p)x(t), g(x(T )) = x∗(T )Q1e(T ) = x∗(T )Q1x(T ).

Ïðè âàðèàöèè k -ãî óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà δpk = p̃k − pk

∆pkF = ∆Px(t)−∆N · f(t) =

(
∂P

∂pk
x(t) +

∂N

∂pk
f(t)

)
·∆pk,

‖ ∆pkF ‖L=

∫ T

0

‖ ∆pkF ‖ dt =

∫ T

0

‖
(
∂P

∂pk
x(t) +

∂N

∂pk
f(t)

)
‖ dt ·∆pk = c1· | ∆pk |,

∆pkϕ = x∗(t)(K + ∆K)∗R(K + ∆K)x(t)− x∗(t)K∗RKx(t) =

x∗(t)K∗(p)R∆Kx(t) + x∗(t)∆K∗RKx(t) + x∗(t)∆K∗R∆Kx(t) =

=

(
x∗(t)K∗R

∂K

∂pk
x(t)

)∗
·∆pk + x∗(t)

∂K∗

∂pk
RKx(t) ·∆pk + + x∗(t)

∂K∗

∂pk
R
∂K

∂pk
x(t) ·∆p2

k =

= 2x∗(t)
∂K∗

∂pk
R
∂K

∂pk
x(t) ·∆pk + o(| ∆pk |).

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà x(t) èìåþò âèä

∂F (t, p, x(t))

∂x
= P (p),

∂ϕF (t, p, x(t))

∂x
= 2 ((L∗QL+K∗RK)∗x(t))∗

∂(x(T ))

∂x
= 2 (Q∗1x(T ))∗ .

(2.32)

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèÿìè äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (2.32) è ïðåä-

ñòàâëåíèÿìè âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà [3]:

δI(u,∆u) =

∫ T

0

(−ψ∗ ·∆uF + ∆uϕ) dt,

∆I(u,∆u) = δI(u,∆u) + o(‖ ∆uF ‖)

ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà (2.29) ïðåäñòàâèìî â âèäå

I(p,∆pk) = −
(∫ T

0

ψ∗(t)

(
∂P

∂pk
x(t) +

∂N

∂pk
f(t)

)
− 2x∗(t)

∂K∗

∂pk
RK(p)x(t)dt

)
·∆pk+

+o(| ∆pk |),
(2.33)
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ãäå ψ � âñïîìîãàòåëüíàÿ âåêòîð ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû

(2.28) äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ óñëîâèåì íà ïðàâîì êîíöå

dψ

dt
= −P (p)∗ψ + 2(Q+K(p)∗RK(p))∗x(t),

ψ(T ) = −2Q1x(T ).

(2.34)

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå. Êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà (2.29) ïî ïàðàìåòðàì p = {pk}

ïðåäñòàâèìû â âèäå

∂I(p)

∂pk
= −

∫ T

0

ψ∗(t)
∂P (p)

∂pk
x(t)− 2x∗(t)

∂K∗

∂pk
RK(p)x(t)dt. (2.35)

2.4. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èññëåäîâàíèÿ è

îïòèìèçàöèè àíñàìáëÿ òðàåêòîðèé

2.4.1. Ìîäåëü îïòèìèçàöèè àíñàìáëÿ òðàåêòîðèé

×òîáû îöåíèòü êà÷åñòâî ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû (2.28) ðàññìîòðèì íå îäíó òðàåêòîðèþ,

à ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé {x(t, x0)}, âîçìóùåííûõ ìíîæåñòâîì íà÷àëüíûõ îòêëîíåíèé

{x0} Ïóñòü ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ îòêëîíåíèé ýëëèïñîèä ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Òîãäà èìååì àíñàìáëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.28)

{x(t) , x(t, x0) : x0Cx
∗
0 6 1}, (2.36)

ãäå Ñ çàäàííàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà îïðåäåëÿþùàÿ

êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ýëëèïñîèäà íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé.

Àíñàìáëü äâèæåíèé (2.36) ñèñòåìû (2.28) äàåò àíñàìáëü ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ

ñòàáèëèçèðóåìûõ ïåðåìåííûõ

{z(t, x0), ϕ(t, x0), ψ(t, x0), θ(t, x0), p(t, x0), q(t, x0), r(t, x0), w(t, x0) :

x0Cx
∗
0 6 1}.

(2.37)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àíñàìáëÿ òðàåêòîðèé ïåðåìåííûõ ìîæíî ïîñòðîèòü îöåíêè ñâåðõó

äëÿ èõ ìîäóëåé. Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü îöåíêè

Sz(t), Sϕ(t), Sψ(t), Sθ(t), Sp(t), Sq(t), Sr(t), Sw(t) (2.38)
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äëÿ àíñàìáëÿ äâèæåíèé (2.36) ñèñòåìû (2.28) òàêèå, ÷òî

∀t ∈ [0, T ], ∀x0 : x0Cx
∗
0 6 1,

|z(t, x0)| 6
√
Sz(t),

|ϕ(t, x0)| 6
√
Sϕ(t),

|ψ(t, x0)| 6
√
Sψ(t),

|θ(t, x0)| 6
√
Sθ(t),

|p(t, x0)| 6
√
Sp(t),

|q(t, x0)| 6
√
Sq(t),

|r(t, x0)| 6
√
Sr(t),

|w(t, x0)| 6
√
Sw(t).

(2.39)

Îöåíêè óïðàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé äëÿ àíñàìáëÿ (2.36) ñèñòåìû (2.28), ÷òîáû ó÷èòû-

âàòü ýíåðãåòè÷åñêèå çàòðàòû âî âñåì àíñàìáëå ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ.

∀t ∈ [0, T ], ∀x0 :

x0Cx
∗
0 6 1

|Ui(t, x0)| 6
√
SUi

(t),i = 1..4.

(2.40)

×òîáû ñôîðìèðîâàòü îöåíêè êîíòðîëèðóåìûõ ïåðåìåííûõ xi(t) è óïðàâëÿþùèõ

íàïðÿæåíèé Ui(t) äâèæåíèé âîçìóùåííûõ ìíîæåñòâîì èñïîëüçóåì ìàòðèöó D(t) =

D(t, p), ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Ḋ = P (p)D +DP ∗(p)D(0) = 0.

Â [3] ïîêàçàíî, ÷òî ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ îöåíîê 2.39 - 2.40 ñïðàâåäëèâî ñëå-

äóþùåå ñîîòíîøåíèå

|x(t)2
i | 6 diag(D(t))i = S2

xi

|u(t)2
i | 6 diag(KD(t)K∗)i = S2

ui

(2.41)

, ãäå diag � îïåðàöèÿ âçÿòèÿ âåêòîðà, ñîñòîÿùåãî èç ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ñòîÿùèõ íà

ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

I =

∫ T

0

(diag(D(t)W1) + (diag(KD(t)W2K
∗)) dt→ min , (2.42)

ãäå W1, W2 - ñèììåòðè÷åñêèå, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûå âåñîâûå ìàòðèöû.

28



2.4.2. Òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïàðàãðàôó ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ïðèðàùåíèÿ âàðèàöèè

ôóíêöèîíàëà ïðè âàðèàöèè ïàðàìåòðà p̃k = pk + ∆pk.

Ïðèâåäåì ìîäåëü ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà çàìêíóòîé ñèñòåìû â âèäå

ẋ = P (p)x,

x(0) = x0,

u = K(p)x(t, x0, p),

(2.43)

I =

∫ T

0

(diag(D(t)W1) + (diag(KD(t)W2K
∗)) dt→ min . (2.44)

Ïðåäñòàâèì ïðèðàùåíèÿ ìàòðèö ìîäåëè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ â âèäå

∆P = ∆pkP =
∂P (p)

∂pk
∆pk, ∆K = ∆pkK =

∂K(p)

∂pk
∆pk.

Ñèìâîëîì ∆pk îáîçíà÷àåòñÿ ïðèðàùåíèå âûðàæåíèÿ ïðè ïðèðàùåíèè òîëüêî îïòèìè-

çèðóåìîãî ïàðàìåòðà pk. Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà ïðîèñõîäèò â ñòîðîíó óáûâàíèÿ

åãî ïåðâîé âàðèàöèè ìåòîäîì íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà.

Óòâåðæäåíèå. Ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà (2.44) ïðè âàðèàöèè (ëèíåéíî

îò ïàðàìåòðîâ) ïàðàìåòðà p̃k = pk + ∆pk ïðåäñòàâèìî â âèäå

I(p,∆pk) = −2

(∫ T

0

diag(ΘD(t))
∂P ∗

∂pk
− ∂K∗

∂pk
W2K(p)D(t)dt

)
·∆pk + o(|∆pk|), (2.45)

ãäå o(| ∆pk |) � âåëè÷èíà áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ÷åì | ∆pk | ïðè

| ∆pk |→ 0.

Θ(t) � âñïîìîãàòåëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äèôôåðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ ñ óñëîâèåì íà ïðàâîì êîíöå

dΘ

dt
= −ΘP (p)− P ∗Θ +W1 +K∗W2K,

Θ(T ) = 0.

(2.46)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü p̃ � âåêòîð îïòèìèçèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ, ñîäåðæàùèé p̃k, p � íà÷àëüíûé

âåêòîð. Òîãäà ïðèðàùåíèÿ ìàòðèö ïðåäñòàâèìû ïðèðàùåíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ∆pk =

p̃k − pk â âèäå:

P̃ = P (p̃) = P (p) + ∆pkP = P (p) +
∂P

∂pk
∆pk ,
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K̃ = K(p̃) = K(p) + ∆pkK = K(p) +
∂K

∂pk
∆pk ,

Ïóñòü D̃ è D ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðè p̃ è p ñîîòâåòñòâåííî,

òîãäà ïðèðàùåíèå ðåøåíèÿ ïðè âàðèàöèè ïàðàìåòðà èìååò âèä:

∆D = D̃(t, p̃)−D(t, p).

Ìàòðèöà ∆D óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

∆Ḋ = P̃ D̃ + D̃P̃ ∗ − PD −DP ∗ (2.47)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

D(0) = 0. (2.48)

Ïðè÷åì ‖∆D‖ = max
√∑

d2
i,j ïðè |pk| → 0, di,j � ýëåìåíò ìàòðèöû ∆D ñ èíäåêñàìè i,

j.

Ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.47) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

∆Ḋ = P∆D + ∆DP ∗ + ∆PD +D∆P ∗ + ∆P∆D + ∆D∆P ∗.

Òîãäà ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà ïðè ïðèðàùåíèå ïàðàìåòðà ∆pk = p̃k− pk ïðåä-

ñòàâèìî â âèäå

∆I(p,∆pk) = I(p̃)− I(p) =(∫ T

0

diag(W1 ∗ D̃(t) +W2K̃D̃K̃
∗
)
dt− µ2

(∫ T

0

diag(W1 ∗D(t) +W2KDK̃
∗
)
dt =

(∫ T

0

diag(W1 ∗∆D(t) +K∗W2KD + 2∆K∗W2KD)

)
dt

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ìàòðèöó Θ(t), ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dΘ

dt
= −ΘP − P ∗Θ +W1 +K∗W2K, (2.49)

ñ óñëîâèåì íà ïðàâîì êîíöå

Θ(T ) = 0 (2.50)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàâåíñòâî (2.49) ìîæíî çàïèñàòü êàê(∫ T

0

diag(Θ · (4Ḋ − P∆D −∆DP ∗ −∆PD −D∆P ∗ −∆P∆D −∆D∆P ∗))

)
dt = 0.

(2.51)
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Òîãäà èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (2.49) äëÿ Θ

∆I(p,∆pk) =

∫ T

0

(diag(W1 +K∗W2)∆D+

+2∆K∗W2KD + Θ∆Ḋ −ΘP∆D

−Θ∆DP ∗ −Θ∆DP −D∆P ∗)dt+ o(|∆pk|) =(∫ T

0

diag(W1 +K∗W2 −ΘP − P ∗Θ)∆D + Θ∆Ḋ −Θ∆DP −D∆P ∗
)
dt+

+o(|∆pk|) =(∫ T

0

diag(W1 +K∗W2 −ΘP − P ∗Θ)∆D + Θ∆Ḋ −Θ∆DP −D∆P ∗
)
dt+

+o(|∆pk|) =(∫ T

0

diag(Θ̇∆D + Θ∆Ḋ −Θ∆DP −D∆P ∗2∆K∗W2KD

)
dt+

+o(|∆pk|).

(2.52)

C ó÷åòîì âûðàæåíèé (2.49) è (2.51) ïîëó÷àåì

I(p,∆pk) =

−2

(∫ T

0

diag(ΘD(t)) ∗ ∂P
∗

∂pk
− ∂K∗

∂pk
W2K(p)D(t)dt

)
·∆pk + o(|∆pk|),

(2.53)

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå. Êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà (2.29) ïî ïàðàìåòðàì p = {pk}

ïðåäñòàâèìû â âèäå

∂I(p)

∂pk
= −2

(∫ T

0

diag(ΘD(t))
∂P ∗

∂pk
− ∂K∗

∂pk
W2K(p)D(t)dt

)
·∆pkdt. (2.54)
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2.5. Àëãîðèòì ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè

Áëàãîäàðÿ âûðàæåíèÿì (2.35), (2.46) êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà (2.27) ìî-

ãóò áûòü íàéäåíû ÷èñëåííî, àíàëîãè÷íî [10, 11], è ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïðîãðàììû íà ÿçûêå MATLAB.

Óïðàâëåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ ìîæåò ïî-

òðåáîâàòü äëèòåëüíîãî âðåìåíè [6]. Ïðèìåíåíèå ïàðàëëåëüíîãî ïîäõîäà � ýòî îäèí èç

ñàìûõ ïîäõîäÿùèõ ñïîñîáîâ ñîêðàòèòü âðåìÿ ðàñ÷åòà è îáëåã÷èòü ðàáîòó èññëåäîâàòå-

ëÿ. Äëÿ ðåàëèçàöèè ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ïàðàìåòðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè íà ÿçûêå

MatLab ïðèìåíåí îïåðàòîð öèêëà parfor. Îí óäîáåí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ âñåõ ÿäåð âû-

÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà, ïðè ýòîì êàæäàÿ èòåðàöèÿ öèêëà âûïîëíÿåòñÿ ïàðàëëåëüíî

íà êàæäîì èç äîñòóïíûõ ÿäåð. Â ìåòîäå íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ

ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ [27]. Ïîýòîìó ôîðìó ìåòîäà ìîæ-

íî ïðåîáðàçîâàòü òàê, ÷òîáû ñïóñê ïî êàæäîìó ïàðàìåòðó ðàññ÷èòûâàëñÿ ïàðàëëåëüíî

îñòàëüíûì:

pi+1
k = pik − λ

∂I(pi)

∂pk
,

ãäå λ � âåëè÷èíà øàãà â íàïðàâëåíèè íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà.

32



Ãëàâà 3

Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ è

ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ

3.1. Ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè îòäåëüíîãî ïåðåõîäíîãî

ïðîöåññà

Äëÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áûëà ïðîèíòåãðèðîâàíà ñèñòåìà 2.28 ñ âûáðàííû-

ìè íà÷àëüíûìè äàííûìè

x0 =
(
z0 ϕ0 θ0 ψ0 w0 r0 q0 p0 Ω10 Ω20 Ω30 Ω40

)∗
=

=
(

0,050 0,030 −0,016 0,018 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
)∗
.

Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû ñòàáèëèçèðóåìûõ âåëè÷èí ïðåäñòàâëåíû íà ãðàôèêå ðèñ.

3.1. Â òàáëèöå [3.1] äàíû çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà 2.29.

Òàáëèöà 3.1: ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëüíîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà äëÿ èñõîä-

íîãî è îïòèìèçèðîâàííîãî ðåãóëÿòîðîâ

Ðàññìàòðèâàåìûé ðåãóëÿ-

òîð

Çíà÷åíèå Òî÷íîñòü ñòàáèëèçàöèè Ýíåðãåòè÷åñêèå

çàòðàòû

Èñõîäíûé 0,6833 0,5488 0,1344

Îïòèìèçèðîâàííûé 0,3683 0,2530 0,1152
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Òàáëèöà [3.1] ñî çíà÷åíèÿìè èíòåãðàëüíîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà òàêæå äåìîíñòðè-

ðóåò âûèãðûø ïî îáîèì êðèòåðèåì äëÿ îïòèìèçèðîâàííîãî ðåãóëÿòîðà.

Íà ðèñ. 3.1 è 3.2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ â îòêëîíåíèÿõ îò

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è óïðàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé. Ôàçîâûå ïåðåìåííûå � âûñîòà z,

óãëû Ýéëåðà ϕ, θ, ψ, óãëîâûå ñêîðîñòè r, q, p è óñêîðåíèÿ w âäîëü îñè z, óïðàâëÿþùèå

íàïðÿæåíèÿ U1, U2, U3, U4.

Êàê âèäíî èç ãðàôèêà 3.1 îïòèìèçèðîâàííûé ðåãóëÿòîð âûèãðûâàåò ïî ñêîðîñòè

ñòàáèëèçàöèè îòêëîíåíèé îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ èññëåäóåìûõ âåëè÷èí.

à) á)

Ðèñ. 3.1: Ïåðåõîäíûé ïðîöåññ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí z, ϕ, θ, ψ, p, q, r, w ñ à) èñõîäíûì

á) îïòèìèçèðîâàííûì ðåãóëÿòîðîì
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à) á)

Ðèñ. 3.2: Ïåðåõîäíûé ïðîöåññ óïðàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé U1, U2, U3, U4 ñ à) èñõîäíûì

á) îïòèìèçèðîâàííûì ðåãóëÿòîðîì
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3.2. Îòêëèêè ñèñòåì íà ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå

Íèæå ðàññìîòðåí ñëó÷àé îòêëèêà ñèñòåìû íà åäèíè÷íîå ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå ysr

ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Äàííûé ýêñïåðèìåíò ìîäåëèðóåò êà÷åñòâî èñïîë-

íåíèÿ ñèñòåìîé óïðàâëåíèÿ êîìàíä ïî áûñòðîìó èçìåíåíèþ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí. Â

ôèçè÷åñêîì ñìûñëå äàííûé ýêñïåðèìåíò ïîçâîëÿåò îöåíèòü íàñêîëüêî áûñòðî è òî÷íî

êâàäðîêîïòåð âûïîëíèò ïðèêàç î ñìåíå ñâîåãî ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îòêëèêà íà ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå áûëà ïðîèíòåãðèðîâàíà

ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñèñòåìà 2.26, ãäå äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà 2.25

ż = Acz +Bc(y − ysr).

Â êà÷åñòâå âåêòîðà ñòóïåí÷àòîãî âîçäåéñòâèÿ âûáðàí

ysr =
(
z0 ϕ0 θ0 ψ0 w0 r0 q0 p0

)∗
=
(

1 0 0 0 0 0 0 0
)∗
.

à) á)

Ðèñ. 3.3: Ðåàêöèÿ íà ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå èçìåíåíèÿ âûñîòû z ñ à) èñõîäíûì á)

îïòèìèçèðîâàííûì ðåãóëÿòîðîì
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à) á)

Ðèñ. 3.4: Ðåàêöèÿ íà ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå óïðàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé U1, U2, U3, U4

ñ à) èñõîäíûì á) îïòèìèçèðîâàííûì ðåãóëÿòîðîì

Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ñ àíàëîãè÷íî âûáðàííûìè ñòóïåí÷àòûìè âîçäåé-

ñòâèÿìè:

ysr =
(

0 1 0 0 0 0 0 0
)

à) á)

Ðèñ. 3.5: Ðåàêöèÿ íà ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå èçìåíåíèÿ óãëà êðåíà ϕ ñ à) èñõîäíûì á)

îïòèìèçèðîâàííûì ðåãóëÿòîðîì
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à) á)

Ðèñ. 3.6: Ðåàêöèÿ íà ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå óïðàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé U1, U2, U3, U4

ñ à) èñõîäíûì á) îïòèìèçèðîâàííûì ðåãóëÿòîðîì

ysr =
(

0 0 1 0 0 0 0 0
)

à) á)

Ðèñ. 3.7: Ðåàêöèÿ íà ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå èçìåíåíèÿ óãëà òàíãàæà θ ñ à) èñõîäíûì

á) îïòèìèçèðîâàííûì ðåãóëÿòîðîì
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à) á)

Ðèñ. 3.8: Ðåàêöèÿ íà ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå óïðàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé U1, U2, U3, U4

ñ à) èñõîäíûì á) îïòèìèçèðîâàííûì ðåãóëÿòîðîì

ysr =
(

0 0 0 1 0 0 0 0
)

à) á)

Ðèñ. 3.9: Ðåàêöèÿ íà ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå èçìåíåíèÿ óãëà ðûñêàíüÿ ψ ñ à) èñõîäíûì

á) îïòèìèçèðîâàííûì ðåãóëÿòîðîì

Ãðàôèêè íà ðèñ. 3.3, 3.5, 3.7, 3.9 äåìîíñòðèðóþò ñëåäóþùèå ðåóçëüòàòàòû: ñè-

ñòåìà ñ îïòèìèçèðîâàííûì ðåãóëÿòîðîì ïåðåõîäèò â òðåáóåìîå ïîëîæåíèå áûñòðåå,

÷åì ñ èñõîäíûì; ó îïòèìèçèðîâàííîãî ðåãóëÿòîðà, â îòëè÷èå îò èñõîäíîãî, îòñóòñòâóåò

ïåðåðåãóëèðîâàíèå.
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à) á)

Ðèñ. 3.10: Ðåàêöèÿ íà ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå óïðàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé U1, U2, U3, U4

ñ à) èñõîäíûì á) îïòèìèçèðîâàííûì ðåãóëÿòîðîì

40



3.3. Ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè àíñàìáëÿ òðàåêòîðèé

Äëÿ ìîäåëè àíñàìáëÿ òðàåêòîðèé êà÷åñòâî ñòàáèëèçàöèè îïðåäåëÿþò îöåíêè 2.39. Íè-

æå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ îöåíîê ïðè ìíîæåñòâå âîçìóùåíèé 2.36 ñ

äèàãîíàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû íà÷àëüíîãî ýëëèïñîèäà

diagD0 =
(
z0 ϕ0 θ0 ψ0 w0 r0 q0 p0 Ω10 Ω20 Ω30 Ω40

)∗
=

=
(

0,050 0,030 −0,016 0,018 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
)∗
.

Ðåçóëüòàòû äàíû â ãðàôè÷åñêîì è ÷èñëåííîì âèäå äëÿ âåðõíèõ îöåíîê ìîäóëåé

óïðàâëÿåìûõ âåëè÷èí |z|, |ϕ|, |θ|, |ψ|, |p|, |q|, |r|, |w| è âåðõíèõ îöåíîê ìîäóëåé

óïðàëÿþùèõ íàïðÿæåíèé |U1|, |U2|, |U3|, |U4|. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîõðàíèòü íà ãðàôèêàõ

ôèçè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü ðàññìîòðèì êâàäðàòíûå êîðíè îöåíîê ðàññìàòðèâàåìûõ âå-

ëè÷èí
√
Sz,

√
Sϕ,

√
Sθ,

√
Sψ,

√
Sp,

√
Sq,
√
Sr,
√
Sw è óïðàâëåíèé

√
SUi

, i = 1..4.

à) á)

Ðèñ. 3.11: Îöåíêè íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí
√
Sz,

√
Sϕ,
√
Sθ,

√
Sψ,

√
Sp,

√
Sq,
√
Sr,
√
Sw ñ

à) èñõîäíûì á) îïòèìèçèðîâàííûì ðåãóëÿòîðîì
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à) á)

Ðèñ. 3.12: Îöåíêè óïðàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèé
√
SUi

, i = 1..4 ñ à) èñõîäíûì á) îïòèìè-

çèðîâàííûì ðåãóëÿòîðîì

Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñ íà÷àëüíûì è îïòè-

ìèçèðîâàííûì ðåãóëÿòîðîì. Â òàáëèöå [3.2] ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ âåëè÷èí èíòåãðàëüíî-

ãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà 2.44: îïòèìèçèðîâàííûé ðåãóëÿòîð âûèãðûâàåò ïî ýíåðãåòè÷åñêè

çàòðàòàì è òî÷íîñòè îäíîâðåìåííî.

Òàáëèöà 3.2: ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëüíîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà äëÿ èñõîä-

íîãî è îïòèìèçèðîâàííîãî ðåãóëÿòîðîâ

Ðàññìàòðèâàåìûé ðåãóëÿ-

òîð

Çíà÷åíèå Òî÷íîñòü ñòàáèëèçàöèè Ýíåðãåòè÷åñêèå

çàòðàòû

Èñõîäíûé 684,2225 0,0533 684,1692

Îïòèìèçèðîâàííûé 205,9442 0,0445 205,8997

42



Âûâîäû

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà òåìå ñòàáèëèçàöèè ïîëåòà êâàäðîêîïòåðà. Âñâÿçè ñ ðàñïðîñòðàíåí-

íîñòüþ îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ ýòèõ áåñïèëòíûõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ [40], [41] çàäà÷à

ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ïðîäîëæàåò îñòàâàòüñÿ àêòóàëüíîé.

Îáçîð ëèòåðàòóðû ïîêàçàë, ÷òî êëàññè÷åñêèå ÏÈÄ, LQR, LQG ðåãóëÿòîðû óæå

äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû, îäíàêî ïàðàìåòðè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ è óïðàâëåíèå ãðà-

íèöåé àíñàáëÿ òðàåêòîðèé âïåðâûå âûïîëíåíî äëÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèÿ

êâàäðîêîïòåðà.

Ñ öåëüþ ðàñêðûòèÿ ôèçè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè ïðîâåäåí âû-

âîä óðàâíåíèé äèíàìèêè è èõ ëèíåàðèçàöèÿ. Ïîñòðîåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â âèäå

ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì, òðåáóþùèõ ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ. Äëÿ àíàëèçà è

ñèíòåçà ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ ïðåäëîæåíû ìîäåëè îïòèìèçàöèè êàê îòäåëüíîé

òðàåêòîðèè, òàê è àíñàìáëÿ òðàåêòîòðèé. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû âàðèàöèè ôóíêöèîíà-

ëîâ âûøåóêàçàííûõ ìîäåëåé. Ïðåäëàãàåìûé â ðàáîòå ïîäõîä ïîçâîëèë îïòèìèçèðîâàòü

äèíàìèêó ñèñòåìû ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèÿ êâàäðîêîïòåðà. Â ïðîöåññå ïàðàìåòðè÷å-

ñêîé îïòèìèçàöèè ìèíèìèçèðîâàí ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà, çàäàííûé íà òðàåêòîðèÿõ ñè-

ñòåìû, âîçìóùåííîé ìíîæåñòâîì íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé.

Ïðîâåäåííûé ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë ïðåèìóùåñòâà, êîòîðûå äàåò ïà-

ðàìåòðè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ. Äîñòèãíóòî óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè óïðàâëåíèÿ ïðè îäíî-

âðåìåííîì ñíèæåíèè ýíåðãåòè÷åñêèõ çàòðàò. Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà ðåãóëÿòîðû ïðèâîäÿò ñèñòåìû â ðàâíîâåñèå áûñòðåå, îòêëèê íà åäèíè÷íîå

ñòóïåí÷àòîå âîçäåéñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ áåç ïåðåðåãóëèðîâàíèÿ. Äëÿ âûïîëíåíèÿ âû-

÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áûëà ðåàëèçîâàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå MATLAB.
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Çàêëþ÷åíèå

Ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ

• ïðåäëîæåííûå ìîäåëè àíàëèçà è ñèíòåçà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ïîëîæåíèåì êâàäðî-

êîïòåðà äëÿ îòäåëüíîé òðàåêòîðèè è äëÿ àíñàìáëÿ;

• ïðåäñòàâëåíû âûðàæåíèÿ äëÿ âàðèàöèè ôóíêöèîíàëîâ äàííûõ ìîäåëåé è íà èõ

îñíîâå ïðåäëîæåíà ñõåìà àëãîðèòìà ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè;

• â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîëó÷åí ðåãóëÿòîð, îáåñïå÷èâàþùèé ñèñòå-

ìå óïðàâëåíèÿ îïòèìèçèðîâàííûå äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.
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