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1 Ââåäåíèå

1.1 Îáùèå ñâåäåíèÿ î òåîðèè ðåêîðäîâ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . è îïðåäåëèì ðåêîðäíûå ìîìåíòû L(n) è ðå-

êîðäíûå âåëè÷èíû X(n), n = 1, 2, . . . ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðâûé ðåêîðäíûé ìîìåíò L(1)

âñåãäà ðàâåí 1, à ïîñëåäóþùèå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

L(n) = min{j > L(n− 1) : Xj > X(n− 1)},

X(n) = XL(n) = max{X1, X2, . . . , XL(n)}, n = 2, 3, . . . .

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ çàäàþò âåðõíèå ðåêîðäíûå ìîìåíòû è âåðõíèå ðåêîðäíûå âåëè÷èíû. Ñî-

îòâåòñòâåííî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

l(1) = 1, x(1) = X1, l(n) = min{j > l(n− 1) : Xj < x(n− 1)},

x(n) = XL(n) = min{X1, X2, . . . , XL(n)}, n = 2, 3, . . . ,

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íèæíèå ðåêîðäíûå ìîìåíòû l(n), n = 1, 2, . . . è íèæíèå ðåêîðäíûå âå-

ëè÷èíû x(n), n = 1, 2, . . . .

Ðàññìîòðåíèå âåëè÷èí Y1 = −X1, Y2 = −X2, . . . âìåñòî èñõîäíûõ X-îâ ïîçâîëÿåò ïåðåéòè

îò âåðõíèõ ðåêîðäîâ ê íèæíèì, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî èññëåäîâàíèåì

âåðõíèõ ðåêîðäîâ.

Â òåîðèè ðåêîðäîâ îáû÷íî ïî îòäåëüíîñòè ðàññìàòèâàþò äâà ñëó÷àÿ: ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì

èñõîäíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, è ñëó÷àé, êîãäà îíè èìå-

þò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà áûëè

îïðåäåëåíû âñå âåëè÷èíû X(n), n = 1, 2, . . . , íåîáõîäèìî, ÷òîáû ó èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

íå áûëî ïîñëåäíåé òî÷êè ðîñòà, ò.å. òàêîé òî÷êè a, ÷òî

P{X < a} < P{X 6 a} = 1.

Äëÿ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ðàññìàòðèâàþò ñëàáûå ðåêîðäû: â ýòîì ñëó÷àå ïîâòîðåíèå

ïðåäûäóùåãî ðåêîðäíîãî çíà÷åíèÿ çàñ÷èòûâàåòñÿ êàê íîâûé ðåêîðä.

Lω(1) = 1

Lω(n) = min{j > Lω(n− 1) : Xj > X(n− 1)},

Xω(n) = XLω(n) = max{X1, X2, . . . , XLω(n)}, n = 2, 3, . . . .

Ïðèìåðû ñëàáûõ ðåêîðäîâ ìîãóò äàòü, íàïðèìåð, òå âèäû ñïîðòà (ñòðåëüáà, ëåãêàÿ àòëåòè-

êà), ãäå ñïîðòñìåí, ïîâòîðèâøèé ðåêîðäíîå äîñòèæåíèå, òàêæå îáúÿâëÿåòñÿ ðåêîðäñìåíîì.

Òàêàÿ êëàññè÷åñêàÿ ðåêîðäíàÿ ìîäåëü è åå îáîáùåíèÿ, â êîòîðûõ, êàê ïðàâèëî, ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . ., õîðîøî

èçó÷åíû [1].

Ìåíåå èçó÷åííûìè îñòàþòñÿ ñèòóàöèè, â êîòîðûõ èñõîäíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ìîãóò

èìåòü ðàçíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, íàïðèìåð â Fα-ñõåìå, ãäå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fk(x) =

P{Xk < x} ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

Fk(x) = Fα(k)(x), k = 1, 2, . . . ,
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ãäå α(1), α(2), . . . � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, à F (x) � íåêîòîðàÿ ôóíê-

öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåêîðäíûå ñõåìû, â êîòîðûõ èñõîäíûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, à ðåêîðäíûå âåëè÷èíû îïðåäåëÿ-

þòñÿ "íåêëàññè÷åñêè" , íàïðèìåð, ðåêîðäû ñ δ-ïðåâûøåíèåì, ââåäåííûå â [2], èëè ðåêîðäû

ñ îãðàíè÷åíèÿìè, ðàññìîòðåííûå â [3].

1.2 Ðåêîðäû ñ îãðàíè÷åíèåì â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ìîäåëü ðåêîðäîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè, â êîòîðîé ìû áóäåì èãíîðèðîâàòü

âñå íàáëþäåíèÿ, êîòîðûå ïðåâûøàþò ïîñëåäíåå ðåêîðäíîå çíà÷åíèå áîëåå ÷åì íà íåêîòî-

ðóþ ôèêñèðîâàííóþ ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó C. Ïóñòü X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí, à C � ôèêñèðîâàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ

êîíñòàíòà. Â êà÷åñòâå ïåðâîé ðåêîðäíîé âåëè÷èíû è ïåðâîãî ðåêîðäíîãî ìîìåíòà âîçüìåì

X(1) = X1 è L(1) = 1. Ïîñëåäóþùèå ðåêîðäíûå âåëè÷èíû è ìîìåíòû îïðåäåëèì êàê

L(n) = min{j > L(n− 1) : X(n− 1) < Xj 6 X(n− 1) + C}, (1)

X(n) = XL(n) n = 2, 3, . . . .

Åñëè ñíîâà îáðàòèòüñÿ ê ðåçóëüòàòàì ñïîðòèâíûõ ñîðåâíîâàíèé, òî ñëèøêîì ñóùåñòâåííûå

ïðåâûøåíèÿ ïðåäûäóùèõ ðåêîðäîâ ìîãóò âûçâàòü îïàñåíèÿ, ÷òî äàííûé ðåçóëüòàò äîñòèã-

íóò íå÷åñòíûìè ïóòÿìè. Íàïðèìåð, ìîãëè áûòü èñïîëüçîâàíû íåñòàíäàðòíûå ñïîðòèâíûå

ñíàðÿäû èëè ñïîðòñìåíàìè óïîòðåáëÿëèñü çàïðåùåííûå ïðåïàðàòû. Â ñòàòüå [3] ðàññìîòðå-

íà ìîäåëü ðåêîðäîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè â ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò

íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è ïëîòíîñòü p(x). Áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå

ðåçóëüòàòû:

• Âûðàæåíèå äëÿ pn(xn | x1, x2, . . . , xn−1) � ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåêîðäíîé âåëè-

÷èíû X(n) ïðè óñëîâèè, ÷òî çàôèêñèðîâàíû çíà÷åíèÿ

X(1) = x1, X(2) = x2, . . . , X(n− 1) = xn−1,

ãäå 0 < xj − xj−1 6 C, j = 2, 3, . . . , n− 1:

pn(xn | x1, x2, . . . , xn−1) =
p(xn)

F (xn−1 + C)− F (xn−1)
,

åñëè xn−1 < xn 6 xn−1 + C, è pn(xn | x1, x2, . . . , xn−1) = 0 èíà÷å.

• Âûðàæåíèå äëÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ pn(x1, x2, . . . , xn) ðåêîðäíûõ âå-

ëè÷èí X(1), X(2), . . . , X(n):

pn(x1, x2, . . . , xn) =

p(x1)
p(x2)

F (x1 + C)− F (x1)
. . .

p(xn)

F (xn−1 + C)− F (xn−1)
,

åñëè x1 < x2 6 x1 + C, x2 < x3 6 x2 + C, . . . xn−1 < xn 6 xn−1 + C , è

pn(x1, x2, . . . , xn) = 0 èíà÷å.
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Òàêæå, åñëè èñõîäíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îãðàíè÷åíû ñíèçó íåêîòîðîé êîíñòàíòîé

a > −∞, òî

pn(x1, x2, . . . , xn) =

p(x1)

F (a+ C)

p(x2)

F (x1 + C)− F (x1)
. . .

p(xn)

F (xn−1 + C)− F (xn−1)
,

åñëè a < x1 6 a + C, x1 < x2 6 x1 + C, . . . xn−1 < xn 6 xn−1 + C , è

pn(x1, x2, . . . , xn) = 0 èíà÷å.

• Åñëè èñõîäíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò ñòàíäàðòíîå E(1) ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå, òî ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå:

pn(x1, x2, . . . , xn) =
e−xn

(1− e−C)n
,

åñëè 0 < x1 6 C, x1 < x2 6 x1+C, . . . xn−1 < xn 6 xn−1+C , è pn(x1, x2, . . . , xn) = 0

èíà÷å.

• Îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûå âåêòîðû

{X(1), X(2), . . . , X(n)}

è

{W1,W1 +W2, . . . ,W1 +W2 + . . .+Wn},

ãäå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûW1,W2, . . . ,Wn èìåþò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

g(x) =
e−x

1− e−C
,

åñëè 0 6 x 6 C , è g(x) = 0 èíà÷å.

Òàêæå áûëà ðàññìîòðåíà âòîðàÿ ìîäåëü ðåêîðäîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè: ñíîâà çàôèêñèðóåì

ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó C, íî â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå, ïðåâûøàþùåå ïîñëåäíèé ðåêîðä

X(n) áîëüøå ÷åì íà C, íå òåðÿåòñÿ, è íîâîé ðåêîðäíîé âåëè÷èíîé îáúÿâëÿåòñÿ X(n+ 1) =

X(n) + C. Åñëè æå íàáëþäåíèå ïîïàëî â èíòåðâàë (X(n), X(n) + C], òî îíî è ñòàíîâèòñÿ

íîâîé ðåêîðäíîé âåëè÷èíîé X(n+1).

Äëÿ íåå, â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ èñõîäíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, áûëî

ïîëó÷åíî, ÷òî îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû

{X(1), X(2), . . . , X(n)}

è

{V1, V1 + V2, . . . , V1 + V2 + . . .+ Vn},

ãäå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû V1, V2, . . . , Vn èìåþò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

P{V (k) < x} =

1− e−x , 0 6 x 6 C

1 , x > C.

Â ýòîé ðàáîòå ìû ïîëó÷èì àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ðåêîðäíûõ ñõåì ñ îãðàíè÷åíèÿìè

â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

6



1.3 Êëàññè÷åñêèå äèñêðåòíûå ðåêîðäû

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ äëÿ êëàññè÷åñêèõ äèñêðåòíûõ ðåêîðäîâ èç [1], äëÿ òîãî

÷òîáû äàëåå ïðîâåñòè àíàëîãèþ ñ ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü X1, X2, . . . � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷å-

íèÿ 1, 2, . . . ñ âåðîÿòíîñòÿìè

pk = P{Xj = k} = (1− p)pk−1, j = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . .

Òîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X(1), X(2)−X(1), X(3)−X(2), . . . íåçàâèñèìû, è èìåþò òî æå

ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è èñõîäíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . ..

Òåîðåìà 2 Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

X(n)
d
= X1 +X2 + . . .+Xn.

Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è èìåþò

ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ a = 1/(1− p) è äèñïåðñèè σ2 = p/(1− p)2, ìû ïîëó÷àåì ÷òî

X(n)− na
σn1/2

=
(1− p)X(n)− n

(np)1/2
−→
n→∞

N(0, 1),

ãäå N(0, 1) � ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

1.4 Ðåêîðäû ñ δ−ïðåâûøåíèåì è ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ

Â 1996 ã. â ðàáîòå [2] áûëè ââåäåíû òàê íàçûâàåìûå ðåêîðäû ñ δ-ïðåâûøåíèåì. Â ýòîé ñõå-

ìå äëÿ îáúÿâëåíèÿ î÷åðåäíîãî íàáëþäåíèÿ ðåêîðäíûì òðåáîâàëîñü, ÷òîáû îíî ïðåâûøàëî

ïðåäûäóùåå ðåêîðäíîå äîñòèæåíèå áîëåå ÷åì íà íåêîòîðîå çíà÷åíèå δ. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, . . . , èìåþùèõ îäèíàêîâóþ ôóíêöèþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ, ðåêîðäíûå ìîìåíòû è ðåêîðäíûå âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L(n) = min{j > L(n− 1) : Xj > X(n− 1) + δ},

X(n) = XL(n) n = 2, 3, . . . .

Ðåêîðäû ñ δ−ïðåâûøåíèåì âîçíèêàþò, íàïðèìåð, â ñ÷åò÷èêàõ ÷àñòèö âòîðîãî òèïà. Ñ÷åò-

÷èê âûñòàâëÿþò â ðàäèóñå äåéñòâèÿ èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ ÷àñòèö (íàïðèìåð, ðàäèîàêòèâ-

íûé ìàòåðèàë). ×àñòèöû ïîïàäàþò â ñ÷åò÷èê, íî â ñèëó íåêîòîðûõ ôèçè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé

êîíñòðóêöèè ïðèáîðà íå âñå ÷àñòèöû ðåãèñòðèðóþòñÿ. Â ñ÷åò÷èêàõ âòîðîãî òèïà ïîñëå ïðè-

áûòèÿ ÷àñòèöû (çàðåãèñòðèðîâàííîãî èëè íåò) íîâûå ÷àñòèöû ïåðåñòàþò ðåãèñòðèðîâàòüñÿ

â ïåðèîä âðåìåíè δ, ïðè÷åì íîâûå ÷àñòèöû, ïðèáûâàþùèå â ýòîò ïåðèîä âîññòàíîâëåíèÿ

ñ÷åò÷èêà, ïðîäëèâàþò åãî. Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî òå ÷àñòèöû, êîòîðûå íå ïîïàëè â ïåðèîä

âîññòàíîâëåíèÿ, ðåãèñòðèðóþòñÿ.

Â ðàáîòå [4] ïîêàçàíî, ÷òî êîëè÷åñòâî çàðåãèñòðèðîâàííûõ ÷àñòèö äî ìîìåíòà t ÿâëÿåòñÿ

êîëè÷åñòâîì ðåêîðäîâ ñ δ−ïðåâûøåíèåì äëÿ âåëè÷èí ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-

íèÿ. Ðåêîðäû ñ δ−ïðåâûøåíèåì ðàññìîòðåíû â [5] [6] â ñëó÷àÿõ δ > 0 è δ 6 0 è â [7] â

äèñêðåòíîì ñëó÷àå.

Â ðàáîòàõ [8] [9] [10] ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåêîðäíûå âåëè÷èíû â ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ. Â

ýòîé ðàáîòå ìû ïîñòàðàåìñÿ îáîáùèòü íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ

áëóæäàíèé íà ñëó÷àé ðåêîðäîâ ñ ïðåâûøåíèÿìè.
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2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ìû õîòèì ðàññìîòðåòü ðåêîðäíûå ñõåìû ñ îãðàíè÷åíèÿìè, â ñëó÷àå êîãäà èñõîäíûå ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû èìåþò äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå. Íèæå ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå

â ðàáîòå â ýòîì ñëó÷àå.

2.1 Ðåêîðäû ñ îãðàíè÷åíèåì I

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ìîäåëü ðåêîðäîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè, â êîòîðîé ìû áóäåì èãíîðèðîâàòü

âñå íàáëþäåíèÿ, êîòîðûå ïðåâûøàþò ïîñëåäíåå ðåêîðäíîå çíà÷åíèå áîëåå ÷åì íà íåêîòîðóþ

ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó C. Ïóñòü X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíà-

êîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí, à Ck � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò íîìåðà

ðåêîðäà. Â êà÷åñòâå ïåðâîé ðåêîðäíîé âåëè÷èíû è ïåðâîãî ðåêîðäíîãî ìîìåíòà âîçüìåì

X(1) = X1 è L(1) = 1. Ïîñëåäóþùèå ðåêîðäíûå âåëè÷èíû è ìîìåíòû îïðåäåëèì êàê

L(n) = min{j > L(n− 1) : X(n− 1) < Xj 6 X(n− 1) + Cn−1}, (2)

X(n) = XL(n) n = 2, 3, . . . .

Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó:

Ëåììà 1 Ïðè ëþáîì n = 1, 2, . . . ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Y1 = XL(n)+1, Y2 = XL(n)+2, . . .

íå çàâèñÿò îò X(1), X(2), . . . , X(n), íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé è èìåþò îáùóþ ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ F .

Äîêàçàòåëüñòâî Çàìåòèì, ÷òî ñîáûòèÿ Cn,m = {L(n) = m} ïðè êàæäîì m îïðåäåëÿþò-

ñÿ òîëüêî ëèøü ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè X1, X2, . . . , Xm è íå çàâèñÿò îò Xm+1, Xm+2, . . ..

Âåðîÿòíîñòü P{AB}, ãäå B � ïðîèçâîëüíîå ñîáûòèå ïîðîæäåííîå ðåêîðäíûìè âåëè÷èíàìè

X(1), X(2), . . . , X(n), à A = {Y1 < x1, . . . , Yk < xk}, ïåðåïèøåì â âèäå:

P{AB} =
∞∑
m=0

P{ABCn,m} =
∞∑
m=0

P{A | BCn,m}P{BCn,m} =

=

∞∑
m=0

P{Xm+1 < x1, . . . , Xm+k < xk | BCn,m}P{BCn,m}.

Ïîñêîëüêó ñîáûòèå BCn,m îïðåäåëåÿåòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìèX1, X2, . . . , Xm , êîòîðûå

íå çàâèñÿò îò Xm+1, . . . Xm+k, ïîëó÷àåì, ÷òî

P{AB} =
∞∑
m=0

P{Xm+1 < x1, . . . , Xm+k < xk | BCn,m}P{BCn,m} =

= F (x1) . . . F (xk)

∞∑
m=0

P{BCn,m} = F (x1) . . . F (xk)P{B}

Åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èñõîäíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò íåêîòîðóþ äèñêðåòíóþ ôóíê-

öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), òî âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
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Òåîðåìà 3 Ïóñòü çàôèêñèðîâàíû çíà÷åíèÿ

X(1) = x1, . . . , X(n) = xn,

ïðè÷åì 0 < xj − xj−1 6 Cj−1, j = 2, 3, . . . , n− 1.

Òîãäà

P{X(n+ 1) = x | X(1) = x1, . . . , X(n) = xn} =

=
P{X1 = x}

P{x < xn + Cn + 1} − P{x < xn + 1}
=

P{X1 = x}
F (xn + Cn)− F (xn)

,

åñëè xn < x 6 xn + Cn, è

P{X(n+ 1) = x | X(1) = x1, . . . , X(n) = xn} = 0

èíà÷å.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäñòàâèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X(n+ 1) êàê XL(n)+τ(X(n)), ãäå τ(u) �

èíäåêñ ïåðâîé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xu+1, Xu+2, . . . ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðîé âåð-

íî Xu < Xτ(u) 6 Xu + Cu.

Òîãäà

P{X(n+ 1) = x | X(1) = x1, . . . , X(n) = xn} =

= P{XL(n)+τ(xn) = x | X(1) = x1, . . . , X(n) = xn} =

= P{XL(n)+τ(xn) = x}

ïî ëåììå 1.

Îáîçíà÷èì çà Yi = XL(n)+i, i = 1, 2, . . . . Òîãäà

P{XL(n)+τ(xn) = x} = P{Yτ(xn) = x} =

= P{Y1 = x}+ P{Y1 6 xn, Y1 > xn + Cn, Y2 = x}+ . . .+

+P{Y1 6 xn, Y1 > xn + Cn, . . . , Yk = x}+ . . . =

= P{Y1 = x}
(
1 + (F (xn) + 1− F (xn + Cn)) + (F (xn) + 1− F (xn + Cn))

2 + . . .
)
=

=
P{X1 = x}

F (xn + Cn)− F (xn)
=

P{X1 = x}
P{x < xn + Cn + 1} − P{x < xn + 1}

,

åñëè xn < x 6 xn + Cn, è P{X(n+ 1) = x | X(1) = x1, . . . , X(n) = xn} = 0 èíà÷å.

Òîãäà ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü

P{X(n) = in, . . . , X(1) = i1} =

= P{X1 = in}
n−1∏
j=1

P{X1 = ij}
P{X1 < ij + Cj + 1} − P{X1 < ij + 1}

,

ãäå i1 < i2 < . . . < in è ik − ik−1 6 Ck−1 , k = 2, 3, . . . , n, òàê êàê èç òåîðåìû 3 ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü X(1), X(2), . . . îáðàçóåò öåïü Ìàðêîâà.

Åñëè ìû èìååì äåëî ñî ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êîòîðûõ îãðàíè÷å-

íî ñíèçó íåêîòîðûì öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì a, óäîáíî íåìíîãî èçìåíèòü ïðåäëîæåííóþ
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ñõåìó, ââåäÿ äîïîëíèòåëüíî X(0) = a, L(0) = 0, è îïðåäåëÿÿ X(1) è L(1) ðàâåíñòâîì (2). Â

ýòîì ñëó÷àå ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåïèøåòñÿ êàê

P{X(n) = in, . . . , X(1) = i1} =

=
P{X1 = in}

P{X1 < a+ C0 + 1}

n−1∏
j=1

P{X1 = ij}
P{X1 < ij + Cj + 1} − P{X1 < ij + 1}

, (3)

åñëè a < i1 6 a+ C0, i1 < i2 6 i1 + C1, . . . , in−1 < in 6 in−1 + Cn−1, èíà÷å

P{X(n) = in, . . . , X(1) = i1} = 0.

2.2 Ðåêîðäû ñ îãðàíè÷åíèåì I äëÿ ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûõ âåëè-

÷èí

Ïîëó÷åííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ óïðîùàþòñÿ, åñëè èñõîäíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò

ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå è âñå êîíñòàíòû Cn îäèíàêîâû è ðàâíû C. Ðàññìîòðèì ãåî-

ìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ñîñðåäîòî÷åííîå íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . .}. Ïóñòü

P{X1 = n} = (1− p)pn−1, n = 1, 2, . . . .

Òîãäà

P{X1 > n} = pn−1, n = 1, 2, . . . .

Èç ðàâåíñòâà (3) ïðè a = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå

P{X(n) = in, . . . , X(1) = i1} =

=
pin−1(1− p)

1− pC
n−1∏
j=1

pij−1(1− p)
1− pij+C − 1 + pij

=
pin−n(1− p)n

(1− pC)n
, (4)

åñëè 0 < i1 6 C, i1 < i2 6 i1 + C, . . . , in−1 < in 6 in−1 + C, èíà÷å

P{X(n) = in, . . . , X(1) = i1} = 0.

Ââåäåì ðàçíîñòè

V (1) = X(1)−X(0), V (2) = X(2)−X(1), . . . , V (n) = X(n)−X(n− 1).

Èç (4) äëÿ íèõ âåðíî

P{V (n) = vn, . . . , V (1) = v1} =
p(v1+v2+...+vn)−n(1− p)n

(1− pC)n
, (5)

0 < v1 6 C, . . . , 0 < vn 6 C.

Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî ìåæðåêîðäíûå ðàçíîñòè V (1), V (2), . . . íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäå-

ëåíèå âèäà

P{V = x} = px−1(1− p)
(1− pC)

, (6)

åñëè 0 < x 6 C, è P{V = x} = 0 èíà÷å. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè

ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûå âåêòîðû

{X(1), X(2), . . . , X(n)}
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è

{W1,W1 +W2, . . . ,W1 +W2 + . . .+Wn},

ãäå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû W1,W2, . . . ,Wn èìåþò ðàñïðåäåëåíèå (6).

Òàêèì îáðàçîì, ðåêîðäíàÿ âåëè÷èíà X(n) ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû n íåçàâèñèìûõ îäè-

íàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ âåëè÷èí Wk çàäàåòñÿ ðàâåíñòâàìè

a(C) = EWk =
1

(1− p)(1− pC)

σ2(C) = DWk =
p2C − 2pC+1 + p2C+1 + p

(1− p)2(1− pC)3
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü âåëè÷èíû X(n)

X(n)− na(C)
σ(C)

√
n

−→
n→∞

N(0, 1).

Çàìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ðåêîðäíàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñõåìû, ðàññìîò-

ðåííîé ïðè C = ∞, è ïðè òàêîì çíà÷åíèè C ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè ðåçóëüòàìè äëÿ êëàññè÷åñêîé ðåêîðäíîé ìîäåëè â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ ðàñïðå-

äåëåíèé.

2.3 Ðåêîðäû ñ îãðàíè÷åíèåì II

Òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðóþ ìîäåëü ðåêîðäîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Ñíîâà çàôèêñèðóåì ïîëî-

æèòåëüíûå öåëûå êîíñòàíòû Ck, çàâèñÿùèå îò íîìåðà ðåêîðäà, íî â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå,

ïðåâûøàþùåå ïîñëåäíèé ðåêîðä X(n) áîëüøå ÷åì íà Cn, íå òåðÿåòñÿ, è íîâîé ðåêîðäíîé

âåëè÷èíîé îáúÿâëÿåòñÿ X(n + 1) = X(n) + Cn. Åñëè æå íàáëþäåíèå ïîïàëî â èíòåðâàë

(X(n), X(n) + Cn], òî îíî è ñòàíîâèòñÿ íîâîé ðåêîðäíîé âåëè÷èíîé X(n+1).

Äëÿ âòîðîé ðåêîðäíîé ìîäåëè âåðåí àíàëîã ëåììû 1.

Ïóñòü èñõîäíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò íåêîòîðóþ äèñêðåòíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëå-

íèÿ F (x). Òîãäà äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 4 Ïóñòü çàôèêñèðîâàíû çíà÷åíèÿ

X(1) = x1, . . . , X(n) = xn,

ïðè÷åì 0 < xj − xj−1 6 Cj−1, j = 2, 3, . . . , n− 1.

Òîãäà

P{X(n+ 1) = X(n) + Cn | X(1) = x1, . . . , X(n) = xn} =
P{X1 > xn + Cn}
P{X1 > xn + 1}

,

P{X(n+ 1) = x | X(1) = x1, . . . , X(n) = xn} =
P{X1 < x} − P{X1 6 xn}

1− P{X1 6 xn}
,

åñëè xn < x < xn + Cn, è

P{X(n+ 1) = x | X(1) = x1, . . . X(n) = xn} = 0

èíà÷å.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäñòàâèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X(n+ 1) êàê XL(n)+τ(X(n)), ãäå τ(u) �

èíäåêñ ïåðâîé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xu+1, Xu+2, . . . ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðîé âåð-

íî Xu < Xτ(u).

Òîãäà

P{X(n+ 1) = X(n) + Cn | X(1) = x1, . . . , X(n) = xn} = P{XL(n)+τ(xn) = xn + Cn},

è

P{X(n+ 1) = x | X(1) = x1, . . . , X(n) = xn, xn < x < xn + Cn} =

= P{XL(n)+τ(xn) = x | xn < x < xn + Cn}.

Îòñþäà

P{X(n+ 1) = X(n) + Cn | X(n) = xn} =

= P{Y1 > xn + Cn}+ P{Y1 6 xn, Y2 > xn + Cn}+ . . .+

+P{Y1 6 xn, Y2 6 xn, . . . , Yk > xn + Cn}+ . . . =

= P{X1 > xn + Cn}(1 + P{X1 6 xn}+ (P{X1 6 xn})2 + . . .) =

=
P{X1 > xn + Cn}
1− P{X1 6 xn}

=
P{X1 > xn + Cn}
P{X1 > xn + 1}

.

È àíàëîãè÷íî

P{X(n+ 1) < x | X(n) = xn, xn < x < xn + Cn} =

P{Y1 < x, Y1 > xn}+ P{Y1 6 xn, Y2 < x, Y2 > xn}+ . . . =

=
P{X1 < x} − P{X1 6 xn}

1− P{X1 6 xn}
,

åñëè xn < x < xn + Cn, è P{X(n+ 1) = x | X(1) = x1, . . . X(n) = xn} = 0 èíà÷å.

Áóäåì ïîëàãàòü, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ÷òî íàøè äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïðèíè-

ìàþò öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà â ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñî-

ñðåäîòî÷åííîãî íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . .}:

P{X1 = n} = (1− p)pn−1, n = 1, 2, . . . ,

P{X1 > n} = pn−1, n = 1, 2, . . . .

ìåæðåêîðäíûå ðàçíîñòè

V (1) = X(1)−X(0), V (2) = X(2)−X(1), . . . , V (n) = X(n)−X(n− 1).

áóäóò íåçàâèñèìû è áóäóò èìåòü ðàñïðåäåëåíèå

P{V (k) < x} =

1− px−1 , 0 < x 6 Ck−1

1 , x > Ck−1.

Òîãäà

P{V (k) = x} =

px−1(1− p) , 0 < x < Ck−1

pCk−1−1 , x = Ck−1.
(7)
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Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå a(Ck−1) è äèñïåðñèÿ σ2(Ck−1) âåëè÷èí Vk çàäà-

þòñÿ ðàâåíñòâàìè:

a(Ck−1) = EVk = Ck−1p
Ck−1−1 +

Ck−1−1∑
k=1

k(1− p)pk−1 =

= Ck−1p
Ck−1−1 +

1− Ck−1pCk−1−1 + (Ck−1 − 1)pCk−1

1− p
=

=
1− pCk−1

1− p
,

σ2(Ck−1) = DVk =
p− 2CpCk−1 + pCk−1−1 + 2CpCk−1+1 − pCk−1+1 − p2Ck−1

(1− p)2
.

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ {X(1), X(2), . . . , X(n)} è
{v1, v1 + v2, . . . , v1 + v2 + . . .+ vn} ñîâïàäàþò, ãäå vi � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ

ðàñïðåäåëåíèåì (7), è ïðè Ck = C äëÿ k = 0, 1, 2, . . .

X(n)− na(C)
σ(C)

√
n

−→
n→∞

Z,

ãäå Z ∼ N(0, 1) - ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ âåëè÷èíà.

2.4 Ðåêîðäû ñ îãðàíè÷åíèåì III

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü ðåêîðäîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Çàôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíûå

öåëûå êîíñòàíòû Ck, çàâèñÿùèå îò íîìåðà ðåêîðäà. Çíà÷åíèå, ïðåâûøàþùåå ïîñëåäíèé ðå-

êîðä X(n) áîëüøå ÷åì íà Cn, îáúÿâëÿåòñÿ íîâîé ðåêîðäíîé âåëè÷èíîé X(n + 1). Åñëè æå

íàáëþäåíèå ïîïàëî â èíòåðâàë (X(n), X(n) + Cn], òî íîâîé ðåêîðäíîé âåëè÷èíîé îáúÿâëÿ-

åòñÿ X(n+ 1) = X(n) + Cn .

Äëÿ òðåòüåé ðåêîðäíîé ìîäåëè âåðåí àíàëîã ëåììû 1.

Ïóñòü èñõîäíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò íåêîòîðóþ äèñêðåòíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëå-

íèÿ F (x). Òîãäà äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 5 Ïóñòü çàôèêñèðîâàíû çíà÷åíèÿ

X(1) = x1, . . . , X(n) = xn,

ïðè÷åì xj − xj−1 > Cj−1, j = 2, 3, . . . , n− 1.

Òîãäà

P{X(n+ 1) = X(n) + Cn | X(1) = x1, . . . , X(n) = xn} =
P{X1 6 xn + Cn} − P{X1 6 xn}

1− P{X1 6 xn}
,

P{X(n+ 1) < x | X(1) = x1, . . . , X(n) = xn} =
P{X1 < x} − P{X1 6 xn + Cn}

1− P{X1 6 xn}
,

åñëè x > xn + Cn, è

P{X(n+ 1) < x | X(1) = x1, . . . X(n) = xn} = 0

èíà÷å.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäñòàâèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X(n+ 1) êàê XL(n)+τ(X(n)), ãäå τ(u) �

èíäåêñ ïåðâîé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xu+1, Xu+2, . . . ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðîé âåð-

íî Xu < Xτ(u).

Òîãäà

P{X(n+ 1) = x | X(1) = x1, . . . , X(n) = xn, x > xn + Cn} =

= P{XL(n)+τ(xn) = x | x > xn + Cn},

è

P{X(n+ 1) = X(n) + Cn | X(1) = x1, . . . , X(n) = xn} = P{XL(n)+τ(xn) = x, x 6 xn + Cn}.

Îáîçíà÷èì çà Yi = XL(n)+i, i = 1, 2, . . . . Òîãäà

P{X(n+ 1) = X(n) + Cn | X(n) = xn} =

= P{Y1 > xn, Y1 6 xn + Cn}+ P{Y1 6 xn, Y2 > xn, Y2 6 xn + Cn}+ . . .+

+P{Y1 6 xn, Y2 6 xn, . . . , Yk > xn, Yk 6 xn + Cn}+ . . . =

= P{X1 > xn, X1 6 xn + Cn}(1 + P{X1 6 xn}+ (P{X1 6 xn})2 + . . .) =

=
P{X1 > xn, X1 6 xn + Cn}

1− P{X1 6 xn}
=

P{X1 6 xn + Cn} − P{X1 6 xn}
1− P{X1 6 xn}

.

È àíàëîãè÷íî

P{X(n+ 1) < x | X(n) = xn, x > xn + Cn} =

P{Y1 > xn + Cn, Y1 < x}+ P{Y1 6 xn, Y2 > xn + Cn, Y2 < x}+ . . . =

=
P{X1 < x} − P{X1 6 xn + Cn}

1− P{X1 6 xn}
,

åñëè x > xn + Cn, è P{X(n+ 1) < x | X(1) = x1, . . . X(n) = xn} = 0 èíà÷å.

Áóäåì ïîëàãàòü, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ÷òî íàøè äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïðèíè-

ìàþò öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà â ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñî-

ñðåäîòî÷åííîãî íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . .}:

P{X1 = n} = (1− p)pn−1, n = 1, 2, . . . ,

P{X1 > n} = pn−1, n = 1, 2, . . . .

ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé òåîðåìû ïåðåïèøåòñÿ êàê

P{X(n+ 1) = X(n) + Cn | X(1) = x1, . . . , X(n) = xn} =
P{X1 6 xn + Cn} − P{X1 6 xn}

1− P{X1 6 xn}
=

=
P{X1 > xn + 1} − P{X1 > xn + Cn + 1}

P{X1 > xn + 1}
=
pxn+1 − pxn+Cn+1

pxn+1
= 1− pCn ,

P{X(n+ 1) < x | X(1) = x1, . . . , X(n) = xn} =
P{X1 < x} − P{X1 6 xn + Cn}

1− P{X1 6 xn}
=

=
P{X1 > xn + Cn + 1} − P{X1 > x}

P{X1 > xn + 1}
=
pxn+Cn+1 − px

pxn+1
= pCn − px−xn−1,

åñëè x > xn + Cn, è

P{X(n+ 1) < x | X(1) = x1, . . . X(n) = xn} = 0
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èíà÷å.

Òîãäà ìåæðåêîðäíûå ðàçíîñòè

W (1) = X(1)−X(0),W (2) =W (2)−X(1), . . . ,W (n) = X(n)−X(n− 1)

áóäóò íåçàâèñèìû è áóäóò èìåòü ðàñïðåäåëåíèå

P{W (k) < x} =


0 , 0 < x < Ck−1

1− pCk−1 , x = Ck−1

pCk−1 − px−1 , x > Ck−1.

Òîãäà

P{W (k) = x} =


0 , 0 < x < Ck−1

1− pCk−1 , x = Ck−1

px−1(1− p) + pCk − pCk−1 , x > Ck−1.

(8)

Â ñëó÷àå, åñëè âñå êîíñòàíòû Ck îäèíàêîâûå, òî åñòü Ci = C, i = 1, 2, . . .,

ïîëó÷àåì

P{W (k) = x} =


0 , 0 < x < C

1− pC , x = C

px−1(1− p) , x > C.

(9)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå a(C) è äèñïåðñèÿ σ2(C) âåëè÷èí Wk çàäàþòñÿ

ðàâåíñòâàìè:

a(C) = EWk = C(1− pC) +
∞∑

k=C+1

k(1− p)pk−1 =

= C(1− pC) + (1 + C(1− p))pC

1− p
= C +

pC

1− p
,

σ2(C) = DWk =
p1+C + pC − p2C

(1− p)2
.

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ {X(1), X(2), . . . , X(n)} è
{v1, v1 + v2, . . . , v1 + v2 + . . .+ vn} ñîâïàäàþò, ãäå vi � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ

ðàñïðåäåëåíèåì (9), è

X(n)− na(C)
σ(C)

√
n

−→
n→∞

Z,

ãäå Z ∼ N(0, 1) - ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ âåëè÷èíà.

2.5 Ðåêîðäû ñ ïðåâûøåíèåì â ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå äèñêðåòíîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå {X(n)}n>0, ãäå X(n) � ïîëîæå-

íèå ïîñëå øàãà ñ íîìåðîì n, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

X0 = 0, Xn = Xn−1 + Yn, (10)

ãäå Yi � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Äàëåå ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ, îïðåäåëåííûå êàê â (10), ñ äîïîëíè-

òåëüíûì óñëîâèåì, ÷òî áëóæäàíèå âîçâðàùàåòñÿ â íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ÷åðåç n øàãîâ, òî
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åñòü X(n) = X(0) = 0.

Äëÿ òàêèõ áëóæäàíèé îïðåäåëåëèì ðåêîðäû ñ îãðàíè÷åíèåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàôèêñè-

ðóåì ïîëîæèòåëüíóþ öåëóþ êîíñòàíòó C. Â êà÷åñòâå ïåðâîé ðåêîðäíîé âåëè÷èíû è ïåðâîãî

ðåêîðäíîãî ìîìåíòà âîçüìåì X(1) = X0 è L(1) = 0. Çíà÷åíèå, ïðåâûøàþùåå ïîñëåäíèé ðå-

êîðä X(n) áîëüøå ÷åì íà C, îáúÿâëÿåòñÿ íîâîé ðåêîðäíîé âåëè÷èíîé X(n+ 1).

Â ñòàòüå [9] ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êîëè÷å-

ñòâà êëàññè÷åñêèõ ðåêîðäîâ (ñëó÷àé C = 0, êîãäà ðåêîðäîì îáúÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå, ïðåâûøà-

þùåå ïðåäûäóùèé ðåêîðä) äî øàãà n â ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ ñ ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé

ðàñïðåäåëåíèÿ ñêà÷êîâ, êîòîðûå âîçâðàùàþòñÿ â íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ÷åðåç n øàãîâ.

Ìû, ïîëüçóÿñü àíàëîãè÷íîé òåõíèêîé, ïîñòàðàåìñÿ îáîáùèòü ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé öåëîé

êîíñòàíòû C > 0 â ñëó÷àå, êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Yi áóäóò èìåòü ñëåäóþùåå ðàñïðåäå-

ëåíèå:

P(Yi = k) =


1
2 , k = 1

1
2 , k = −1.

(11)

Ïðè òàêîì ðàñïðåäåëåíèè Yi áëóæäàíèå ïðîèñõîäèò íà ðåøåòêå öåëûõ ÷èñåë.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà ðåêîðäîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè

è çíà÷åíèå íàèáîëüøåãî ðåêîðäà â äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ, êîòîðûå ÷åðåç n

øàãîâ âîçâðàùàþòñÿ â íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå.

2.5.1 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà ðåêîðäîâ

Òåîðåìà 6 Ïóñòü èìååòñÿ äèñêðåòíîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå Xk, òàêîå ÷òî X0 = Xn = 0

è ðàñïðåäåëåíèå ñêà÷êîâ Yi çàäàåòñÿ êàê â (11). Ïóñòü òàêæå C = 1. Îáîçíà÷èì çà N(n)

êîëè÷åñòâî ðåêîðäîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè äî øàãà n.

Òîãäà

E(N(n)) =


1 , n = 0

22k−2

Ck
2k

+ 1
2 , n � ÷åòíîå, n = 2k, k = 1, 2, 3, . . .

0 , n � íå÷åòíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî Âûðàçèì N(n) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N(n) =

n∑
i=0

η(i, n),

ãäå η(i, n) � ðåêîðäíûé èíäèêàòîð, êîòîðûé ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, åñëè íà øàãå i ïðîèçî-

øåë ðåêîðä, è çíà÷åíèå 0 èíà÷å. Â íàøèõ óñëîâèÿõ η(0, n) = 1, òàê êàê íà÷àëüíîå ïîëî-

æåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåêîðäîì, è η(n, n) = 0, òàê êàê ÷åðåç n øàãîâ áëóæäàíèå âîçâðàùàåòñÿ â

íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå, è X(n) = X(0) = 0 ðåêîðäîì óæå íå ÿâëÿåòñÿ. Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå N(n) ïðèìåò âèä:

E(N(n)) =

n∑
i=0

E(η(i, n)) =
n∑
i=0

r(i, n),

ãäå r(i, n) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà øàãå i ïðîèçîéäåò ðåêîðä. Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòè

r(i, n). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà øàãå i ïîÿâëÿåòñÿ ðåêîðäíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíîé x. Ýòî
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çíà÷èò, ÷òî áëóæäàíèå èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ X(0) = 0 çà i øàãîâ âïåðâûå ïîïàëî â

òî÷êó x. Ïðè ýòîì, òàê êàê áëóæäàíèå ïðîèñõîäèò íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå è íà êàæ-

äîì øàãå ìîæíî ñäâèíóòüñÿ òîëüêî íà +1 èëè −1, òî âñå ðåêîðäíûå âåëè÷èíû èìåþò âèä

X(i) = (C + 1)(i− 1). Â ÷àñòíîñòè, X(1) = 0, X(2) = C,X(3) = 2C, . . . .

Âåðîÿòíîñòè r(i, n) âûðàçèì ÷åðåç ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

• G(x0, x, n) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïîïàäåò èç x0 â x ÷åðåç n

øàãîâ.

• G>(x0, x, n) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïîïàäåò èç x0 â x ÷åðåç n

øàãîâ íàõîäÿñü ñòðîãî íèæå óðîâíÿ x ïîñëå âñåõ øàãîâ, êðîìå ïîñëåäíåãî øàãà n.

Ñîáûòèå ïîÿâëåíèÿ íîâîãî ðåêîðäà âåëè÷èíîé x ïîñëå øàãà ñ íîìåðîì i ñîâïàäàåò ñî ñëå-

äóþùèì ñîáûòèåì: áëóæäàíèå ïîñëå i øàãîâ âïåðâûå ïîïàëî â çíà÷åíèå x è ïîñëå n øàãîâ

âåðíóëîñü â íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå. Âåðîÿòíîñòüþ ïåðåéòè èç 0 â x ÷åðåç i øàãîâ, îñòàâàÿñü

ñòðîãî íèæå óðîâíÿ x, ÿâëÿåòñÿ G>(x0, x, i). Âåðîÿòíîñòüþ ïåðåéòè èç ïîëîæåíèÿ x â 0 çà

n − i øàãîâ ÿâëÿåòñÿ G(x, 0, n − i) = G(0, x, n − i), â ñèëó ñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ñêà÷êîâ. Âîñïîëüçîâàâøèñü íåçàâèñèìîñòüþ áëóæäàíèÿ íà ïðîìåæóòêàõ [0, i] è [i, n] è ïðî-

ñóììèðîâàâ ïî x = (C+1)k, ãäå k � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, ìû ïîëó÷èì âåðîÿòíîñòü

òàêîãî ñîáûòèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ n > 1

r(i, n) =
1

G(0, 0, n)

∞∑
k=0

G>(0, (C + 1)k, i)G(0, (C + 1)k, n− i),

ãäå äåëèì íà G(0, 0, n), ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåì áëóæäàíèÿ âîçâðàùàþùèåñÿ â 0 ïîñëå n

øàãîâ.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ âåëè÷èíû

N0(n) =
n∑
i=0

∞∑
k=0

G>(0, (C + 1)k, i)G(0, (C + 1)k, n− i).

Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ G>(0, x, n) è G(0, x, n) âû÷èñëåíû â [5] (Appendix A) è ðàâíû

G̃(0, x, z) =

∞∑
n=0

znG(0, x, n) =
1√

1− z2

(
1−
√
1− z2
z

)x
, (12)

G̃>(0, x, z) =

∞∑
n=0

znG>(0, x, n) =

(
1−
√
1− z2
z

)x
. (13)

Òîãäà

∞∑
n=0

N0(n)z
n =

∞∑
k=0

G̃>(0, (C + 1)k, z)G̃(0, (C + 1)k, z).

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé è ñóììèðóÿ, ïîëó÷àåì

∞∑
n=0

N0(n)z
n =

∞∑
k=0

1√
1− z2

(
1−
√
1− z2
z

)(C+1)x(
1−
√
1− z2
z

)(C+1)x

=
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=
1

√
1− z2

(
1−

(
1−
√
1−z2
z

)2(C+1)
) . (14)

Â ñëó÷àå C = 1 âûðàæåíèå (14) ïåðåïèøåòñÿ êàê

∞∑
n=0

N0(n)z
n =

1
√
1− z2

(
1−

(
1−
√
1−z2
z

)4) =

=
1

√
1− z2

(
1−

(
1−
√
1−z2
z

)2)(
1 +

(
1−
√
1−z2
z

)2) . (15)

Óïðîñòèì çíàìåíàòåëü.

1

1−
(
1−
√
1−z2
z

)2 =
z2

z2 − (1−
√
1− z2)2

=
z2

2(z2 − 1 +
√
1− z2)

=
z2

2
√
1− z2(1−

√
1− z2)

=

=
1

2
√
1− z2

(1 +
√
1− z2).

1

1 +
(
1−
√
1−z2
z

)2 =
z2

z2 + (1−
√
1− z2)2

=
z2

2(1−
√
1− z2)

=
1

2
(1 +

√
1− z2).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â (15), ïîëó÷èì

∞∑
n=0

N0(n)z
n =

1

4(1− z2)
(1 + (1− z2) + 2

√
1− z2) = 1

4(1− z2)
(1 +

√
1− z2)2 =

=
1

4
+

1

4(1− z2)
+

1

2
√
1− z2

=
1

4
+

1

4

∞∑
k=0

z2k +
1

2

∞∑
k=0

Ck2k
22k

z2k. (16)

Îòñþäà

N0(n) =


1 , n = 0

1
4 +

Ck
2k

22k+1 , n � ÷åòíîå, n = 2k, k = 1, 2, 3, . . .

0 , n � íå÷åòíîå.

(17)

Òàê êàê

E(N(n)) =

n∑
i=0

r(i, n) =
N0(n)

G(0, 0, n)
,

è

G(0, 0, n) =
C

n
2
n

2n
,

åñëè n � ÷åòíîå è 0 èíà÷å, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà ðåêîðäîâ äî øàãà n

âûðàçèòñÿ êàê

E(N(n)) =


1 , n = 0

22k−2

Ck
2k

+ 1
2 , n � ÷åòíîå, n = 2k, k = 1, 2, 3, . . .

0 , n � íå÷åòíîå.

(18)
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Âîñïîëüçóåìñÿ àñèìïòîòèêîé äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ: Ck2k ∼
22k√
πn
.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà ðåêîðäîâ äî øàãà n ïðè áîëüøèõ n â ñëó÷à÷å C = 1

âåäåò ñåáÿ êàê

E(N(n)) ∼


√
π

4
√
2

√
n , n � ÷åòíîå

0 , n � íå÷åòíîå.
(19)

Â ñëó÷àå C > 1 íå óäàëîñü ïîëó÷èòü îáùåé ôîðìóëû äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êî-

ëè÷åñòâà ðåêîðäîâ äî øàãà n. Èç ðàçëîæåíèÿ â ðÿä äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè N0(n) (14)

ìîæåì ïðèâåñòè íåñêîëüêî çíà÷åíèé äëÿ íåáîëüøèõ n è íåáîëüøèõ C:

E(N(0)) E(N(2)) E(N(4)) E(N(6)) E(N(8)) E(N(10))

C = 1 1 1 7
6

13
10

99
70

191
126

C = 2 1 1 1 21
20

39
35

33
28

C = 3 1 1 1 1 71
70

131
126

C = 4 1 1 1 1 1 253
252

Òàáëèöà 1: Òàáëèöà çíà÷åíèé E(N(n)) ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êîëè÷åñòâà ðåêîðäîâ äî

øàãà n äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé n è C.

2.5.2 Ìàêñèìàëüíîå ðåêîðäíîå çíà÷åíèå

Îáîçíà÷èì çà M(n) � ìàêñèìàëüíîå ðåêîðäíîå çíà÷åíèå ïîñëå øàãà n.

Ñîáûòèå {M(n) = (C + 1)k, k ∈ Z} ñîâïàäàåò ñî ñëåäóþùèì ñîáûòèåì: áëóæäàíèå ïîïà-

äàåò èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ 0 â ïîëîæåíèå (C+1)k ïîñëå i øàãîâ, íàõîäÿñü ñòðîãî íèæå

óðîâíÿ (C + 1)k, à ïîòîì âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå ïîñëå n øàãîâ, íå ïðåâûøàÿ

óðîâåíü (C + 1)(k + 1), äëÿ òîãî ÷òîáû íå ïîÿâèëîñü áîëüøåãî ðåêîðäà.

Ïðîñóììèðîâàâ ïî i âåðîÿòíîñòè òàêèõ ñîáûòèé ïîëó÷èì âåðîÿòíîñòü

P{M(n) = (C + 1)k} = 1

G(0, 0, n)

n∑
i=0

G>(0, (C + 1)k, i)G<,C((C + 1)k, 0, n− i), (20)

ãäå äåëèì íà G(0, 0, n), ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåì áëóæäàíèÿ, âîçâðàùàþùèåñÿ â 0 ïîñëå

n øàãîâ, è G<,C(x0, x, n) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áëóæäàíèå èç x0 ïîïàäåò â x < x0 çà

n øàãîâ, îñòàâàÿñü ñòðîãî íèæå óðîâíÿ x + (C + 1). Ýòó âåðîÿòíîñòü ìîæíî âû÷èñëèòü ñ

ïîìîùüþ ïðèíöèïà îòðàæåíèÿ:

G<,C(x, 0, n) = G(x, 0, n)−G(x+ 2(C + 1), 0, n) = G(0, x, n)−G(0, x+ 2(C + 1), n) =

=


1
2n

(
C

n+x
2

n − C
n+x
2

+(C+1)
n

)
, n+ x � ÷åòíîå

0 , n+ x � íå÷åòíîå.

Òîãäà ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè G̃(0, x, z) (12) ïîëó÷èì

G̃<,C(x, 0, z) =

∞∑
n=0

G<,C(x, 0, z)z
n =

=
1√

1− z2

(
1−
√
1− z2
z

)x
− 1√

1− z2

(
1−
√
1− z2
z

)x+2(C+1)

=
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=
1√

1− z2

(
1−
√
1− z2
z

)x1−

(
1−
√
1− z2
z

)2(C+1)
 . (21)

Îáîçíà÷èì çà P0((C + 1)k, n) ñóììó èç (20)

P0((C + 1)k, n) =

n∑
i=0

G>(0, (C + 1)k, i)G<,C((C + 1)k, 0, n− i)

è âû÷èñëèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ P0((C + 1)k, n):

∞∑
n=0

P0((C + 1)k, n)zn = G̃>(0, (C + 1)k, z)G̃<,C((C + 1)k, 0, z).

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé G̃>(0, (C + 1)k, z) è G̃<,C((C + 1)k, 0, z)

ïîëó÷èì

∞∑
n=0

P0((C + 1)k, n)zn =
1√

1− z2

(
1−
√
1− z2
z

)2(C+1)k
1−

(
1−
√
1− z2
z

)2(C+1)
 . (22)

Ïîëó÷èòü èç (22) ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ P0((C + 1)k, n) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ C è k íå

óäàëîñü.

Çíàÿ P0((C + 1)k, n) èñêîìûå âåðîÿòíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ êàê

P{M(n) = (C + 1)k} = P0((C + 1)k, n)

G(0, 0, n)
.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî çíà÷åíèé P{M(n) = (C + 1)k} äëÿ íåáîëüøèõ C è k.

n = 0 n = 2 n = 4 n = 6 n = 8 n = 10

C = 1, k = 0 1 1 5
6

7
10

3
5

11
21

C = 1, k = 1 0 0 1
6

3
10

27
70

55
126

C = 1, k = 2 0 0 0 0 1
70

5
126

C = 2, k = 0 1 1 1 19
20

31
35

23
28

C = 2, k = 1 0 0 0 1
20

4
35

5
28

C = 2, k = 2 0 0 0 0 0 0

Òàáëèöà 2: Òàáëèöà çíà÷åíèé P{M(n) = (C + 1)k} âåðîÿòíîñòåé òîãî, ÷òî íàèáîëüøèé

ðåêîðä ðàâåí (C + 1)k äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé k , C è n.

Åùå îäíèì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çíà÷åíèå íàèáîëüøåãî ðåêîðäà íàïðÿìóþ ñâÿçàíî

ñ êîëè÷åñòâîì ðåêîðäîâ: åñëè M(n) = (C + 1)k, òî N(n) = k + 1. Òàêèì îáðàçîì,

P{N(n) = k} = P{M(n) = (C + 1)(k − 1)}. (23)
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3 Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèè ïîäâåäåì èòîãè ïðîäåëàííîé ðàáîòû. Ìû õîòåëè èññëåäîâàòü ðåêîðäíûå

ñõåìû ñ îãðàíè÷åíèÿìè â ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò äèñêðåòíîå

ðàñïðåäåëåíèå, è áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

• Äîêàçàíà íåçàâèñèìîñòü èñõîäíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí XL(n)+1, XL(n)+2, . . . è ðåêîðä-

íûõ çíà÷åíèé X(1), X(2), . . . , X(n).

• Íàéäåíî ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ðåêîðäíûõ çíà÷åíèé X(1), X(2), . . . , X(n).

• Äîêàçàíî, ÷òî ðåêîðäíàÿ âåëè÷èíà X(n) ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû n íåçàâèñèìûõ

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí, ÷òî ïîçâîëÿåò â áóäóùåì ïîëó÷èòü äëÿ X(n) ðÿä

ïðåäåëüíûõ òåîðåì, ñïðàâåäëèâûõ äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

• Ðåêîðäíàÿ ñõåìà ñ îãðàíè÷åíèÿìè áûëà ðàññìîòðåíà êàê íåêîòîðîå îáîáùåíèå êëàññè-

÷åñêîé ðåêîðäíîé ñõåìû. Áûëî çàìå÷åíî ñîâïàäåíèå ïîëó÷åííûõ â ýòîé ðàáîòå ðåçóëü-

òàòîâ ñ óæå èçâåñòíûì ðåçóëüòàòàìè äëÿ êëàññè÷åñêîé ðåêîðäíîé ñõåìû, â ÷àñòíîì

ñëó÷àå, â êîòîðîì ðåêîðäíàÿ ñõåìà ñ îãðàíè÷åíèÿìè ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêîé ðåêîðä-

íîé ñõåìîé.

Áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ ðåêîðäíûõ ñõåì ñ îãðàíè÷åíèÿìè â ñëó÷àå äèñêðåòíî ðàñ-

ïðåäåëåííûõ èñõîäíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòàì â ñòàòüå [3], ïîëó÷åí-

íûìè äëÿ ðåêîðäíûõ ñõåì ñ îãðàíè÷åíèÿìè â ñëó÷àå íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûõ èñõîäíûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òàêæå áûëè ðàññìîòðåíû ðåêîðäû ñ ïðåâûøåíèÿìè äëÿ îäíîìåðíûõ äèñêðåòíûõ ñëó÷àé-

íûõ áëóæäàíèé, êîòîðûå âîçâðàùàþòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå ïîñëå n øàãîâ. Â ñëó÷àå

ðàñïðåäåëåíèÿ ñêà÷êîâ

P(Yi = k) =


1
2 , k = 1

1
2 , k = −1.

áûëè íàéäåíû ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êîëè÷åñòâà ðåêîðäîâ

è âåëè÷èíû íàèáîëüøåãî ðåêîðäà, è â ñëó÷àå C = 2 ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà

ðåêîðäîâ äî øàãà n áûëî âû÷èñëåíî ÿâíî.
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