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1 Ââåäåíèå.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â êðóãåH∞(D).
Ñôîðìóëèðóåì îðèãèíàëüíóþ ïðîáëåìó Ïèêà îá èíòåðïîëÿöèè:
Ïóñòü {zj}nj=1 - ðàçëè÷íûå òî÷êè åäèíè÷íîãî êðóãà D = {z ∈ C : |z| < 1}, {wj}nj=1

- êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Êîãäà cóùåñòâóåò ôóíêöèÿ φ èç ïðîñòðàíñòâà H∞(D) òà-
êàÿ, ÷òî

||φ||H∞(D) ≤ 1, òî åñòü sup
z∈D
|φ(z)| ≤ 1

è φ ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèåé, òî åñòü

φ(zj) = wj ∀j = 1..n.

Â 1916 ãîäó Ïèê ïîêàçàë [8], ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìàòðèöà {

1− wjwi
1− zjzi

}n

i,j=1

ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåíà. Ïðè÷¼ì ðåøåíèå åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ðàíã ýòîé ìàòðèöû ñòðîãî ìåíüøå ÷åì n, ïðè÷¼ì ðåøåíèå - ýòî ïðî-
èçâåäåíèå Áëÿøêå.
Â 1927 ã. Íåâàíëèííà îïèñàë ìíîæåñòâî ðåøåíèé â ñëó÷àå, êîãäà ðàíã = n [9].

H∞(D) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìóëüòèïëèêàòîðîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâà H2(D),
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Âîñïðîèçâî-
äÿùåå ÿäðî äëÿ H2(D) èìååò âèä:

k(z, ζ) =
1

1− ζz
.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ôàêòà îïèñàííóþ âûøå ìàòðèöó ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåé
ôîðìå:

{(1− wjwi)k(zi, zj)} .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå ôóíêöèîíàëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H
íà ìíîæåñòâå X. Ïóñòü M(H) - ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëè-
êàòîðîâ. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H îáëàäàåò ñâîéñòâîì Íåâàíëèííû-
Ïèêà (H ∈ (NP )), åñëè:

∀ íàáîðà ðàçëè÷íûõ òî÷åê{zj}nj=1 ∈ X, ∀{wj}nj=1 ∈ C
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èç ïîëîæèòåëüíîé-ïîëóîïðåäåë¼ííîñòè ìàòðèöû

{(1− wjwi)k(zi, zj)} .

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò φ ∈M(H), òàêîé, ÷òî:

||φ||M(H) ≤ 1, φ(zj) = wj ∀j = 1..n.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ óñèëåííîå ñâîéñòâî (CNP )(CompleteNevanlinna − Pick), êî-
òîðîå ìû îïðåäåëèì íèæå â ðàçäåëå îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé.
Èíòåðåñíûì íàïðàâëåíèåì â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ àíàëèç òîãî, êàêèå ïðîñòðàí-
ñòâà îáëàäàþò ñâîéñòâîì (CNP ). Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ:
1. Âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî

H2(wn) =

{
f(z) =

∞∑
n=0

anz
n − àíàëèòè÷åñêàÿ â D : ||f ||2 =

∞∑
n=0

|an|2wn <∞

}
,

ãäå wn > 0 ∀n ≥ 0. Âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ñâîéñòâîì (CNP ) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âåñà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Øàïèðî-Øèëäñà [13]

1∑∞
n=0

zn

wn

= w0 −
∞∑
n=1

bnz
n, bn ≥ 0.

Ïðîñòðàíñòâà ñ âåñîì (n + 1)α ïðè ïîëîæèòåëüíîì α íàçûâàþòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâàìè òèïà Äèðèõëå (îáëàäàþò ñâîéñòâîì CNP (Ìàðøàëë,Ñàíäáåðã)[11]), ïðè
îòðèöàòåëüíûõ α - ïðîñòðàíñòâàìè òèïà Áåðãìàíà, êîòîðûå íå îáëàäàþò ñâîé-
ñòâîì (CNP )[1].
2. Ëîêàëüíûå ïðîñòðàíñòâà Äèðèõëå

D(µ) = {f : ||f ||2D(µ) = ||f ||2H2 +

∫
D
|f ′(z)|2Wµ(z)dm(z) <∞},

ãäå µ - êîíå÷íàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà â çàìêíóòîì åäèíè÷íîì êðóãå,

Wµ(z) =

∫
D
log

∣∣∣∣∣1− tzz − t

∣∣∣∣∣ dµ(t)

1− |t|2
+

∫
T

1− |z|2

|z − t|
dµ(t)

- ñóïåðãàðìíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ñ.Øèìîðèí óñòàíîâèë [6], ÷òî îíè îáëàäàþò
ñâîéñòâîì (CNP ).
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3. Ïðîñòðàíñòâî Àðâåñîíà H2
n ýòî ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â

øàðå Bn ⊂ Cn, îáëàäàþùåå âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì

k(x, y) =
1

1− 〈x, y〉Cn
.

Îíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì (CNP ).[1] Ýòî ÿäðî ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì â ñëåäó-
þùåì ñìûñëå:
Äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ãèëüáåòîâà ïðîñòðàíñòâà H íà ìíîæåñòâå X, îá-
ëàäàþùåãî ñâîéñòâîì (CNP ), ñ âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì kH(x, y), òàêèì, ÷òî
kH(x, y) 6= 0∀x, y ∈ X ñóùåñòâóþò ÷èñëî n, èíúåêöèÿ b : X → Bn, ôóíêöèÿ
δ(x) 6= 0 ∀ x ∈ X, òàêèå, ÷òî

kH(x, y) = δ(x)δ(y)kH2
n
(b(x), b(y)).[1]

4.Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ âåñîì íà îòðåçêå.

W 1
2 ([0, 1], w0,1) = {f−àáñ. íåïð. : ||f ||2 =

∫ 1

0

|f(x)|2w0(x)dx+

∫ 1

0

|f ′(x)|2w1(x)dx <∞}

ãäå w0 ∈ C[0, 1], w1 ∈ C1[0, 1] - ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè, îáëàäàåò ñâîéñòâîì
(CNP )(Ï.Êóèããåí)[12], ñëó÷àé w0 = w1 = 1 ðàññìîòðåë Àãëåð [2].

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîñòðàíñòâî ÑîáîëåâàW k
2 (R) íà ïðÿìîé. Àãëåð äîêàçàë

[2], ÷òî
W 1

2 (R) ∈ (CNP ).

Ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè Äèðèõëå, ñëåäîâàëî áû îæèäàòü,
÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ãëàäêîñòè ñâîéñòâî (CNP ) äîëæíî ñîõðàíÿòüñÿ è äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâ W k

2 (R) ïðè k > 1 (â ïðîñòðàíñòâàõ Äèðèõëå óâåëè÷èâàåòñÿ α). Îäíàêî
ýòî íå òàê. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî îòñóòñòâèÿ
ó ïðîñòðàíñòâà W 2

2 (R) ñâîéñòâà (CNP ):

W 2
2 (R) /∈ (CNP ).
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2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. H íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì
íà ìíîæåñòâå X, åñëè ýëåìåíòàìè ýòîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå X, è ∀x0 ∈ X ôóíêöèîíàë çíà÷åíèÿ â òî÷êå x0:

Fx0f = f(x0)

íåïðåðûâåí.
Ïî òåîðåìå Ðèññà ñóùåñòâóåò kx0 , òàêîå, ÷òî

Fx0f = 〈f, kx0〉H .

Ôóíêöèÿ kx0 ∈ H íàçûâàåòñÿ âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì äëÿ ïðîñòðàíñòâà H.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ φ íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðîì äëÿ ïðîñòðàíñòâà
H, åcëè ∀f ∈ H φf ∈ H. Ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâ ýòî:

M(H) = {φ : X → C : f ∈ H ⇒ φf ∈ H}.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü H1, H2 - ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Òåíçîðíûì ïðî-
èçâåäåíèå H1 ⊗ H2 ýòèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ïîïîëíåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ:

〈x1 ⊗ y1, x2 ⊗ y2〉H1⊗H2
= 〈x1, x2〉H1

〈y1, y2〉H2
.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâîH îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì (CNP ), åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà ðàçëè÷íûõ òî÷åê {zj}nj=1 ⊂ X, äëÿ ëþáîãî
íàáîðà ìàòðèö {Wj}nj=1 ⊂Mt×s èç òîãî, ÷òî

n∑
j=1

〈
(It×t −WiW

∗
j )vi, vj

〉
Cn k(zi, zj) ≥ 0

äëÿ ëþáîãî íàáîðà âåêòîðîâ {vj}nj=1 ⊂ Cn ñëåäóåò, ÷òî ∃φ ∈ M(H ⊗ Ct, H ⊗ Ct)
òàêîé, ÷òî

φ(zj) = Wj ∀j = 1..n, ||φ||M(H⊗Ct,H⊗Ct) ≤ 1.

Ïîìèìî îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâóåò ðÿä êðèòåðèåâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî
îïðåäåëèòü, îáëàäàåò ëè äàííîå ôóíêöèîíàëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñâîé-
ñòâîì (CNP ) èëè íåò.
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Òåîðåìà 1.1.[1] Ïóñòü H - ôóíêöèîíàëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. H
îáëàäàåò ñâîéñòâîì (CNP ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà ðàç-
ëè÷íûõ òî÷åê {zj}nj=1 ìàòðèöà {

1

k(zi, zj)

}n

i,j=1

èìååò ðîâíî îäíî ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè.
Äëÿ ïðîâåðêè íàïèñàííîãî âûøå êðèòåðèÿ ìîæåò áûòü ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ ëåì-
ìà:
Ëåììà 1.1.[1] Ïóñòü A - ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, òàêàÿ, ÷òî âñå äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå. Òîãäà èç òîãî, ÷òî

sign(det({Ai,j}ki,j=1)) = (−1)k,

ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà A èìååò ðîâíî îäíî ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.
Òåîðåìà 1.2.[7] Ïóñòü H - ôóíêöèîíàëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íà X.
H îáëàäàåò ñâîéñòâîì (CNP ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà
òî÷åê {xi}Ni=1 èç X ìàòðèöà{

1−
k(xi, xN)k(xj, xN)

k(xi, xj)k(xN , xN)

}N−1

i,j=1

ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà.
Çàìå÷àíèå.[1] Ïóñòü H - ôóíêöèîíàëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íà X, îá-
ëàäàþùåå ñâîéñòâîì (CNP ). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå íà X:

x ∼ y, åñëè kH(x, y) = 0.

Ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, òî åñòü X ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ êàê îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâî, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè.
Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà:

W 1
2 (Ω) = {f : ||f ||2W 1

2 (Ω) = ||f ||2L2(Ω) +
n∑
k=1

||Dif ||2L2(Ω) <∞},

Óòâåðæäåíèå.[2] Ïðîñòðàíñòâà W 1
2 (R) è W 1

2 [0, 1] îáëàäàþò ñâîéñòâîì (CNP ).
Ýòè ïðîñòðàíñòâà èìåþò ñëåäóþùèå âîñïðîèçâîäÿùèå ÿäðà:

kW 1
2 (R)(x, y) = e−|x−y|.
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kW 1
2 [0,1](x, y) =

{√
cosech(1) cosh(1− y) cosh(x) ïðè x ≤ y,√
cosech(1) cosh(1− x) cosh(y) ïðè x > y.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî Äèðèõëå:

Dα =

{
f(z) =

∞∑
n=0

anz
n : ||f ||2Dα =

∞∑
n=0

|an|2(1 + n)α <∞

}
.

Óòâåðæäåíèå.[11] Ïðîñòðàíñòâà Äèðèõëå Dα îáëàäàþò ñâîéñòâîì (CNP ) äëÿ
ëþáîãî α > 0.
Çàìå÷àíèå.

||f ||2Dα = ||f ||2H2(D) + ||f ′||2Dα−2

Ìû ìîæåì íàïèñàòü àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà:

||f ||Wk
2 (R) = ||f ||L2(R + ||f ′||2

Wk−1
2 (R)

.

Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïðîñòðàíñòâ Äèðèõëå, ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà, êàê ìû äî-
êàæåì äàëüøå, íå áóäóò îáëàäàòü ñâîéñòâîì (CNP ) ïðè ïîâûøåíèè ãëàäêîñòè.
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3 Ïðîñòðàíñòâî W̊ 1
2 [0, 1].

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà:

W 1
2 (Ω) = {f : ||f ||2W 1

2 (Ω) = ||f ||2L2(Ω) +
n∑
k=1

||Dif ||2L2(Ω) <∞},

ãäå Ω ⊂ Rn.
Ôèíèòíîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà:

W̊ 1
2 (Ω) = {f ∈ W 1

2 (Ω) : f |∂Ω = 0}.

Äëÿ ôèíèòíûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà íà ìíîæåñòâàõ êîíå÷íîé ìåðû ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà:

||f ||L2(Ω) ≤ CΩ||∇f ||L2(Ω).

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî ââåñòè ýêâèâà-
ëåíòíóþ íîðìó:

||f || =
∫

Ω

|f ′(x)|2dx. (∗)

Ñîîòâåòñòâóþùåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èìååò âèä:

〈f, g〉 =

∫
Ω

f ′(x)g′(x)dx.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü Ω = [0, 1]. Ïðîñòðàíñòâî W 1
2 [0, 1] ýòî ôóíêöèîíàëü-

íîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå îáëàäàåò ñâîéñòâîì (CNP ) [Àãëåð]. Ïðè
çàìåíå íîðìû íà ýêâèâàëåíòíóþ ïðîñòðàíñòâî ìîæåò óæå íå îáëàäàòü ñâîéñòâîì
(CNP ). Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì ôèíèòíîå ïðîñòðàíñòâî W̊ 1

2 [0, 1] ñ ýêâèâàëåíò-
íîé íîðìîé (*) è äîïîëíèì ðåçóëüòàò Àãëåðà ñëåäóþùåé òåîðåìîé:
Òåîðåìà. Ïðîñòðàíñòâî W̊ 1

2 [0, 1] îáëàäàåò ñâîéñòâîì (CNP ).
Äîêàçàòåëüñòâî.

Âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî èìååò âèä:

k(x, y) =

{
(1− y)x ïðè x ≤ y,

y(1− x) ïðè x > y.
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Äåéñòâèòåëüíî,

〈f(.), k(., y)〉W̊ 1
2 [0,1] =

∫ 1

0

f ′(x)
d

dx
(k(x, y))dx =

∫ y

0

f ′(x)(1− y)dx−
∫ 1

y

f ′(x)ydx =

= f(y)(1− y)− f(0)(1− y)− f(1)(1− y) + f(y)y = f(y).

Äëÿ ýòîãî ÿäðà âûïîëíÿþòñÿ íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà (ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë¼í-
íîñòü, ñèììåòðè÷íîñòü).
Ïðîâåðèì äëÿ ýòîãî ÿäðà ñâîéñòâî (CNP ). Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî íàáîðà ðàçëè÷íûõ òî÷åê {xi}ni=1 ⊂ [0, 1] ìàòðèöà{

1

k(xi, xj)

}n

i,j=1

èìååò ðîâíî îäíî ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ïî ëåììå 1.1 ýòî áóäåò
òàê, åñëè

sgn(det

{ 1

k(xi, xj)

}k

i,j=1

) = (−1)k+1.

Ìû ìîæåò ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < xi < xj < 1 ∀i < j. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî âîñïðîèçâî-
äÿùåå ÿäðî åñòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ðàçíûõ àðãóìåíòîâ:
k(x, y) = f(x)g(y), ãäå

f(x) =

{
x ïðè x ≤ y,

1− x ïðè x > y.

g(y) =

{
1− y ïðè x ≤ y,

y ïðè x > y.

Ðàññìîòðèì íóæíóþ ìàòðèöó:
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

1

f(x1)g(x1)

1

f(x1)g(x2)

1

f(x1)g(x3)
· · ·

1

f(x1)g(xn)
1

f(x1)g(x2)

1

f(x2)g(x2)

1

f(x2)g(x3)
· · ·

1

f(x2)g(xn)
1

f(x1)f(x3)

1

f(x2)g(x3)

1

f(x3)g(x3)
· · ·

1

f(x3)g(xn)
...

...
...

. . .
...

1

f(x1)f(xn)

1

f(x2)g(xn)

1

f(x3)g(xn)
· · ·

1

f(xn)g(xn)


Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. ßñíî, ÷òî

1

f(x1)g(x1)
> 0 ∀x1 ∈ R.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n− 1.
Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ïåðâûå äâå ñòðîêè ëèíåéíî çàâèñèìû, ïîëó÷èì :

det(An) =
1

f(x1)g(x1)
det(An−1)−

1

f(x1)g(x2)

f(x2)

f(x1)
det(An−1) =

=
1

f(x1)g(x1)
(1−

f(x2)g(x1)

f(x1)g(x2)
)det(An−1).

Îòìåòèì, ÷òî f/g ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ïîýòîìó ïîëó÷àåì:

sign(det(An)) = −sign(det(An−1)).

Òî åñòü ïðîñòðàíñòâî W̊ 1
2 [0, 1] îáëàäàåò ñâîéñòâîì (CNP ).
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4 Ïðîñòðàíñòâî W k
2 (R).

Ïðîñòðàíñòâî W k
2 (Ω) ýòî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé:

W k
2 (Ω) = {f : ||f ||2Wk

2 (Ω) = ||f ||2L2(Ω) +
∑
|α|≤1

||Dαf ||2L2(Ω) <∞},

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü Ω = R. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé k = 2 è äîêàæåì
îñíîâíûé ðåçóëüòàò ðàáîòû.
Òåîðåìà. Ïðîñòðàíñòâî W 2

2 (R) íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì (CNP ).
Äîêàçàòåëüñòâî:

Çàïèøåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ ïðîñòðàíñòâà W 2
2 (R):

〈f(.), k(., y)〉W 2
2 (R) =

∫
R
f(x)k(x, y)dx+

+

∫
R
f ′(x)

∂

∂x
(k(x, y))dx+

∫
R
f ′′(x)

∂2

∂x2
(k(x, y))dx =

=

∫
R
f(x)(k(x, y)−

∂2

∂x2
(k(x, y)) +

∂4

∂x4
(k(x, y)))dx+

+f(x)(
∂

∂x
(k(x, y))−

∂3

∂x3
(k(x, y)))

∣∣∣∣∞
−∞

+ f ′(x)
∂2

∂x2
(k(x, y))

∣∣∣∣∞
−∞

.

Ïóñòü k(x, y) = g(x)h(y). Òîãäà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå:

g(x)− g′′(x) + g(4)(x) = 0.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

λ4 − λ2 + 1 = 0.

Ó ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü êîðåíü ñ îòðèöàòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ, îáîçíà÷èì
åãî çà γ. (Çàìåòèì, ÷òî γ òàêæå êîðåíü óðàâíåíèÿ).
Êàíäèäàòîì íà âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ:

k(x, y) = C1e
γ|x−y| + C2e

γ|x−y|).

Â ñèëó òîãî, ÷òî γ, γ - êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, èìååì:∫
R
f(x)(k(x, y)−

∂2

∂x2
(k(x, y)) +

∂4

∂x4
(k(x, y)))dx = 0.
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Çàìåòèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íå äèôôåðåíöèðóåìà ïî x â òî÷êå y (êðîìå îäíîãî
ñëó÷àÿ, êîãäà êîíñòàíòû óäîâëåòâîðÿþò ñïåöèàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ, êîòîðûé
ìû ðàññìîòðèì íèæå), íî åñëè âçÿòü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ â ñìûñëå îáîáù¼ííûõ
ôóíêöèé, òî îíà áóäåò íåïðåðûâíà. Ïîýòîìó

f ′(x)
∂2

∂x2
(k(x, y))

∣∣∣∣∞
−∞

= 0.

Òàê êàê k(x, y) äîëæíî ïðèíàäëåæàòü ïðîñòðàíñòâó W 2
2 (R), òî ïðîèçâîäíàÿ

∂
∂x

(k(x, y) äîëæíà áûòü íåïðåðûâíà ïî x â òî÷êå y. ×òîáû ýòî áûëî òàê, âû-
áåðåì êîíñòàíòû C1 è C2 ñïåöèàëüíûì îáðàçîì.

C1γ + C2γ = −C1γ − γC2.

Òî åñòü âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî ìîæíî óæå çàïèñàòü òàê:

k(x, y) = C
(
γeγ|x−y| − γeγ|x−y|)

)
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïåðâóþ ïîäñòàíîâêó:

f(x)C

(
∂

∂x
(γeγ|x−y| − γeγ|x−y|)−

∂3

∂x3
(eγ|x−y| − eγ|x−y|)

)∣∣∣∣∞
−∞

=

= −f(x)C

(
∂3

∂x3
(γeγ|x−y| − γeγ|x−y|)

)∣∣∣∣∞
−∞

= f(y)C((|γ|2γ2 − |γ|2γ2) + (|γ|2γ2 − |γ|2γ2)) =

= f(y)4Ci|γ|2=γ2.

Òî åñòü ìû íàøëè êîíñòàíòó:

C =
1

4i|γ|2=γ2
.

Âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî èìååò âèä:

k(x, y) =
γeγ|x−y| − γeγ|x−y|

4i|γ|2=γ2
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Çàìåòèì, ÷òî: <γ = −
√

3

2
, =γ =

1

2
.

Ïåðåïèøåì âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî â ñëåäóþùåì âèäå:

k(x, y) =
γeγ|x−y| − γeγ|x−y|

4i|γ|2=γ2
=
<γi sin=|x− y| − =γi cos=γ|x− y|

4i|γ|2=γ2
=

=
e
−

√
3

2
|x−y|

(
1

2
cos

1

2
|x− y|+

√
3

2
sin

1

2
|x− y|)

C

Åñëè áû ïðîñòðàíñòâî W 2
2 (R) îáëàäàëî ñâîéñòâîì (CNP ), òîãäà âåùåñòâåííàÿ

ïðÿìàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ

R =
⋃
i

Xi

òàê, ÷òî òî÷êè x, y ëåæàò â îäíîì ìíîæåñòâå, åñëè k(x, y) 6= 0. ßñíî, ÷òî ïî-
ëóèíòåðâàë [0, 5π

3
) öåëèêîì ëåæèò â êàêîì-òî èç òàêèõ ìíîæåñòâ. Ïîëóèíòåðâàë

[5π
3
, 11π

3
) òàêæå ëåæèò â öåëèêîì â êàêîì-òî ìíîæåñòâå, íå ñîâïàäàþùèì ñ ïðåäû-

äóùèì, òàê êàê k(0, 5π
3

) = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, k(π
2
, 2π) 6= 0, èç ÷åãî ñëåäóåò,

÷òî ýòè òî÷êè ëåæàò â îäíîì ìíîæåñòâå, ÷åãî íå ìîæåò áûòü. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî k è ïîêàæåì, êàêîé âèä èìååò ÿä-
ðî â îáùåì ñëó÷àå.
Óòâåðæäåíèå. Âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî äëÿ ïðîñòðàíñòâà W k

2 (R) èìååò âèä:

k(x, y) =

{
e−|x−y| +

∑
j=2l+1(Cje

αj |x−y| + Cje
αj |x−y|) ïðè íå÷¼òíîì k.∑

j=2l+1(Cje
αj |x−y| − Cjeαj |x−y|) ïðè ÷¼òíîì k,

ãäå Cj - íåêîòîðûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â W k
2 (R) :

< f(.), k(., y) >Wk
2 (R)=

∫
R
f(x)k(x, y)dx+

k∑
j=1

∫
R
f (j)(x)

∂j

∂xj
k(x, y)dx =

=

∫
R
f(x)

(
k∑
j=0

∂2j

∂x2j
(−1)jk(x, y)

)
dx+

k−1∑
j=0

f (j)(x)

k−j∑
i=0

(−1)i
∂j+1+2i

∂xj+1+2i
k(x, y))

∣∣∣∣∞
−∞
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Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

k∑
j=0

(−1)jλ2j = 0.

Òàê êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí çàâèñèò îò λ2, òî ðîâíî ïîëîâèíà êîðíåé
óðàâíåíèÿ èìååò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü. Åñëè k íå÷¼òíî, òî òàêèìè
êîðíÿìè áóäóò:

−1, α1, α1, ..., α k−1
2
, α k−1

2
.

(Ýòè ÷èñëà - ýòî êîðíè 2k + 2-îé ñòåïåíè èç 1, èìåþùèå ñòðîãî îòðèöàòåëüíóþ
âåùåñòâåííóþ ÷àñòü.)
Åñëè æå k - ÷¼òíî, òî êîðíÿìè áóäóò:

α1, α1, ..., α k
2
, α k

2
.

(Ýòè ÷èñëà - ýòî êîðíè 2k+ 2-îé ñòåïåíè èç -1, èìåþùèå ñòðîãî îòðèöàòåëüíóþ
âåùåñòâåííþ ÷àñòü.)
Áóäåì èñêàòü âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî â âèäå

k(x, y) =

{
C0e

−|x−y| +
∑

j=2l+1(Cje
αj |x−y| + Ĉje

αj |x−y|) ïðè íå÷¼òíîì k.∑
j=2l+1(Cje

αj |x−y| + Ĉje
αj |x−y|) ïðè ÷¼òíîì k,

ãäå {Cj, Ĉj}j - êîíñòàíòû êîòîðûå íàì ïðåäñòîèò âû÷èñëèòü. Çàìåòèì, ÷òî âñå
÷¼òíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû. Íàì íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûëè íåïðåðûâíû
òàêæå íå÷¼òíûå ïðîèçâîäíûå âïëîòü äî (2k − 3)-åé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäìî ïîäî-
áðàòü êîíñòàíòû Cj òàê, ÷òîáû ëåâûå ïðîèçâîäíûå áûëè ðàâíû ïðàâûì:

∂

∂x+

k(x, y)

∣∣∣∣
x=y

=
∂

∂x−
k(x, y)

∣∣∣∣
x=y

∂3

∂x3
+

k(x, y)

∣∣∣∣
x=y

=
∂3

∂x3
−
k(x, y)

∣∣∣∣
x=y

.................................
∂2k−3

∂x2k−3
+

k(x, y)

∣∣∣∣
x=y

=
∂2k−3

∂x2k−3
−

k(x, y)

∣∣∣∣
x=y

Òåïåðü íàéä¼ì ëåâûå è ïðàâûå ïðîèçâîäíûå è ïðèðàâíÿåì äðóã ê äðóãó, ïîëó÷èì
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ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðè íå÷¼òíîì k:
C0 =

∑
j=1 Cjαj + Ĉjα

C0 =
∑

j=1Cjα
3
j + Ĉjα

3

.......................

C0 =
∑

j=1Cjα
2k−3
j + Ĉjα

2k−3

Ýòî ñèñòåìà èç k − 1 -ãî óðàâíåíèÿ ñ k íåèçâåñòíûìè. Ïîýòîìó ÍÓÎ C0 = 1.
ßñíî, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû:

α1 α1 α2 α2 · · · α k−1
2

α k−1
2

α3
1 α1

3 α3
2 α2

3 · · · α3
k−1
2

α k−1
2

3

...
...

...
. . .

...
α2k−3

1 α1
2k−3 α2k−3

2 α2
2k−3 · · · α2k−3

k−1
2

α k−1
2

2k−3


íå ðàâåí íóëþ. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Êðàìåðà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé [5]:

Cj =
∆j

∆
,

ãäå ∆ = det(A), ∆j - îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé çàìåíîé j-ãî ñòîáöà
íà ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ (â äàííîì ñëó÷àå ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç åäèíèö),

ïîëó÷àåì, ÷òî Ĉj = Cj.

Ïðè ÷¼òíîì k: 
∑

j=1Cjαj + Ĉjα = 0∑
j=1Cjα

3
j + Ĉjα

3 = 0

............∑
j=1Cjα

2k−3
j + Ĉjα

2k−3 = 0

Äàííàÿ ñèñòåìà âñåãäà ðàçðåøèìà, êàê ñèñòåìà èç k óðàâíåíèé ñ k− 1 ïåðåìåí-
íîé. ÍÓÎ, C1 = 1. Òîãäà ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Êðàìåðà ïîëó÷àåì, ÷òî Ĉ1 = −C1

è Ĉj = −Cj.

17



5 Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà-Ñëîáîäåöêîãî

Îïð.Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà-Ñëîáîäåöêîãî:

Hs(R) =
{
f : (1 + |y|2)

s
2 f̂(y) ∈ L2(R)

}
.

Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà-Ñëîáîäåöêîãî:

||f ||2Hs(R) = ||(1 + |y|2)
s
2 f̂(y)||L2(R).

Îòìåòèì, ÷òî
H0(R) = L2(R).

Ïðîñòðàíñòâî L2(R) íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ïðè s < 0, ïðîñòðàíñòâî Hs(R) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ðàñïðåäåëåíèé. Ïðè
s > 1

2
ïðîñòðàíñòâî âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé [3] è

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ïðè öåëûõ s íîðìà â
Hs(R) ýêâèâàëåíòíà íîðìå â W s

2 (R) [3], è ñëåäîâàòåëüíî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà
W s

2 (R) è Ñîáîëåâà-Ñëîáîäåöêîãî Hs(R) ñîâïàäàþò êàê ìíîæåñòâà.
Cêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Hs(R) èìååò âèä:

〈f, g〉Hs(R) =

∫
R
(1 + |x|2)sf̂(x)ĝ(x)dx.

f(y) =< f, k(., y) >Hs(R=

∫
R
f̂(x)eixydx =

∫
R
(1 + |x|2)sf̂(x)

eixy

(1 + |x|2)s
dx.

Òî åñòü ÿäðî ðàâíî:

k(x, y) =
ˇe−ixy

(1 + |x|2)s
.

Ïðè s = 2:
k(x, y) = C(1 + |x− y|)e−|x−y|.

Òàêîå æå ÿäðî èìååò ïðîñòðàíñòâî W 2
2 (R) ñ íîðìîé:

||f ||2 = ||f ||2L2(R) + 2||f ′||2L2(R) + ||f ′′||2L2(R).

Êàê ïîêàçûâàþò êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ, îíî íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì (CNP ).
Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1.2 è âîçüì¼ì

x1 = 1, x2 = 100, x3 = 200, x4 = 20.
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Òîãäà

det

{
1−

k(xi, x4)k(xj, x4)

k(xi, xj)k(x4, x4)

}3

i,j=1

= −3.609999518

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ýòà ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé.
Ïðè s = 3:

k(x, y) = C(3 + 3|x− y|+ |x− y|2)e−|x−y|.

Êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî ÿäðî òàêæå íå îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì (CNP ):

x1 = 1, x2 = 100, x3 = 3, x4 = 4.

Òîãäà

det

{
1−

k(xi, x4)k(xj, x4)

k(xi, xj)k(x4, x4)

}3

i,j=1

= −2.638624877.
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