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1 Ââåäåíèå

Ïóñòü (X, ρ) � êîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, |X| = n+1. Ìåòðèêó
ρ áóäåì íàçûâàòü ñòðîãîé, åñëè ρ(x, z) > ρ(x, y)+ρ(y, z) ïðè y ∈ X\{x, z}.
Ââåä¼ì íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé èç X

F̃ := {f : X → R}

îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñîïîñòàâèò êàæäîé ôóíêöèè å¼ êîíñòàíòó Ëèïøè-
öà:

‖f‖ := max
x,y∈X

f(y)− f(x)

ρ(x, y)

Ýòî ïîëóíîðìà, è îíà ñòàíåò íîðìîé, åñëè îòîæäåñòâëÿòü ôóíêöèè, ðàç-
íîñòü êîòîðûõ åñòü êîíñòàíòà, � èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, çàôèêñèðîâàòü
çíà÷åíèå ôóíêöèé â îäíîé èç òî÷åê:

F :=
{
f ∈ F̃ | f(x0) = 0

}
, x0 ∈ X.

Çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð ââåä¼ííîé íîðìû ‖ · ‖ íà ïðîñòðàíñòâå F
åñòü âûïóêëûé n-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì LIP(X).
Ôóíêöèþ f èç X áóäåì íàçûâàòü 1-ëèïøèöåâîé, åñëè f ∈ LIP(X), òî
åñòü, |f(x) − f(y)| 6 ρ(x, y) äëÿ âñåõ ïàð x, y ∈ X. Äâîéñòâåííîå íîð-
ìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî F ∗ áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðîñòðàíñòâî
çàðÿäîâ µ íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) ñ ñóììàðíûì çàðÿäîì 0,
ñïàðèâàíèå 〈µ, f〉 ôóíêöèè f è çàðÿäà µ åñòü

∫
fdµ (ýòà âåëè÷èíà íå ìå-

íÿåòñÿ, åñëè ê f ïðèáàâèòü êîíñòàíòó, òàê ÷òî îïðåäåëåíà êîððåêòíî.)
Äåëüòà-ìåðó â òî÷êå x ∈ X áóäåì îáîçíà÷àòü δx, òîãäà çàðÿä µ ∈ F ∗

èìååò âèä

µ =
∑
x∈X

cxδx,
∑

cx = 0;

〈µ, f〉 =
∑
x∈X

cxf(x), ‖µ‖ = max
f∈LIP(X)

〈µ, f〉.

Íîðìà çàðÿäà µ ∈ F ∗ íàçûâàåòñÿ íîðìîé Êàíòîðîâè÷à � Ðóáèíøòåéíà.
Îíà ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó ìåðàìè µ+ è µ− ïî Êàíòîðîâè÷ó, ãäå µ+−
µ− = µ � ðàçëîæåíèå Õàíà çàðÿäà µ.

Äâîéñòâåííûì ìíîãîãðàííèêîì ê LIP(X), òî åñòü åäèíè÷íûì øàðîì
KR(X) ïðîñòðàíñòâà Êàíòîðîâè÷à � Ðóáèíøòåéíà F ∗, ñëóæèò âûïóêëàÿ
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îáîëî÷êà òî÷åê ex,y := δ(x)−δ(y)
ρ(x,y)

, x, y ∈ X: â ñàìîì äåëå, íîðìà ôóíêöèè f
ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà

‖f‖ = sup
x,y∈X

〈ex,y, f〉.

À. Ì. Âåðøèêîì áûë çàäàí âîïðîñ î êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðå ìíîãî-
ãðàííèêîâ KR(X) (ýêâèâàëåíòíûé âîïðîñ � êîìáèíàòîðíàÿ ñòðóêòóðà
LIP(X).)

Çàìåòèì, ÷òî òî æå ñåìåéñòâî ìíîãîãðàííèêîâ (äëÿ íåñèììåòðè÷íûõ
ìåòðèê, íî ýòî íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì) âîçíèêàåò â òðîïè÷åñêîé ìà-
òåìàòèêå [12, 14] êàê êëåòêè òðîïè÷åñêèõ ìíîãîãðàííèêîâ è êàê òðîïè÷å-
ñêèå ìíîãîðàííèêè, âûïóêëûå â îáû÷íîì ñìûñëå; è òàêæå êàê �íèøåâûå
ìíîãîãðàííèêè� [13].

Åñëè ρ(x, y) = 1 ïðè x 6= y, ìíîãîãðàííèê KR(X) íàçûâàþò ìíîãî-
ãðàííèêîì êîðíåé, ïîñêîëüêó åãî âåðøèíû ñóòü êîðíè ñèñòåìû êîðíåé
An. Ýòîò ìíîãðàííèê è åãî òðèàíãóëÿöèè èçó÷àëèñü â [9]. Îíè ñâÿçà-
íû ñ ëèïøèöåâìè ìíîãîãðàííèêàìè äëÿ ìåòðèê îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ñì.
ðàçäåë 6.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåòðèêà ρ îáùåãî ïîëîæåíèÿ,
åñëè ρ � ñòðîãàÿ ìåòðèêà è ìíîãîãðàííèê KR(X) � ñèìïëèöèàëüíûé
(èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ìíîãîãðàííèê LIP(X) � ïðîñòîé).

Ìû âû÷èñëÿåì f -âåêòîðû ýòèõ ìíîãîãðàííèêîâ KR(X) äëÿ ìåòðèêè
îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Êðîìå òîãî, ìû äà¼ì âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè íà êî-
ëè÷åñòâî òèïîâ ìåòðèê íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n + 1}, êëàññèôèöèðóåìûõ
êîìáèíàòîðíûì òèïîì (åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîìå÷åííîãî) ìíîãîãðàí-
íèêà KR.

Îêàçûâàåòñÿ, â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ f -âåêòîð ìíîãîãðàííèêà
LIP íå çàâèñèò îò ìåòðèêè:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X, |X| = n + 1, � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ
ìåòðèêîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ ρ. Òîãäà ïðè 0 6 m 6 n êîëè÷åñòâî ãðàíåé
ðàçìåðíîñòè n−m ìíîãîãðàííèêà LIP(X) ðàâíî

(
n+m

m,m,n−m

)
= (n+m)!

m!m!(n−m)!
.

Ñîïîñòàâèì çàðÿäó ex,y îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî èç x â y. Òåì ñàìûì
ëþáîé ãðàíè α (ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè) ìíîãîãðàííèêà KR(X) ñîïî-
ñòàâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô D(α) íà ìíîæåñòâå âåðøèí X, ðåáðà
êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò çàðÿäàì ex,y, ïðèíàäëåæàùèì ãðàíè α. Òîò æå
ãðàô áåç ó÷åòà îðèåíòàöèè ð¼áåð îáîçíà÷èì D̃(α).
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Îïðåäåëåíèå 2. Ñåìåéñòâî âñåõ ãðàôîâ âèäàD(α) áóäåì íàçûâàòü êîì-
áèíàòîðíîé ñòðóêòóðîé ïàðû äâîéñòâåííûõ ìíîãîãðàííèêîâ LIP(X),
KR(X). Îðèåíòèðîâàííûé (ñîîòâåòñòâåííî, íåîðèåíòèðîâàííûé) ãðàô G
íà ìíîæåñòâå âåðøèíX íàçîâ¼ì äîïóñòèìûì, åñëè âñå åãî ð¼áðà ïðèíàä-
ëåæàò íåêîòîðîìó ãðàôóD(α) (ñîîòâåòñòâåííî D̃(α).) Äâå ìåòðèêè ρ1, ρ2
íà îäíîì ìíîæåñòâå X íàçîâ¼ì ëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè êîì-
áèíàòîðíûå ñòðóêòóðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîãðàííèêîâ ñîâïàäàþò.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ρ = 1. Òîãäà KR((X,1)) := Root(X)
� êîðíåâîé ìíîãîãðàííèê, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé âñåõ
ex,y. Ãðàíü α ìíîãîãðàííèêà Root(X) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé
f èç X ïðèíàäëåæàùèé åäèíè÷íîé ñôåðå â LIP(X), òî åñòü, max(f)−
min(f) = 1. Ãðàô D(α) ñîäåðæèò âñå ðåáðà èç ìíîæåñòâà f−1(max(f))
â ìíîæåñòâî f−1(min(f)).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÷àñòè÷íî îòâå÷àåò íà âîïðîñ À. Ì. Âåðøèêà ??.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü |X| = n + 1. Êîëè÷åñòâà V (n), Vg(n) òèïîâ ëèï-
øèöåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè âñåõ ìåòðèê íà ìíîæåñòâå X è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ìåòðèê îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà X, óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì

c1n
2 6 log Vg(n) 6 log V (n) 6 c2n

3 log(n+ 1)

äëÿ íåêîòîðûõ àáñîëþòíûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò c1, c2.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â [15] áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì äëÿ ïåðå÷èñ-
ëåíèÿ òðîïè÷åñêèõ òèïîâ ïîëèòðîïîâ (òðîïè÷åñêèå òèïû ïîäðàçáèâàþò
êîìáèíàòîðíûå òèïû).

2 Êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå ãðàíåé

Êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà ìíîãîãðàííèêàîâ KR(X) ðàññìàòðèâàëèñü ðà-
íåå [7, 8], è íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà áûëè òàì ïîëó÷åíû Íî
ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íåäîñòàòî÷íî äëÿ öåëåé ýòîé ðàáîòû, ïîýòîìó ìû çäåñü
ôîðìóëèðóåì è äîêàçûâàåì âñ¼, ÷òî èñïîëüçóåì.

Ãðàíü α åñòü ïåðåñå÷åíèå ìíîãîãðàííèêà KR(X) è íåêîòîðîé îïîðíîé
ãèïåðïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì 〈µ, f0〉 = 1 äëÿ ïîäõîäÿùåé
ôóíêöèè f0 ∈ LIP(X). Ãðàô D(α) ìîæåò áûòü îïèñàí â òåðìèíàõ f0
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðåáðî èç x â y ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà f0(x)− f0(y) = ρ(x, y).
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Ëåììà 1. Ðàçìåðíîñòü ãðàíè α ðàâíà n − c, ãäå c � êîëè÷åñòâî êîì-
ïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà D̃(α).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X1 ⊂ X. Òîãäà çàðÿäû ex,y, x, y ∈ X1, ïîðîæ-
äàþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè |X1| − 1. Êðîìå òîãî, åñëè G
� ñâÿçíûé (íåîðèåíòèðîâàííûé) ãðàô íà ìíîæåñòâå âåðøèí X1, òî çà-
ðÿäû ex,y, ãäå (x, y) ∈ E(G), ïîðîæäàþò ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî (òàê
êàê ex,z ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ex,y è ey,z). Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåð-
íîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà òî÷åê ex,y, ëåæàùèõ â ãðàíè α, ðàâ-
íà n+1−c, ãäå c � êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â D̃(α). Ðàçìåðíîñòü
àôôèííîé îáîëî÷êè íà 1 ìåíüøå, ïîñêîëüêó àôôèííàÿ îáîëî÷êà ãðàíè,
î÷åâèäíî, íå ñîäåðæèò íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò, êîãäà äàííîå ìíîæåñòâî çàðÿäîâ ëå-
æèò íà îäíîé ãðàíè ìíîãîãðàííèêà KR(X).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü G = (x,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íà ìíîæåñòâå
âåðøèí X. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) Ãðàô G äîïóñòèì, òî åñòü íàéäåòñÿ ãèïåðãðàíü α ìíîãîãðàííèêà
KR(X) òàêàÿ, ÷òî E ⊂ D(α);

(ii) íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f , ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé 1, óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ ðàâåíñòâàì f(x)− f(y) = ρ(x, y) äëÿ âñåõ ðåáåð (x, y) ∈ E;

(iii) äëÿ ëþáîãî íàáîðà îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð (xi, yi) ∈ E, i = 1, . . . , k,
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (ñ÷èòàåì yk+1 = y1)

k∑
i=1

ρ(xi, yi) 6
k∑
i=1

ρ(xi, yi+1); (1)

(iv) íåðàâåíñòâî (1) èìååò ìåñòî ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî òî÷êè x1, x2,. . . , xk ðàçëè÷íû è âñå òî÷êè y1, y2,. . . , yk
ðàçëè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê åäèíè÷íîìó øàðó KR(X)
ïðîñòðàíñòâà F ∗ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì 〈µ, f〉 = 1, ãäå f � ôóíêöèÿ èç
åäèíè÷íîãî øàðà LIP(X) ïðîñòðàíñòâà F . Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî
(i) ðàâíîñèëüíî (ii). ßñíî, ÷òî (iii) âëå÷åò (iv). Åñëè èìååò ìåñòî (ii), òî
(1) ñëåäóåò èç öåïî÷êè

k∑
i=1

ρ(xi, yi) =
k∑
i=1

(f(xi)− f(yi)) =
k∑
i=1

(f(xi)− f(yi+1)) 6
k∑
i=1

ρ(xi, yi+1).
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Îñòàëîñü äîêàçàòü (ii), ïðåäïîëàãàÿ âûïîëíåííûì (iv).
Ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìîé ôóíêöèè f ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ñëåäóþ-

ùèå ïîëóïðîñòðàíñòâà èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå:

{f ∈ F : f(x)− f(y) 6 ρ(x, y)}, (x, y) ∈ X ×X;

{f ∈ F : f(x)− f(y) > ρ(x, y)}, (x, y) ∈ E.

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî F n-ìåðíîå, ïî òåîðåìå Õåëëè äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü, ÷òî ëþáîå ïîäñåìåéñòâî èç íå áîëåå ÷åì n+1 ïîëóïðîñòðàíñòâ èìååò
íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è âûáåðåì íàèìåíüøèé
êîíòðïðèìåð: âî-ïåðâûõ ïî êîëè÷åñòâó n + 1 òî÷åê â X, âî-âòîðûõ ïî
êîëè÷åñòâó m 6 n + 1 ìíîæåñòâ, èìåþùèõ ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Êàæäîå
èç ïîëóïðîñòðàíñòâ çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì f(x) − f(y) 6 ±ρ(x, y), çíàê
ìèíóñ âîçìîæåí, åñëè (y, x) ∈ E. Áóäåì íàçûâàòü x íà÷àëîì, à y êîí-
öîì. Åñëè êàêàÿ-òî òî÷êà x íå ÿâëÿåòñÿ íè íà÷àëîì, íè êîíöîì íè äëÿ
îäíîãî èç íàøèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, òî åñòü êîíòðïðèìåð ñ X \ {x} âìå-
ñòî X. Òî æå âåðíî, åñëè òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ òîëüêî íà÷àëîì èëè òîëüêî
êîíöîì: ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ ñ X \ {x} íà x ñ ñîõðàíåíèåì íåðàâåíñòâ,
âêëþ÷àþùèõ f(x), íå ñîñòàâëÿåò â òàêîì ñëó÷àå òðóäà. Òàêèì îáðàçîì,
m = n + 1 è êàæäàÿ òî÷êà òî÷êà x ∈ X ÿâëÿåòñÿ ðîâíî äëÿ îäíîãî ïî-
ëóïðîñòðàíñòâà íà÷àëîì è ðîâíî äëÿ îäíîãî � êîíöîì. Îòîáðàæåíèå,
ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó èç n + 1 íà÷àë ñîîòâåòñòâóþùèé êîíåö ÿâëÿ-
åòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà X. Îíà ðàçáèâàåòñÿ íà
öèêëû. Ïóñòü z1 . . . zs, zs+1 = z1 � îäèí èç öèêëîâ, òîãäà íà ìíîæåñòâå
åãî âåðøèí ôóíêöèÿ f äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì âèäà

f(zi)− f(zi+1) 6 εiρ(zi, zi+1), i = 1, . . . , s, εi ∈ {−1,+1}

(êàê îáû÷íî, ñ÷èòàåì zs+1 = z1). Òàêóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïîñòðîèòü â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå êîãäà

∑
εiρ(zi, zi+1) > 0. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî òåõ

èíäåêñîâ i, äëÿ êîòîðûõ εi = −1, B � ìíîæåñòâî îñòàâøèõñÿ èíäåêñîâ.
Òîãäà (zi, zi+1) ∈ E ïðè i ∈ A. Ïóñòü w(i), ãäå i ∈ A, � ïðåäûäóùèé çà
i èíäåêñ â öèêëå, äëÿ êîòîðîãî w(i) ∈ A. Ôóíêöèÿ w îïðåäåëÿåò öèê-
ëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå A. Òîãäà óñëîâèå (iv) ãàðàíòèðóåò,
÷òî ∑

i∈A

ρ(zi, zi+1) 6
∑
i∈A

ρ(zi, zw(i)+1) 6
∑
i∈B

ρ(zi, zi+1)

(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ òðåóãîëü-
íèêà). Ýòî è òðåáîâàëîñü.
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Ñëåäñòâèå 1. 1) Êàæäûé çàðÿä ex,y ëåæèò íà ãðàíèöå ìíîãîãðàííèêà
KR(X).

2) Åñëè ãðàô G(α) ñîäåðæèò ðåáðà (x, y), (y, z), òî ρ(x, z) = ρ(x, y)+
ρ(y, z). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìåòðèêà ρ � ñòðîãàÿ, òî â ãðàôå G(α) ó
êàæäîé âåðøèíû ëèáî âõîäÿùàÿ, ëèáî èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü ðàâíà 0. Â
ýòîì ñëó÷àå êàæäûé çàðÿä ex,y ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ìíîãîãðàííèêà KR(X).

3) Ñòðîãàÿ ìåòðèêà ρ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô D̃(α) � ëåñ äëÿ ëþáîé ãðàíè α ìíîãîãðàííèêà
KR(X).

4) Åñëè ìåòðèêà ρ � ñòðîãàÿ è äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê
x1, . . . , xk, y1, . . . , yk, yk+1 = x1, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∑

ρ(xi, yi) 6=
∑

ρ(xi, yi+1),

òî ρ � ìåòðèêà îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ãðàô ñ îäíèì ðåáðîì óäîâëåòîâðÿåò (iv).
2) Ïîëîæèì â (1) x1 = x, x2 = y1 = y, y2 = z, ïîëó÷èì ρ(x, z) >

ρ(x, y)+ρ(y, z), à çíà÷èò, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. Åñëè ìåòðèêà ρ � ñòðî-
ãàÿ, òî ôóíêöèÿ f(z) = (ρ(y, z) − ρ(x, z))/2 ∈ LIP(X) óäîâëåòâîðÿåò ðà-
âåíñòâó f(a) = f(b) + ρ(a, b) òîëüêî ïðè a = x, b = y, òî åñòü ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ åé îïîðíàÿ ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåòñÿ ñ KR(X) ïî åäèíñòâåííîé
òî÷êå ex,y. Òàêèì îáðàçîì, ex,y � âåðøèíà KR(X).

3) Ñòðîãàÿ ìåòðèêà ρ íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìíîãîãðàííèê KR(X) ñèïëèöèàëåí. Òî åñòü, êàæäàÿ ãðàíü
α ðàçìåðíîñòè k = dimα ñîäåðæèò â òî÷íîñòè k + 1 âåðøèí KR(X). Ïî
Ëåììå 1 èìååì k = n − c, ãäå c � ýòî êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
D̃(α). Ïî ï. 2) êîëè÷åñòâî âåðøèí KR(X), ïðèíàäëåæàùèõ α ðàâíÿåòñÿ
÷èñëó ð¼áåð ãðàôà D̃(α). Òàêèì îáðàçîì, â òåðìèíàõ ãðàôà D̃(α) óñëîâèå
ñëåäóþùåå: ñóììà ÷èñëà k+ 1 = n− c+ 1 ð¼áåð è êîëè÷åñòâà êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè c äîëæíî áûòü ðàâíî ÷èñëó âåðøèí n + 1. Òàêèå ãðàôû â
òî÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ ëåñàìè.

4) Ðàññìîòðèì ëþáóþ ãèïåðãðàíü α ìíîãîãðàííèêà KR(X). Òðåáóåò-
ñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî â α ðîâíî n âåðøèí, òî åñòü ÷òî â ãðàôå D(α) ðîâíî n
ðåáåð. Ãðàô D̃(α) ñâÿçíûé ïî ëåììå 1. Òàêèì îáðàçîì, îí ñîäåðæèò íå
ìåíåå n ðåáåð. Êàæäàÿ âåðøèíà â ãðàôå D(α) èìååò âõîäÿùóþ èëè èñ-
õîäÿùóþ ñòåïåíü 0, òàê ÷òî åñëè â ãðàôå D(α) åñòü öèêë, òî îí ÷åðåäóþ-
ùèéñÿ: y1x1y2x2 . . . ykxk, (xi, yi), (xi, yi+1) ∈ E(D(α)). Äâàæäû èñïîëüçóÿ
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(1) ïîëó÷àåì, ÷òî
∑
ρ(xi, yi) 6

∑
ρ(xi, yi+1) è

∑
ρ(xi, yi+1) 6

∑
ρ(xi, yi),

òî åñòü äîëæíî èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâî. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåä-
ïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, öèêëîâ íåò, òîãäà íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô
D̃(α) � äåðåâî, â í¼ì ðîâíî n ðåáåð, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Óñëîâèå (iv) Òåîðåìû 3 ìîæåò áûòü åù¼ îñëàáëåíî â ñëó÷àå ãèïåð-
ãðàíåé. Èìåííî, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 4. Ïóñòü T � äåðåâî íà ìíîæåñòâå âåðøèí X. Îðèåíòèðóåì
T òàê, ÷òîáû ó êàæäîé âåðøèíû âõîäÿùàÿ èëè èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü áû-
ëà ðàâíà 0 (åñòü äâà ñïîñîáà ýòî ñäåëàòü). Òîãäà ïîëó÷åííûé îðèåíòè-
ðîâàííûé ãðàô Td ñîäåðæèòñÿ â ãðàôå D(α) äëÿ íåêîòîðîé ãèïåðãðàíè
α ìíîãîãðàííèêà KR(X) òîãäà è òîëüêî êîãäà íåðàâåíñòâî (1) èìååò
ìåñòî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ïóòè y1x1y2x2 . . . ykxk â íåîðèåíòèðîâàííîì
äåðåâå T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç Òåîðåìû 3. Äîêàæåì äî-
ñòàòî÷íîñòü. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîí-
ñòàíòû) ôóíêöèÿ f íà X, äëÿ êîòîðîé f(x)− f(y) = ρ(x, y) äëÿ êàæäîãî
èç n îðèåíòèðîâàííûõ ð¼áåð (x, y) ãðàôà Td. Äîêàæåì, ÷òî îíà óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ f(y) − f(x) 6 ρ(x, y) äëÿ ëþáûõ âåðøèí x, y ∈ X. Èí-
äóêöèÿ ïî äëèíå (êîëè÷åñòâó ð¼áåð) ïóòè P èç y â x â äåðåâå T . Äëÿ
ïóòåé èç îäíîãî ðåáðà óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f .
Ïóñòü äëÿ ïóòåé ìåíüøåé äëèíû, ÷åì ìåæäó x è y, îíî äîêàçàíî. Òîãäà
f(x) = f(z)±ρ(x, z), ãäå z � ïðåäøåñòâóþùàÿ y âåðøèíà ïóòè P . Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, f(y) − f(z) 6 ρ(y, z) ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ.
Òàêèì îáðàçîì,

f(y)− f(x) = f(y)− f(z)− (f(x)− f(z)) 6 ρ(y, z)∓ ρ(x, z) (2)

Ïîñêîëüêó ρ(y, z)− ρ(x, z) 6 ρ(x, y) ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, â ñëó-
÷àå îòðèöàòåëüíîãî çíàêà â (2) òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî f(y) − f(x) 6
ρ(x, y) óñòàíîâëåíî. Èòàê, îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé f(x) = f(z) −
ρ(x, z). Àíàëîãè÷íî f(y) = f(x1) + ρ(y, x1), ãäå x1 � ñëåäóþùàÿ çà y âåð-
øèíà ïóòè P . Òàêèì îáðàçîì, â P ÷åòíîå ÷èñëî âåðøèí, P = y1x1 . . . ykxk,
y = y1, x = x2k,

f(y)− f(x) =
k∑
i=1

ρ(xi, yi)−
k−1∑
i=1

ρ(xi, yi+1) 6 ρ(xk, y1) = ρ(x, y)

â ñèëó (1).
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Îïèøåì òåïåðü êðèòåðèé òîãî, ÷òî ñòðîãàÿ ìåòðèêà ρ � îáùåãî ïî-
ëîæåíèÿ.

Òåîðåìà 5. 1) Äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x1, . . . , xk è ðàçëè÷íûõ òî-
÷åê y1, . . . , yk â X äîïóñòèìîñòü íàáîðà îðèåíòèðîâàííûõ ð¼áåð (xi, yi), 1 6
i 6 k, ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî

k∑
i=1

ρ(xi, yi) = min
π

k∑
i=1

ρ(xi, yπ(i)), (3)

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî ïåðåñòàíîâêàì π ìíîæåñòâà {1, . . . , k}.
2) Ñòðîãàÿ ìåòðèêà ρ � îáùåãî ïîëîæåíèÿ â òîì è òîëüêî â òîì

ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ëþáûõ 2k ðàçëè÷íûõ òî÷åê x1, . . . , xk, y1, . . . , yk â X
ìèíèìóì ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè (3) äîñòèãàåòñÿ äëÿ åäèíñòâåííîé ïå-
ðåñòàíîâêè π.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü C1, C2, . . . � íåïðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà
â {1, . . . , k}, êàæäîå èç êîòîðûõ ïåðåñòàíîâêà π ïåðåñòàâëÿåò öèêëè÷å-
ñêè. Åñëè íàáîð ð¼áåð (xi, yi) äîïóñòèì, òî äëÿ êàæäîãî Cj èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî ∑

i∈Cj

ρ(xi, yi) 6
∑
i∈Cj

ρ(xi, yπ(i))

â ñèëó (1) ñ ïîäõîäÿùèìè ïåðåîáîçíà÷åíèÿìè. Ñóììèðóÿ ïîëó÷àåì

k∑
i=1

ρ(xi, yi) 6
k∑
i=1

ρ(xi, yπ(i)),

÷òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ïåðåñòàíîâêè π âëå÷¼ò (3). Îáðàòíî, åñëè
íàáîð ð¼áåð (xi, yi) íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, óñëîâèå (iv) Òåîðåìû 3
îçíà÷àåò, ÷òî åñòü öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà C ⊂
{1, . . . , k}, óìåíüøàþùàÿ ïðàâóþ ÷àñòü (3) ïî ñðàâíåíèþ ñ òîæäåñòâåí-
íîé.

2) Åñëè ñòðîãàÿ ìåòðèêà ρ íå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, òî íåêîòîðûé äî-
ïóñòèìûé ãðàô D̃(α) ñîäåðæèò öèêë. Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå D(α) ó
êàæäîé âåðøèíû âõîäÿùàÿ èëè èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü ðàâíà 0 ïî ï.2 ñëåä-
ñòâèÿ 1), òàê ÷òî âåðøèíû ýòîãî öèêëà ÷åðåäóþòñÿ, îí ìîæåò áûòü îáî-
çíà÷åí y1x1 . . . ykxky1, (xi, yi), (xi, yi+1) ∈ D(α). Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìèíèìóì
â (3) äîñòèãàåòñÿ êàê äëÿ òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêè, òàê è äëÿ ïåðå-
ñòàíîâêè π(i) = i+ 1 (mod k).
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìåòðèêà ρ � îáùåãî ïîëîæåíèÿ, íî ìèíè-
ìóì â (3) äîñòèàãåòñÿ äëÿ äâóõ ðàçíûõ ïåðåñòàíîâîê. Ââîäÿ ïåðåîáîçíà-
÷åíèÿ è ïåðåõîäÿ ê ïîäìíîæåñòâó, íà êîòîðîì îäíà ïåðåñòàíîâêà åñòü
öèêëè÷åñêèé ñäâèã äðóãîé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îäíà ïåðåñòàíîâêà òîæ-
äåñòâåííàÿ, à äðóãàÿ åñòü öèêëè÷åñêèé ñäâèã π(i) = i+ 1 (mod k). Ïîêà-
æåì, ÷òî îáúåäèíåíèå ð¼áåð öèêëà y1x1 . . . ykxky1 åñòü äîïóñòèìûé ãðàô
� â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç ëåììû 1 ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ρ � ìåòðèêà
îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ïðîâåðèì óñëîâèå (iv), âûáðàâ èç öèêëà íåñêîëüêî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ðåáåð. Îíè âñå ïðèíàäëåæàò õîòÿ áû îäíîìó èç äå-
ðåâüåâ, ïîëó÷àþùèõñÿ èç öèêëà óäàëåíèåì îäíîãî ðåáðà. Òàê ÷òî äîñòà-
òî÷íî ïðîâåðèòü äîïóñòèìîñòü òàêîãî äåðåâà. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðî-
âåðÿåì ïî Òåîðåìå 4. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî å¼ óñëîâèå äëÿ ëþáîãî ïóòè
ñëåäóåò èç ìèíèìàëüíîñòè ëèáî îäíîé, ëèáî äðóãîé ïåðåñòàíîâêè.

3 Çâ¼çäû è äåðåâüÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîëàãàåì ρ ìåòðèêîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íàçîâ¼ì çâåçäîé, åñëè èç îäíîé
âåðøèíû âûõîäÿò ð¼áðà âî âñå îñòàëüíûå è äðóãèõ ð¼áåð íåò. Ñîçâåçäèåì
íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, â êîòîðîì âñå ñëàáûå êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè � çâ¼çäû.

Ëåììà 2. Ïóñòü V = {v1, . . . , vk} ⊂ X � ìíîæåñòâî èç k òî÷åê ìåò-
ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, p1, . . . , pk � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà,
è âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

k +
k∑
i=1

pi = n+ 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé äîïóñòèìûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô
D∗ òàêîé, ÷òî èñõîäÿùèå ñòåïåíè âåðøèí vi ðàâíû pi ïðè i = 1, . . . , k
(à èõ âõîäÿùèå ñòåïåíè ðàâíû 0); âõîäÿùèå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ìíî-
æåñòâà X \V ðàâíû 1 (à èñõîäÿùèå ðàâíû 0). Áîëåå òîãî, D∗ ÿâëÿåòñÿ
ñîçâåçäèåì, è íà í¼ì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà

F (D) =
∑

(a,b)∈D

ρ(a, b)

ñðåäè âñåõ ãðàôîâ ñ óêàçàííûìè ñòåïåíÿìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ëþáîé ãðàô ñ óêàçàííûìè ñòåïåíÿìè � ñî-
çâåçäèå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðàññìîòðèì ñîçâåçäèå D∗, ìèíè-
ìèçèðóþùèé F . Âûáåðåì óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ð¼áåð, êàê â ïóíêòå (iv)
Òåîðåìû 3. Ð¼áåð âèäà (xi+1, yi) â D

∗ íåòó, òàê êàê ñòåïåíü âñåõ êîíöîâ
ðàâíà 1. Çíà÷èò, D∗ \{(xi, yi)}∪{(xi+1, yi)} òîæå ñîçâåçäèå, ñ íå ìåíüøèì
çíà÷åíèåì F . Çíà÷èò, óñëîâèå (iv) Òåîðåìû 3 âûïîëíåíî, è D∗ ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìûì.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åù¼ îäíî äîïóñòèìîå ñîçâåçäèå
D′ ñ òåìè æå ñòåïåíÿìè. Âûáåðåì âåðøèíû x1 ∈ V, y1 ∈ X \ V òàê, ÷òî
(x1, y1) ∈ D′ \D∗. Òàê êàê ó y1 ñòåïåíü 1 â D

∗ è D′, ñóùåñòâóåò êàêîå-òî
x2 ∈ V , òàêîå, ÷òî (x2, y1) ∈ D∗ \ D′. Äàëåå, òàê êàê ñòåïåíü âåðøèíû
x2 îäèíàêîâàÿ â D∗ è D′, ñóùåñòâóåò âåðøèíà y2 ∈ X \ V , òàêàÿ ÷òî
(x2, y2) ∈ D′ \ D∗. Ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ âûáîðà, ïîêà äëÿ êàêîãî-òî
m íå îêàæåòñÿ, ÷òî xm = x1. Ïîëó÷àåì öèêë (òî÷íåå ãîâîðÿ � íåñâÿçíóþ
îðèåíòàöèþ íåîðèåíòèðîâàííîãî öèêëà) , âñå ÷¼òíûå ð¼áðà êîòîðîãî ïðè-
íàäëåæàò îäíîìó ñçâåçäèþ, à âñå íå÷¼òíûå äðóãîìó. Íàáîðû êàê ÷¼òíûõ,
òàê è íå÷¼òíûõ ð¼áåð ìèíèìèçèðóþò ñóììó â (3) â ñèëó äîïóñòèìîñòè
íàøèõ ñîçâåçäèé. Ýòî íåâîçìîæíî äëÿ ìåòðèêè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïî
Òåîðåìå 5.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü T � äåðåâî íà ìíîæåñòâå âåðøèí X, âåðøèíû
êîòîðîãî ïîêðàøåíû â ÷¼ðíûé è áåëûé öâåòà ïðàâèëüíûì îáðàçîì, u ∈
X � áåëàÿ âåðøèíà. Ðàññìîòðèì âñå ðåáðà xy äåðåâà T òàêèå, ÷òî
âåðøèíà x áåëàÿ è êðàò÷àéøèé ïóòü èç u â x â äåðåâå T íå ïðîõîäèò ïî
ðåáðó xy. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φu(T ) ñóììó äëèí

∑
ρ(x, y) âñåõ òàêèõ ð¼áåð

(îíè îáðàçóþò íåêîòîðîå ñîçâåçäèå, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì H(T, u)).
Ïóñòü P = y1x1y2x2 . . . ykxk � ïðîñòîé ïóòü â äåðåâå T , â êîòîðîì xi
� áåëûå âåðøèíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ′ äåðåâî, ïîëó÷àåìîå çàìåíîé ðåáðà
xkyk íà xky1. Òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç w áëèæàéøóþ ê u âåðøèíó ïóòè
P . Òîãäà

Φu(T
′)−Φu(T ) =

{
ρ(xk, y1)− ρ(y1, x1) + ρ(x1, y2)− · · · − ρ(yk, xk), åñëè w = xk

0, èíà÷å.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü X = {v1, . . . , vn+1}, öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà
p1, . . . , pn+1 òàêîâû, ÷òî

∑
pi = n. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
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äîïóñòèìûé ãðàô, â êîòîðîì èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü âåðøèíû vi ðàâíà pi
ïðè âñåõ i = 1, . . . , n+ 1.

Åñëè ñ÷èòàòü âåðøèíû vi, äëÿ êîòîðûõ pi > 0, áåëûìè, à îñòàëüíûå
� ÷åðíûìè, òî ýòîò ãðàô åñòü îðèåíòèðîâàííîå (îò áåëîãî ê ÷¼ðíîìó)
äåðåâî, ìèíèìèçèðóþùåå äëÿ êàæäîé áåëîé âåðøèíû u ôóíêöèîíàëîâ
Φu, îïðåäåë¼ííûé â óòâåðæäåíèè 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ï.4 Ñëåäñòâèÿ 1 ëþáîé äîïóñòèìûé ãðàô ÿâ-
ëÿåòñÿ (êàê-òî îðèåíòèðîâàííûì) ëåñîì, à òàê êàê â í¼ì ðîâíî n ð¼áåð,
òî äåðåâîì.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü òàêîãî äîïóñòèìîãî äåðåâà T . Äëÿ êàæäîé
áåëîé âåðøèíû u ñîçâåçäèåH(T, u) äîïóñòèìî, ñòåïåíè åãî áåëûõ âåðøèí
çàâèñÿò îò u, íî íå îò T . Â ñèëó ëåììû 2 îí åäèíñòâåíåí è ìèíèìèçèðóåò
Φu. Äåðåâî T ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì âñåõ òàêèõ ñîçâåçäèé, òàê ÷òî îíî
âî âñÿêîì ñëó÷àå íå áîëåå ÷åì åäèíñòâåííîå.

Îñòàëîñü äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå. Ðàññìîòðèì äåðåâî T ñ äàííûìè
èñõîäÿùèìè ñòåïåíÿìè áåëûõ âåðøèí, äëÿ êîòîðîãî ñóììà ôóíêöèîíà-
ëîâ Φu (u ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî áåëûõ âåðøèí) ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ.
Äîêàæåì, ÷òî îíî äîïóñòèìî, ïðîâåðèâ óñëîâèÿ Òåîðåìû 4. Â ñàìîì äå-
ëå, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïóòè
y1 . . . x2k, ãäå xi � áåëûå âåðøèíû, îíî íàðóøàåòñÿ, òî äëÿ äåðåâà T ′

êàæäûé èç ôóíêöèîíàëîâ Φvi èìååò íå áîëüøåå çíà÷åíèå, ÷åì T , ïðè÷¼ì
íåêîòîðûå � ñòðîãî ìåíüøåå. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ.

Theorem 6 implies theorem 1 with m = n:

Ñëåäñòâèå 2. The number of facets of the polytope KR(X) (or, equivalently,
the number of vertices of LIP(X)) equals

(
2n
n

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãèïåðãðàíÿì KR(X) ñîîòâåòñòâóþò äîïóñòèìûå äåðå-
âüÿ â ñèëó ëåììû 1. Ïî Òåîðåìå 6 äîïóñòèìûå äåðåâüÿ íàõîäÿòñÿ âî
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ íàáîðàìè (p1, . . . , pn+1) íåîòðèöà-
òåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, äàþùèõ â ñóììå n. Ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîìó òàêîìó
íàáîðó âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (p1 + 1, p1 + p2 + 2, . . . , p1 +
· · ·+ pn + n) ÷èñåë îò 1 äî 2n âèäèì, ÷òî èõ èìååòñÿ ðîâíî

(
2n
n

)
.

4 Ïåðåñòðîéêè

Òàê æå êàê ñëó÷àém = n Òåîðåìû 1 ñëåäóåò èç Òåîðåìû 6, îáùèé ñëó÷àé
âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü X = {v1, . . . , vn+1}, p1, . . . , pn+1 � öåëûå íåîòðè-
öàòåëüíûå ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà m 6 n. Èìååòñÿ ðîâíî

(
n
m

)
äîïóñòèìûõ ãðàôîâ, â êîòîðûõ ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , n + 1 èñõîäÿùàÿ
ñòåïåíü âåðøèíû vi ðàâíà pi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, äîêàæåì Òåîðåìó 7 â ñïåöèàëüíîì ñëó-
÷àå.

Ïóñòü X = {1, . . . , n+ 1}. Ïîëîæèì

ρ(i, j) = 1 + i/j, 1 6 i < j 6 n+ 1.

ßñíî, ÷òî äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ íàáîðîâ {x1 < · · · < xk} ⊂ X, {y1 <
· · · < yk} ⊂ X ìèíèìóì â ïðàâîé ÷àñòè (3) äîñòèãàåòñÿ íà âîçðàñòàþùåé
ïåðåñòàíîâêå è òîëüêî íà íåé (ýòî óòâåðæäåíèå èçâåñòíî êàê �òðàíñíå-
ðàâåíñòâî�). Òàêèì îáðàçîì, ìåòðèêà ρ � îáùåãî ïîëîæåíèÿ è ãðàô ÿâ-
ëÿåòñÿ äîïóñòèìûì åñëè è òîëüêî îí íå ñîäåðæèò íè îäíîé ïàðû îðè-
åíòèðîâàííûõ ð¼áåð (x1, y1), (x2, y2) òàêèõ, ÷òî x1 < x2, y1 > y2. Ïóñòü
ñðåäè ÷èñåë p1, . . . , pn+1 ðîâíî k ïîëîæèòåëüíûõ, îáîçíà÷èì èõ r1, . . . , rk
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (êàê ÷èñåë) ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Q, |Q| = n+ 1− k, ìíîæåñòâî îñòàëüíûõ òî÷åê â X. Óòâåðæäåíèå
Òåîðåìû 7 â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñâåëîñü ê òàêîìó:

êîëè÷åñòâî íàáîðîâ ïîäìíîæåñòâ A1, . . . , Ak â Q òàêèõ, ÷òî |Ai| = ri
ïðè i = 1, . . . , k è max(Ai) 6 min(Ai+1) ïðè i = 1, . . . , k − 1, ðàâíî

(
n
m

)
=(

n∑
ri

)
.

Ýòî ÿñíî. Â ñàìîì äåëå, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Q =
{1, 2, . . . , n−k+1}, òîãäà ñäâèãè A1, A2+1, A3+2, . . . , Ak+(k−1) ìíîæåñòâ
A1, . . . , Ak íå ïåðåñåêàþòñÿ è îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâî ìîùíîñòè

∑
ri =

m â {1, . . . , n}.
Òåïåðü ñòàíåì èçìåíÿòü ìåòðèêó è ñëåäèòü çà òåì, ÷òîáû êîëè÷åñòâî

äîïóñòèìûõ ãðàôîâ ñ äàííûìè èñõîäÿùèìè ñòåïåíÿìè íå ìåíÿëîñü.
Ìåòðèêè íàX ðàññìîòðèì êàê òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà PS (ðàç-

ìåðíîñòè n(n+ 1)/2) ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé

PS = {f : X ×X → R, f(x, y) = f(y, x), f(x, x) = 0 ïðèx, y ∈ X} .

Äëÿ êàæäîãî óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê x1, y1, . . . , xk, yk
â X ðàññìîòðèì èñêëþ÷èòåëüíóþ ïëîñêîñòü

k∑
i=1

f(xi, yi) =
k∑
i=1

f(xi, yi+1), ãäå yk+1 := y1 (4)
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(íåêîòîðûå èñêëþ÷èòåëüíûå ïëîñêîñòè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîâïàäà-
þò, èç òàêèõ ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî îäíó).

Ðàññìîòðèì äâå ìåòðèêè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ρ1, ρ2. Òåîðåìà 5 ïîêàçû-
âàåò, ÷òî íåïðåðûâíîå èçìåíåíèå ìåòðèêè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, íå çàäå-
âàþùåå èñêëþ÷èòåëüíûõ ïëîñêîñòåé, íå ìåíÿåò ñåìåéñòâà äîïóñòèìûõ
äåðåâüåâ. Ïî Òåîðåìå 5, ìåòðèêà ïðè ýòîì îñòà¼òñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè.

Çàìåíèì êàæäóþ èç ìåòðèê ρ1, ρ2 íà äîñòàòî÷íî áëèçêóþ è ñîåäèíèì
íîâûå ìåòðèêè îòðåçêîì. Ïî÷òè íàâåðíîå (â ëþáîì ðàçóìíîì ñìûñëå,
íàïðèìåð, ïî ìåðå Ëåáåãà) ýòîò îòðåçîê íå ëåæèò íè â îäíîé èñêëþ÷è-
òåëüíîé ïëîñêîñòè, è íèêàêàÿ åãî òî÷êà íå ëåæèò ñðàçó â äâóõ èñêëþ÷è-
òåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè äâèæåíèè
ïî îòðåçêó ìåæäó ìåòðèêàìè â êàæäûé ìîìåíò åäèíîâðåìåííî áóäåò
ïåðåñåêàòüñÿ íå áîëåå îäíîé èñêëþ÷èòåëüíîé ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè òàêîì ïåðåñå÷åíèè êîëè÷åñòâî ãðàôîâ èç
ôîðìóëèðîâêè Òåîðåìû (7) íå èçìåíÿåòñÿ. Èòàê, ðàññìîòðèì ìîìåíò ïå-
ðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè (4). Ïóñòü äî ïåðåñå÷åíèÿ ëåâàÿ ÷àñòü áûëà ìåíüøå
ïðàâîé, à ïîñëå ñòàëî íàîáîðîò. Ïîêàæåì, êàêèå ïåðåñòðîéêè ïðîèçîøëè
ñ ñåìåéñòâîì äîïóñòèìûõ ãðàôîâ. Ãðàôû, êîòîðûå íå ñîäåðæàëè âñåõ k
ð¼áåð (xi, yi) îñòàëèñü äîïóñòèìûìè (â ñèëó ñâîéñòâà (iv) Òåîðåìû 3).
Ãðàô G, ñîäåðæàùèé âñå ýòè k ð¼áåð, ïåðåñòàë áûòü äîïóñòèìûì. Ñî-
ïîñòàâèì åìó ãðàô G′, êîòîðûé íå áûë äîïóñòèìûì, íî ñòàë: äëÿ êàæ-
äîãî i åñëè ãðàô G íå ñîäåðæàë ðåáðà (xi, yi+1), äîáàâèì åãî è óäàëèì
ðåáðî (xi, yi). Çàìåòèì, ÷òî èñõîäÿùèå ñòåïåíè ïðè ýòîì íå èçìåíèëèñü.
Äîêàæåì, ÷òî íîâûé ãðàô G′ äîïóñòèì. Ñòàðûé ãðàô G ñîäåðæàëñÿ â
íåêîòîðîì äîïóñòèìîì äåðåâå. Îíî îáÿçàíî áûëî ñîäåðæàòü âñå ð¼áðà
öèêëà γ = y1x1 . . . ykxky1, êðîìå îäíîãî � èíà÷å îíî îñòàëîñü áû äîïó-
ñòèìûì ïî Òåîðåìå 4. Èçìåíåíèå ýòîãî äåðåâà ñîñòîèò â çàìåíå îäíîãî
ðåáðà íà äðóãîå, è íîâîå äåðåâî T ′ ñîäåðæèò G′, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî ïðî-
âåðèòü äîïóñòèìîñòü äåðåâà T ′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ ìåòðèêó â ìîìåíò
ïåðåñòðîéêè. Íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ f , ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé 1, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì f(x) − f(y) = ρ(x, y) äëÿ âñåõ ðåáåð (x, y) äå-
ðåâà T (óñëîâèå (ii) Òåîðåìû 3 è ïðåäåëüíûé ïåðåõîä). Êðîìå òîãî, òî
æå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ åäèíñòâåííîãî ðåáðà â T ′ \ T (òî åñòü
îòñóòñòâóþùåãî â äåðåâå T ðåáðà öèêëà γ � ýòî êàê ðàç óðàâíåíèå ïå-
ðåñåêàåìîé ïëîñêîñòè). Äëÿ îñòàëüíûõ ïàð òî÷åê èìååò ìåñòî ñòðîãîå
íåðàâåíñòâî |f(x)− f(y)| < ρ(x, y). Òàêèì îáðàçîì, ãðàô T ∪ T ′ ÿâëÿåò-
ñÿ â ìîìåíò ïåðåñòðîéêè äîïóñòèìûì. Ìåòðèêó ïîñëå ïåðåñòðîéêè îáî-
çíà÷èì ρ′. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ f ′, ïîëàãàÿ f ′(x) − f ′(y) = ρ′(x, y) äëÿ
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(x, y) ∈ T ′. (x, y) /∈ T ∪T ′ íåðàâåíñòâî f(x)−f(y) < ρ(x, y) áûëî ñòðîãèì,
ïîýòîìó îíî ñîõðàíèëîñü ïîñëå ïåðåñòðîéêè äëÿ ôóíêöèè f ′. Äëÿ åäèí-
ñòâåííîãî ðåáðà â T ′ \ T îíî òàêæå âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó ìû ïåðåñåêëè
ïëîñêîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî äîïóñòèìûõ ãðàôîâ ñ äàííûì íàáîðîì
èñõîäÿùèõ ñòåïåíåé íå óìåíüøàåòñÿ, àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî îíî íå
óâåëè÷èâàåòñÿ. Òåîðåìà 7, à âìåñòå ñ íåé Òåîðåìà 1 äîêàçàíû.

5 Îöåíêè êîëè÷åñòâà òèïîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàçûâàåì îöåíêè Òåîðåìû 2.
Ê èñêëþ÷èòåëüíûì ïëîñêîñòÿì, ââåä¼ííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå,

äîáàâèì òå, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ íå îáÿçàòåëüíî ïîïàðíî ðàçëè÷íû-
ìè òî÷êàìè x1, . . . , xk, y1, . . . , yk (íî èêñû ðàçëè÷íû è èãðåêè ðàçëè÷íû).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N êîëè÷åñòâî òàêèõ ïëîñêîñòåé. Îíè ðàçäåëÿþò ïðî-
ñòðàíñòâî PS íà íåñêîëüêî ÷àñòåé (íå îáÿçàòåëüíî îòêðûòûõ, íàïðèìåð,
äâå òî÷êè ðàçäåëÿþò ïðÿìóþ 5 ÷àñòåé: èíòåðâàë, äâà ëó÷à è ñàìè òî÷-
êè.) Ïðèíàäëåæíîñòü äâóõ ôóíêöèé f, g ∈ PS îäíîé ÷àñòè ðàâíîñèëüíà
ðàâåíñòâó

sign I(f) = sign I(g)

äëÿ âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ I, çàäàþùèõ èñêëþ÷èòåëüíûå ïëîñêî-
ñòè. NÇàìåòèì, ÷òî åñëè äâå ìåòðèêè ëåæàò â îäíîé ÷àñòè, òî ñåìåéñòâà
äîïóñòèìûõ ãðàôîâ äëÿ íèõ ñîâïàäàþò, ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç óñëîâèÿ
(ii) Òåîðåìû 3. Ãðàôû D(α), ãäå α � ãèïåðãðàíü ìíîãîãðàííèêà KR,
ñóòü ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ äîïóñòèìûå ãðàôû. Òàêèì îáðàçîì,
ñåìåéñòâà ãðàôîâ ãèïåðãðàíåé äëÿ ìåòðèê ρ1, ρ2 ñîâïàäàþò. Òîãäà ñîâïà-
äàþò è ñåìåéñòâà ãðàíåé ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè (ãðàíè ìåíüøåé ðàçìåð-
íîñòè � ýòî ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðãðàíåé.) Òàêèì îáðàçîì, ìåòðèêè ρ1, ρ2
ëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíû. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî òèïîâ ëèïøèöå-
âîé ýêâèâàëåíòíîñòè íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà ÷àñòåé îïðåäåëÿåìûõ
N ïëîñêîñòÿìè â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n(n+ 1)/2.

Íóæíà ïðèåìëåìàÿ îöåíêà äëÿ ÷èñëà f(N, d) ÷àñòåé, íà êîòîðûå N
ãèïåðïëîñêîñòåé ìîãóò ïîäåëèòü d-ìåðíîå Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ê
ïðèìåðó, f(N, d) 6 (3N)d, ÷òî íåçàìåäëèòåëüíî ñëåäóåò èç èíäóêòèâíîé
îöåíêè f(N + 1, d) 6 f(N, d) + 2f(N, d− 1). Ðàçóìååòñÿ, òî÷íàÿ ôîðìóëà
íàïîäîáèå àíàëîãè÷íîé â [11] äëÿ ÷èñëà îòêðûòûõ ÷àñòåé ëåãêîì ìîæåò
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áûòü ïîëó÷åíà, íî íåãðîìîçäêàÿ îöåíêà íàì ïðåäïî÷òèòåëüíåé. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, N 6 n2n, ìû ïîëó÷àåì âåðõíþþ îöåíêó â
Òåîðåìå 2.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó íèæíåé îöåíêè. Çàôèêñèðóåì ôóíêöèþ
f ∈ PS, çíà÷åíèÿ f(x, y) êîòîðîé ïðè x 6= y ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (0, 1)
è ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q. ρ(x, y) = 3± f(x, y) ïðè x 6= y � äëÿ âñåõ
âûáîðîâ çíàêîâ. Äîêàæåì, ÷òî ñðåäè ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòðèê íå áîëåå
÷åì 2n

2/4 ìîãóò áûòü ïîïàðíî ëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíû (ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì n). Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò íèæíÿÿ îöåíêà íà êîëè÷åñòâî êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ìåòðèê îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Îöåíèì ñâåðõó êîëè÷å-
ñòâî ìåòðèê ρ, ëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíûõ äàííîé ρ0. Ðàññìîòðèì ãðàô
íàX, ð¼áðà â êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì çíàêàì äëÿ ρ0 è ρ. Çàìåòèì,
÷òî åñëè ýòîò ãðàô ñîäåðæèò ðåáðà (x1, y1), (x2, y2), (x1, y2), (x2, y1) íåêî-
òîðîãî öèêëà äëèíû 4, òî â ñèëó óñëîâèÿ (iv) òåîðåìû 3 ðîâíî äëÿ îäíîé
èç ìåòðèê ρ, ρ0 ïàðà ð¼áåð (x1, y1), (x2, y2) îáðàçóåò äîïóñòèìûé ãðàô. Òà-
êèì îáðàçîì, ìåòðèêè ρ, ρ0 íå ëèïøèöåâû ýêâèâàëåíòíû. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîëè÷åñòâî ìåòðèê ρ â êëàññå ëèïøèöåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìåòðèêè ρ0
íå áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî ãðàôîâ áåç öèêëîâ äëèíû 4 íà n+1 âåðøèíå.
Òàêîé ãðàô ñîäåðæèò íå áîëåå (n + 1)3/2 ð¼áåð (ñì., íàïðèìåð, [3]), êî-

òîðûå ìîãóò áûòü âûáðàíû íå áîëåå ÷åì (n2)(n+1)3/2 = 2o(n
2) ñïîñîáàìè,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

6 Óíèìîäóëÿðíûå òðèàíãóëÿöèè êîðíåâîãî ìíî-

ãîãðàííèêà

Ïóñòü äàíà ìåòðèêà ρ íà ìíîæåñòâå X, |X| = n + 1. Ðàññìîòðèì òàêæå
ìåòðèêó 1(x, y) = 1, x 6= y íà X. Âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà KR((X, ρ))
ëåæàò íà ëó÷àõ, âûïóùåííûõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò â âåðøèíû ìíîãî-
ãðàííèêà Root(X) := KR((X,1)). Ïî Òåîðåìå 3, äîïóñòèìûå ãðàôû äëÿ
ìåòðèêè 1 åñòü â òî÷íîñòè âñå äâóäîëüíûå ãðàôû (ñ ð¼áðàìè, îðèåí-
òèðîâàííûìè îò îäíîé äîëè ê äðóãîé). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìåòðèêà ρ
ñòðîãàÿ, òî ãðàô, äîïóñòèìûé äëÿ ρ òàêæå äîïóñòèì äëÿ 1. Åñëè ρ ê
òîìó æå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, òî èç ëþáîé ãèïåðãðàíè KR((X, ρ)) öåí-
òðàëüíîé ïðîåêöèåé ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèé åé ñèìïëåêñ íà íåêîòî-
ðîé ãèïåðãðàíè Root(X). Òàêèì îáðàçîì öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ãðàíèöû
KR((X, ρ)) íà ãðàíèöó Root(X) äà¼ò òðèàíãóëÿöèþ ïîñëåäíåé (êàê êëå-
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òî÷íîãî êîìïëåêñà). Ðàññìîòðèì âûïóêëûå îáîëî÷êè ýòèõ ñèìïëåêñîâ
è íà÷àëà êîîðäèíàò. Ìû ïîëó÷èì òðèàíãóëÿöèþ ñàìîãî Root(X). Çàìå-
òèì äâà ñâîéñòâà ýòèõ òðèàíãóëÿöèé. Âî-ïåðâûõ, îíè ðåãóëÿíû, â òîì
ñìûñëå ÷òî ñèïëåêñû òðèàíãóëÿöèé ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè ëèíåéíîñòè
äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè: íîðìû Êàíòîðîâè÷à-Ðóáèíøòåéíà, ñîîòâåòñòâó-
þùåé ìåòðèêå ρ. Âî-âòîðûõ, îíè óíèìîäóëÿðíû: âñå ñèìïëåêñû â òàêèõ
òðèàíãóëÿöèÿõ èìåþò ðàâíûé îáú¼ì. Äåéñòâèòåëüíî, ðàçíîñòü δx − δy
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç àíàëîãè÷íûå ðàçíîñòè äëÿ ëþáîãî äåðåâà êàê ëèíåé-
íûå êîìáèíàöèè ñ êîýôôèöèåíòàìè ±1; ïîýòîìó ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ,
êîòîðûå ïåðåâîäÿò ñèìïëåêñû íàøèõ òðèàíãóëÿöèé äðóã â äðóãà èìå-
þò öåëûå êîýôôèöèåíòû, è èõ îïðåäåëèòåëè ðàâíû ±1. Èçâåñòíî, ÷òî
âñå óíèìîäóëÿðíûå òðèàíãóëÿöèè ìíîãîãðàííèêà ñ âåðøèíàìè íà öåëîé
ðåø¼òêå èìåþò îäèí f -âåêòîð (îí ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í èíâàðèàíòíî
÷åðåç ïîëèíîì Ýðõàðòà, ñì. [4]). Â ñâîþ î÷åðåäü, f -âåêòîðû óíèìîäó-
ëÿðíûõ òðèàíãóëÿöèé êîðíåâîãî ìíîãîãðàííèêà áûëè ïîñ÷èòàíû â [5]
(äëÿ êîíêðåòíîé òðèàíãóëÿöèè, êàê è â íàñòîÿùåé ðàáîòå), è ýòî äà¼ò
åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1. Îäíàêî ìû îñòàâëÿåì çäåñü êîì-
áèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå äà¼ò áîëüøå èíôîðìàöèè (Òåîðåìà
7).

Ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ðåãóëÿðíûå òðèàíãó-
ëÿöèè ìíîãîãðàííèêà Root(X), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ìåòðèêàì îáùåãî
ïîëîæåíèÿ, è îöåíèòü ÷èñëî òàêèõ òðèàíãóëÿöèé ñíèçó, êàê â ðàçäåëå 5.
Èìåííî, çàôèêñèðóåì ðàçáèåíèå X = X+tX−, |X+| = k, |X−| = n+1−k.
Åìó ñîîòâåòñòâóåò äâóäîëüíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô (ð¼áðà èäóò èç
X+ â X−). Â ñâîþ î÷åðåäü, åìó ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðãðàíü α0 ìíîãî-
ãðàííèêà Root(X), ÿâëÿþùàÿñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ñèìïëåêñîâ
∆k−1 ×∆n−k (ñì., íàïðèìåð, 6.2.2 â [10]).

Òåïåðü äåéñòâóåì, êàê â Ðàçäåëå 5. Ôèêñèðóåì ôóíêöèþ f èç X ×X
òàêóþ ÷òî å¼ çíà÷åíèÿ f(x, y) ïðè x 6= y ïðèíàäëåæàò (0, 1) è ëèíåé-
íî íåçàâèñèìû íàä Q. îïÿòü ðàññìîòðèì âñå ìåòðèêè âèäà ρ(x, y) =
3 ± f(x, y) for x 6= y ñ íåçàâèñèìûìè âûáîðàìè çíàêîâ äëÿ êàæäîé
ïàðû. Äëÿ ëþáîé òàêîé ìåòðèêè ρ ïîëó÷àåì ìíîãîãðàííèê KR((X, ρ)),
åìó ñîîòâåòñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ìíîãîãðàííèêà Root(X) è â
÷àñòíîñòè ãèïåðãðàíè α0. ßñíî, ÷òî ýòà òðèàíãóëÿöèÿ αo çàâèñèò òîëü-
êî îò âûáîðà çíàêîâ äëÿ ïàð (x, y), x ∈ X+, y ∈ X−. Äàäèì îöåíêó íà
êîëè÷åñòâî âûáîðîâ çíàêîâ òàêèõ ÷òî ïîëó÷åííàÿ ìåòðèêà ýêâèâàëåíòà
èñõîäíîé ìåòðèêå ρ0. Ðàññìîòðèì äâóäîëüíûé ãðàô ñ äîëÿìè (X+, X−),
â êîòîðîì ð¼áðà ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íîìó âûáîðó çíàêà äëÿ ρ0 è ρ.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè ýòîò ãðàô ñîäåðæèò 4-öèêë, ïàðà ïðîòèâîïîëîæíûõ
ð¼áåð ýòîãî öèêëà äîïóñòèìà äëÿ ðîâíî îäíîé èç äâóõ ìåòðèê ρ, ρ0 (ïî
óñëîâèþ (iv) Òåîðåìû 3). Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòðèêè ρ, ρ0 çàäàþò ðàçíûå
òðèàíãóëÿöèè ãèïåðãðàíè α0. Ïîýòîìó ÷èñëî ìåòðèê ρ íå ïðåâîñõîäèò
÷èñëà îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ áåç 4-öèêëîâ ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà íà
(X+, X−). ×èñëî ð¼áåð â òàêîì ãðàôå íå ïðåâîñõîäèò O(k(n−k+ 1)/

√
n)

(ýòî ñëåäóåò èç ñòàíäàðòíîãî ðàññóæäåíèÿ: êàæäàÿ ïàðà âåðøèí â îäíîé
äîëå èìååò íå áîëüøå îäíîãî îáùåãî ñîñåäà â äðóãîé.) Òî åñòü äîêàçàíà

Òåîðåìà 8. Äâîè÷íûé ëîãàðèôì êîëè÷åñòâà ðåãóëÿðíûõ òðèàíãóëÿöèé
ïðîèçâåäåíèÿ ñèìïëåêñîâ ∆k−1 ×∆n−k îöåíèâàåòñÿ ñíèçó

k(n− k + 1)−O(k(n− k + 1) · log(n) · n−1/2).

Äëÿ ìàëûõ k ýòà îöåíêà õóæå èçâåñòíûõ [6].

Àâòîð áëàãîäàðåí Ô. Àðäèëå çà ïîäñêàçàííóþ ñâÿçü ñ òðîïè÷åñêîé
ãåîìåòðèåé.
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