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1 Ââåäåíèå

Â êëàññè÷åñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå äëÿ îïèñàíèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿ-
íèÿ èñïîëüçóåòñÿ âîëíîâîé âåêòîð |ψ〉, ïðèíàäëåæàùèé ãèëüáåðòîâó ïðî-
ñòðàíñòâó H. Ýâîëþöèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ âî âðåìåíè ïðèâîäèò òîæå ê
íåêîòîðîìó âåêòîðó ñîñòîÿíèÿ.

Íî ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñëå èçìåðåíèÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ
óæå íå âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ (÷èñòîå ñîñòîÿíèå), à àíñàìáëåì âåêòîðîâ
ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåííûìè êëàññè÷åñêèìè âåðîÿòíîñòè, ñóììà êîòîðûõ
ðàâíà 1 (ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå). Òàêîå ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé
ïëîòíîñòè ρ, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

ρ =
n∑
i=1

piPψi (1)
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ãäå Pψi = |ψi〉 〈ψi| - ïðîåêöèÿ íà ñîñòîÿíèå |ψi〉 (àíàëîã ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ
â òåðìèíàõ ìàòðèöû ïëîòíîñòè),

∑n
i=1 pi = 1.

Äîêàæåì, ÷òî òàêîå ñîñòîÿíèå íå îáÿçàòåëüíî ìîæíî ïðåäñòàâèòü,
êàê ÷èñòîå. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì äâóìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
ñ áàçèñîì {|0〉, |1〉}, è â íåì ìàòðèöó ïëîòíîñòè:

ρ =
1

2
(|0〉 〈0|+ |1〉 〈1|) (2)

Èç ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ |ψ〉 = a |0〉+ b |1〉, |a|2 + |b|2 = 1,
ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ:

Pψ = |ψ〉 〈ψ| = |a|2 |0〉 〈0|+ |b|2 |1〉 〈1|+ ab∗ |0〉 〈1|+ ba∗ |1〉 〈0| (3)

Ñðàâíèâàÿ ñ 2, ïîëó÷àåì, ÷òî ab∗ = 0, çíà÷èò èëè |a|2 = 0, èëè |b|2 = 0,
çíà÷èò ìàòðèöó ïëîòíîñòè 2 íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîåêöèîííîãî
îïåðàòîðà, ò.å. ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå, ïîëó÷àþùååñÿ ïîñëå èçìåðå-
íèÿ, â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ ïîëó÷èòü óíèòàðíîé ýâîëþöèåé (ýâîëþöèåé
Øðåäèíãåðà) âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ. Ïîýòîìó ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äðó-
ãèå âàðèàíòû ýâîëþöèè, ïðè êîòîðûõ òàêîå ñîñòîÿíèå ìîæíî ïîëó÷èòü.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýâîëþöèþ âî âðåìåíè èìåííî ìàòðèöû
ïëîòíîñòè, äëÿ ýòîãî åñòü ðÿä ïðè÷èí, íî â ëþáîì ñëó÷àå è ÷èñòîå, è
ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå ìîæíî âûðàçèòü â åå òåðìèíàõ. Ïîýòîìó â ýâîëþ-
öèè ìàòðèöû ïëîòíîñòè îäíè ìîãóò ëåãêî ïåðåõîäèòü â äðóãèå.

Äëÿ îäíîé è òîé æå ìàòðèöû ïëîòíîñòè ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïðåä-
ñòàâëåíèé åå â âèäå àíñàìáëÿ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåííûìè âåðî-
ÿòíîñòÿìè, ÷òî âûçûâàåò òðóäíîñòè â ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, ò.ê.,
ïîëó÷èâ ìàòðèöó ïëîòíîñòè, ìû íå ñìîæåì òî÷íî ñêàçàòü, àíñàìáëü êà-
êèõ èìåííî ñîñòîÿíèé îíà îïèñûâàåò.

Ìàòðèöà ïëîòíîñòè îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
0. Ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà F ðàâíî Tr(Fρ). Ýòî àíàëîã âåëè÷èíû
〈ψ|F |ψ〉 äëÿ ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ.
1. ρ = ρ†, ò.ê. Tr(Fρ) ∈ R äëÿ ëþáîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû F .
2. Tr(ρ) = 1, ÷òîáû ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîõðàíÿëàñü (îçíà÷àåò, ÷òî íå
ïðîèñõîäèò êàêèõ-ëèáî ðàñïàäîâ ñèñòåìû).
3. ρ - ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð, ò.ê. äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ïðåäñòàâëå-
íèå 1, â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû pi èìåþò ñìûñë âåðîÿòíîñòè (pi ≥ 0).
(Îïðåäåëåíèå ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà áóäåò äàíî ïîçäíåå.)

Èçìåðåíèå - ýòî íåêîòîðîå âçàèìîäåéñòâèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû
ñî ñðåäîé. Òàê ÷òî äàëåå ìû áóäåì èçó÷àòü òî, êàê ìîæåò ïðîèñõîäèòü
ýòî âçàèìîäåéñòâèå. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýâîëþöèþ îáùåé ñèñòåìû,
ïîäñèñòåìàìè êîòîðîé áóäóò ÿâëÿòüñÿ âçàèìîäåéñòâóþùèå ñèñòåìû.

Ìû òàêæå èññëåäóåì, êàê ñàìûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îãðàíè÷èâàþò
âîçìîæíûå ýâîëþöèè ñèñòåìû. Òîãäà, íàïðèìåð, èìåÿ íà ðóêàõ êâàíòî-
âóþ ñèñòåìó, ìû áóäåì çíàòü, ÷òî åå ïðåäûäóùèå êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ -
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íå âñå âîçìîæíûå ìàòðèöû ïëîòíîñòè, à òîëüêî íåêîòîðîå (íåáîëüøîå)
èõ ìíîæåñòâî (è, âîçìîæíî, ìû êàê-òî ñìîæåì ñóçèòü ýòî ìíîæåñòâî
äî îäíîãî ýëåìåíòà). Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü â ñòîðîíó ïîëîæèòåëüíîãî
âðåìåíè, òî, åñëè áóäåò âîçìîæíî äëÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì ïðåîáðàçîâû-
âàòüñÿ íåêîòîðûì äðóãèì ñïîñîáîì âìåñòî îáùåïðèíÿòîãî (óíèòàðíîãî,
ñì. 3), òî, âîçìîæíî, óäàñòñÿ ïðèäóìàòü ýêñïåðèìåíò, íà êîòîðîì ýòî
ìîæíî áóäåò çàìåòèòü.

Âûøåóïîìÿíóòûìè íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ ñîõðàíåíèå
ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ïðè ñèììåòðèÿõ (ò.å ñîõðà-
íåíèå ýðìèòîâîñòè è ïîëîæèòåëüíîñòè), ñîõðàíåíèå ñëåäà (÷òîáû íàì
íå èìåòü äåëî ñ ðàñïàäàìè), à òàêæå íåóáûâàíèå ýíòðîïèè. Íàïðèìåð,
ïðè ïðîèçâîëüíîì ôèçè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè êâàíòîâî çàïóòàííîé ïà-
ðû ñèñòåì S è A, ìàòðèöà ïëîòíîñòè ρS+A äîëæíà ñîõðàíÿòü ôèçè÷å-
ñêèé ñìûñë, à åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñî ñðåäîé S + E, òî, ñâîäÿ
ýâîëþöèþ S + E ê ýâîëþöèè ñèñòåìû S, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ E, ìû
ïðåäïîëîæèì, ÷òî �ðåäóöèðîâàííàÿ� ìàòðèöà ïëîòíîñòè ρS äîëæíà ñî-
õðàíÿòü ñâîè ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà. (ρS - ñóæåíèå ρS+E íà ïîäñèñòåìó
S.)

Ïîìèìî íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé ρS
(ïîëîæèòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî îíî ñîõðàíÿåò ïîëîæè-
òåëüíîñòü ρS) ìû áóäåì òàêæå ðàññìàòðèâàòü áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå ïîë-
íîé ïîëîæèòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé, ïðè êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ñèñòåìà ìîæåò ñâÿçûâàòüñÿ ñ ïðîèçâîëüíîé èíåðòíîé ñèñòåìîé, è òàêàÿ
èõ ñîâìåñòíàÿ ýâîëþöèÿ, ïðè êîòîðîé ñ èíåðòíîé ñèñòåìîé íè÷åãî íå
ïðîèñõîäèò, äîëæíà áûòü ôèçè÷åñêîé.

2 Ðåäóêöèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà

Ïóñòü åñòü íåêîòîðàÿ íàáëþäàåìàÿ, ó êîòîðîé ñëåäóþùèå ñîáñòâåííûå
÷èñëà è âåêòîðà: X |xi〉 = xi |xi〉, òîãäà X ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: X =∑n

i=1 xi |xi〉 〈xi|. Åñëè |ψ〉 ðàçëîæèòü â ðÿä ïî áàçèñó {|xi〉}, òî òîãäà âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëå èçìåðåíèÿ ñèñòåìà áóäåò â ñîñòîÿíèè |xi〉, ðàâíà
| 〈xi|ψ〉 |2. Ïîýòîìó ïîñëå èçìåðåíèÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñòàíîâèòñÿ ñëå-
äóþùåãî âèäà:

n∑
i=1

| 〈xi|ψ〉 |2 |xi〉 〈xi| =
n∑
i=1

|xi〉 〈xi| |ψ〉 〈ψ| |xi〉 〈xi| =
n∑
i=1

PxiρPxi (4)

Âèäèì, ÷òî ÷èñòîå ñîñòîÿíèå ïåðåøëî â ñìåøàííîå.
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3 Óíèòàðíàÿ ýâîëþöèÿ

Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ýâîëþöèè ÷èñòîãî ñîòîÿíèÿ, îïèñûâàåìîãî âîë-
íîâûì âåêòîðîì, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ïîëîæèì ~ = 1):

∂

∂t
|ψ(t)〉 = −iH |ψ(t)〉 (5)

Òîãäà
∂

∂t
ρ(t) =

∂

∂t

n∑
i=1

pi |ψi(t)〉 〈ψi(t)| = −i[H, ρ(t)] (6)

Ýòî óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ. Ðåøåíèå åãî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ρ(t) = U(t)ρ(0)U †(t) (7)

ãäå U(t) = e−iHt. U - óíèòàðíûé îïåðàòîð, UU † = U †U = I.
Ïðè ýòîì ÷èñòîå ñîñòîÿíèå ρ(0) = |ψ(0)〉 〈ψ(0)| ïåðåõîäèò â ÷èñòîå:

ρ(t) = (e−iHt |ψ(0)〉 · (e−iHt |ψ(0)〉)† (8)

Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå îáðàòèìî. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå: U †(t)ρ(t)U(t).
Ââåäåì îïåðàòîð LH [ρ] = −i[H, ρ]. Òîãäà åùå îäíà çàïèñü ðåøåíèÿ:

ρ(t) = Ut[ρ(0)] = etLH [ρ(0)] (9)

Íî íàâåðíÿêà ëè ìàòðèöà ïëîòíîñòè ïðåîáðàçóåòñÿ èìåííî óíèòàð-
íûì îáðàçîì?

4 Óòâåðæäåíèÿ î âàðèàíòàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ
ìàòðèöû ïëîòíîñòè

Ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè g ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ρ: g 7→
g[ρ] - òàêîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ó êîòîðîãî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà: g[ρ] = g[ρ]†; Tr g[ρ] = 1; g[ρ]-ïîëîæèòåëüíàÿ ìàòðèöà.
Êàæäîìó ïðåîáðàçîâàíèþ g ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàòîðîâ â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, èìåþùèõ ñìûñë ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí (âîç-
ìîæíî, òîëüêî ÷àñòü îïåðàòîðîâ): A 7→ g[A], òàêîå ÷òî g[A] = g[A]†.
Ïðè ýòîì Tr(g(A)g(ρ)) = Tr(Aρ).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû - òàêèå âåëè÷èíû, ê êî-
òîðûì ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó íàõîæäåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ A =
Tr(Aρ).

Òîãäà âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Åñëè âñå ýðìèòîâû îïåðàòîðû, âêëþ÷àÿ ïðîåêòîðû, ÿâëÿ-
þòñÿ ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè, òîãäà ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïîä äåé-
ñòâèåì îáðàòèìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè g ïðåîáðàçóþòñÿ óíè-
òàðíî:
g[ρ] = UρU †, U - óíèòàðíûé èëè àíòèóíèòàðíûé îïåðàòîð.
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4.1 Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè

Ïóñòü ρ ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(ρ)M ′N ′ =
∑
MN

KM ′M,N ′N [g]ρMN (10)

K[g] ∈ C
Òîãäà ñâîéñòâà g(ρ)† = g(ρ) è Tr(g(ρ)) = 1 èç ïðîèçâîëüíîñòè ρ ïåðå-

íîñÿòñÿ íà ÿäðî K[g] (ïîëîæèòåëüíîñòü g(ρ) íå íàïèñàòü â ïðîñòîì âèäå,
áóäåò îáñóæäàòüñÿ ïîçäíåå):

KM ′M,N ′N [g]∗ = KN ′N,M ′M [g] (11)

∑
M ′

KM ′M,M ′N [g] = δMN (12)

Èç ýðìèòîâîñòè K[g] (11) ñëåäóåò, ÷òî K[g] ìîæíî ðàçëîæèòü â ñëå-
äóþùèé ðÿä:

KM ′M,N ′N [g] =
∑
i

η(i)[g]u
(i)
M ′M [g]u

(i)∗
N ′N [g] (13)

ãäå η(i)[g] è u
(i)
M ′M [g] - ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ìàòðèöû K[g]:∑

N ′N

KM ′M,N ′N [g]u
(i)
N ′N [g] = η(i)[g]u

(i)
M ′M [g] (14)

Tr(u(i)†)[g]u(j)[g]) = δij (15)

Ïðåîáðàçîâàíèå 10 òåïåðü ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ η(i)[g] è u(i)[g]:

g(ρ) =
∑
i

η(i)[g]u(i)[g]ρu(i)†[g] (16)

Ýðìèòîâîñòü g(ρ) ïîâëåêëà çà ñîáîé ýðìèòîâîñòü K[g] è òåïåðü çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî η(i)[g] ∈ R.
Ñâîéñòâî Tr(g(ρ)) = 1 çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:∑

i

η(i)[g]u(i)†[g]u(i)[g] = 1 (17)

Ðàâåíñòâî 16 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ρ, à 17 - ñâîéñòâà ýðìèòîâîñòè ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ U .
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4.2 Ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè ρ â îêðåñòíîñòè òîæ-
äåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû ïëîòíîñòè ρ:KM ′M,N ′N [I] = δM ′MδN ′N
èìååò 2 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ:
1. η(1)[I] = d, íåâûðîæäåííîå

u
(1)
N ′N [I] = δN ′N/

√
d

2. η(α)[I] = 0, (d2 − 1) âûðîæäåííîå

Tru
(α)
N ′N [I] = 0

d - ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà

Åñëè ðàññìàòðèâàòü îêðåñòíîñòü I, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîá-
ñòâåííûå âåêòîðà ñòàíóò òàêèìè:
1.
√
η(1)[g(εn)]u(1)[g(εn)] = 1− iεnτ +O(ε2)

2. η(α)[g(εn)] = ε∆(α)(n), u(α)[g(εn)]
τ - âåêòîð ìàòðèö.
ε, n ïàðàìåòðèçóþò ýëåìåíòû ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèÿ ρ â îêðåñòíîñòè

I. ε ∈ R çàäàåò íîðìó, n ∈ Rk - íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ.
∆(α)(n) ∈ R, ò.ê. η(α)[g(εn)] ∈ R.

Óñëîâèå Tr g(ρ) = 1 çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−inτ + inτ † +
∑
α

∆(α)(n)u(α)†(n)u(α)(n) = 0 (18)

È òåïåðü èçìåíåíèå ρ â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ g(εn) ñ òî÷íîñòüþ
äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ε ðàâíî:

iε[nT, ρ]+ε
∑
α

∆(α)(n)[u(α)(n)ρu(α)†(n)−1

2
u(α)†(n)u(α)(n)ρ−1

2
ρu(α)†(n)u(α)(n)]

(19)
Çäåñü â ïåðâîì ñëàãàåìîì T - ýðìèòîâà ÷àñòü τ (τ = −T −W ), âòîðîå

ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòè ðÿäà 16 ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì η(α)[g(εn)],
òðåòüå è ÷åòâåðòîå ñëàãàåìûå ñîîòâåòñòâóþò àíòèýðìèòîâîé ÷àñòè τ , ñâÿ-
çàííîé ñ ∆(α)(n), u(α)(n) ðàâåíñòâîì 18.

Åñëè âñå ∆(α)(n) = 0, òî â ðàâåíñòâå 19 îñòàåòñÿ òîëüêî ïåðâîå ñëàãà-
åìîå. Ïðè ýòîì, åñëè íàïèñàòü ïîäðîáíåå ãðóïïîâîå ñâîéñòâî∑

M ′N ′

KM ′′M ′,N ′′N ′ [g]KM ′M,N ′N [g] = KM ′′M,N ′′N [gg] (20)

òî âèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíû êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ
[Ts, Tt] = i

∑
r C

r
stTt ãðóïïû ñèììåòðèè àëãåáðû Ëè.

4.3 Êîìïàêòíûå ãðóïïû

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöû ïëîòíîñòè.
K[g] â ôîðìóëå 10 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðå-
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îáðàçîâàíèÿ, à çíà÷èò òàêàÿ ãðóïïà ýêâèâàëåíòíà óíèòàðíîé, ò.å.∑
M ′′N ′′

KMM ′′,NN ′′ [g]K∗M ′M ′′,N ′N ′′ [g] =
∑
M ′′N ′′

K∗M ′′M ′,N ′′N ′ [g]KM ′′M,N ′′N [g] = δM ′MδN ′N

(21)
Åñëè ïåðåïèñàòü ýòî ÷åðåç η(i)[g], u(i)[g] â îêðåñòíîñòè I, òî èç ýòîãî

ðàâåíñòâà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî τr = −Tr, ò.å. òðåòüå è ÷åòâåðòîå ñëàãàå-
ìûå â 19 èñ÷åçàþò, íî ïðåîáðàçîâàíèå âñå åùå èìååò íåñòàíäàðòíûé âèä,
ò.ê. ïîìèìî ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â 19 åñòü åùå è âòîðîå.

5 Ýíòðîïèÿ

Ðàçëîæèì ρ ïî áàçèñó èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ρ |ri〉 = ri |ri〉, 〈ri|rj〉 = δij:

ρ =
n∑
i=1

ri |ri〉 〈ri| (22)

Ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

S(ρ) = −Tr(ρ log ρ) = −
n∑
i=1

ri log ri (23)

S(ρ) = 0 â ñëó÷àå ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ, maxS(ρ) = log n, êîãäà ri = 1/n ∀i.
Òàêèì îáðàçîì, ò.ê. óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ÷èñòûå ñî-

ñòîÿíèÿ â ÷èñòûå, ýíòðîïèÿ ïðè ýòîì íå âîçðàñòàåò. Åñëè æå ÷èñòîå ñî-
ñòîÿíèå ïåðåõîäèò â ñìåøàííîå, òî ýíòðîïèÿ âîçðàñòàåò.

6 Ïîëîæèòåëüíîñòü

Îïðåäåëåíèå 1. Îïåðàòîð X íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè
〈ψ|X|ψ〉 ≥ 0 ∀ |ψ〉.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè X - ýðìèòîâ îïåðàòîð, òî ïîëîæèòåëüíîñòü
X ðàâíîñèëüíà íåîòðèöàòåëüíîñòè åãî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

Êîììåíòàðèé. Èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ýðìèòîâîãî îïåðàòîðà ìîæíî
ñîñòàâèòü áàçèñ. ÒîãäàX ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåX =

∑
i,α xi |ψi,α〉 〈ψi,α|,

ãäå xi - ñîáñòâåííûå ÷èñëà, à |ψi,α〉 - ñîáñòâåííûå âåêòîðà X, îðòîãîíàëü-
íûå äðóã äðóãó. Åñëè xi ≥ 0 ∀i, òîãäà 〈φ|X|φ〉 ≥ 0 ∀ |φ〉, àíàëîãè÷íî,
åñëè 〈φ|X|φ〉 ≥ 0 ∀ |φ〉, òî åñëè â êà÷åñòâå φ âçÿòü |ψi,α〉 è èñïîëüçîâàòü
ðàçëîæåíèå X, òî èç ýòîãî íåðàâåíñòâà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî xi ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ïëîòíîñòè ρ, èìåþùàÿ õîòÿ áû îäíî ïðåä-
ñòàâëåíèå 1, îáÿçàíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîäñòà-
âèòü ðàçëîæåíèå 1 äëÿ ρ â 〈φ|ρ|φ〉, òî

〈φ|ρ|φ〉 =
∑
i

pi 〈φ|ψi〉 〈ψi|φ〉 =
∑
i

pi| 〈φ|ψi〉 |2 ≥ 0 ∀ |φ〉 (24)
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Ïóñòü ìàòðèöà ïëîòíîñòè è äðóãèå ýðìèòîâû îïåðàòîðû ïðèíàäëå-
æàò îïðåäåëåííîìó ïðîñòðàíñòâó ðàçìåðíîñòè n× n: Mn.

Îïðåäåëåíèå 1. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Λ íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëü-
íûì, åñëè îíî, äåéñòâóÿ íà ïðîèçâîëüíûé ïîëîæèòåëüíûé ýðìèòîâ
îïåðàòîð X èç ïðîñòðàíñòâà Mn, ñîõðàíÿåò åãî ïîëîæèòåëüíîñòü.

Òåîðåìà 1. Åñëè íåïðåðûâíîå îáðàòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè
g(ρ) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, òî ýòî óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ò.å.
g(ρ) = UρU †, U-óíèòàðíîå èëè àíòèóíèòàðíîå.

Ïîëó÷àåòñÿ, ëèáî âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè ìàòðèö ïëîòíîñòè
äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíûìè (è òîãäà, åñëè îíî îáðàòèìî, íåâîçìîæíî
èíîå ïðåîáðàçîâàíèå, êðîìå ýðìèòîâîãî), ëèáî îíè ìîãóò íå áûòü ïîëî-
æèòåëüíûìè, òîãäà òå ýðìèòîâû ìàòðèöû, íà êîòîðûå ýòè ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ïîäåéñòâîâàëè íå ïîëîæèòåëüíûì îáðàçîì - íå âõîäÿò â ÷èñëî
ìàòðèö ïëîòíîñòè (ò.å. ìû ñóæàåì ìíîæåñòâî ìàòðèö ïëîòíîñòè â ýòîì
ñëó÷àå).

Óòâåðæäåíèå 1. Ïðåîáðàçîâàíèå K[g] ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè
âñå åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà η(i) ≥ 0 (ñì. 16). Â òàêîì ñëó÷àå ïðåîáðàçî-
âàíèå ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå Êðàóñà:

g(ρ) =
∑
i

A(i)[g]ρA(i)†[g] (25)

A(i)[g] = η(i)[g]1/2u(i)[g]
ïðè ýòîì

∑
iA

(i)†[g]A(i)[g] = 1 (ñì. 17)

Òåîðåìà 1. Åñëè ãðóïïà ñèììåòðèè g (ñ ïðåäñòàâëåíèåì K[g]), äèñ-
êðåòíàÿ èëè íåïðåðûâíàÿ, èìååò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà η(i), òî òàêàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè ýêâèâàëåíòíà óíèòàðíîé,
ò.å. g(ρ) = UρU †, U-óíèòàðíîå èëè àíòèóíèòàðíîå.

Ýòî ëåãêî ìîæíî óâèäåòü äëÿ íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â îêðåñò-
íîñòè I. η(α)[g(εn)] = ε∆(α)(n), òîãäà, åñëè ýòî ãðóïïà, ò.å. ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ, ε ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíî,
òàê è îòðèöàòåëüíî, à η(i) ≥ 0, çíà÷èò ∆(α)(n) = 0, è ïðåîáðàçîâàíèå 16
èìååò óíèòàðíûé âèä.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå ìîãëî èìåòü íåñòàíäàðòíûé (íå óíè-
òàðíûé) âèä â ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü ïîëóãðóïïû, ò.å. íå ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå îáðàò-
íûõ ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå òðàíñëÿöèé âî âðåìåíè ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ìû èçó÷àåì ýâîëþöèþ ìàòðèöû ïëîòíîñòè òîëüêî â ñòîðîíó áóäó-
ùåãî âðåìåíè. (Ýòî ìîæíî îïðàâäàòü, íàïðèìåð, òåì, ÷òî ìû íå õîòèì
íè÷åãî çíàòü î òîì, ÷òî áûëî ñ ñèñòåìîé S äî åå ôîðìèðîâàíèÿ, à ïîñëå
óæå íà÷èíàåì ðàññìàòðèâàòü åå ýâîëþöèþ.)
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Åñëè òàê ïîñòóïèòü è ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîëîæèòåëüíîå âðåìÿ è
ïðåäïîëîæèòü η(i) ≥ 0 ∀i (÷òî ãàðàíòèðóåò ïîëîæèòåëüíîñòü), òî ìîæíî
ïîëó÷èòü óðàâíåíèå Ëèíäáëàäà. Ðàñêëàäûâàÿ â (7) â ðÿä U(t) = e−iHt è
ñðàâíèâàÿ ñ âûðàæåíèåì 19, ïîëó÷àåì, ÷òî nT = −H, è âûðàæåíèå 19
ñòàíîâèòñÿ óðàâíåíèåì Ëèíäáëàäà:

dρ

dt
= −i[H, ρ] +

∑
α

(LαρL
†
α −

1

2
L†αLαρ−

1

2
ρL†αLα) (26)

7 Ïîëíàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü

Åñëè åñòü òîëüêî ñèñòåìà S, è îíà íå ñïóòàíà íè ñ êàêîé äðóãîé êâàí-
òîâîé ñèñòåìîé, òî åå ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè (ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà
ñèììåòðèè Λ) äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òîáû ìàòðèöà ïëîòíîñòè ρS îñòàâà-
ëàñü ýðìèòîâîé, ïîëîæèòåëüíîé, è åå ñëåä íå ìåíÿëñÿ. Íî åñëè ñèñòåìà
S âäðóã îêàæåòñÿ ñïóòàííîé ñ êàêîé-òî äðóãîé ñèñòåìîé A, êîòîðàÿ íè-
êàê íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, òî òîãäà ñèñòåìà S +A áóäåò îïèñûâàòüñÿ
ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ρS+A, è òîãäà óæå èìåííî ýòà ìàòðèöà ïëîòíîñòè
äîëæíà áóäåò îñòàâàòüñÿ ïîëîæèòåëüíîé, ýðìèòîâîé è íå ìåíÿòü ñëåä.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè Λ : Mn 7→Mn, äåéñòâóþ-
ùåå íà ýðìèòîâû îïåðàòîðû èç S, íàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëü-
íûì, åñëè ïðåîáðàçîâàíèå Λ⊗idk : Mn⊗Mk 7→Mn⊗Mk, äåéñòâóþùåå íà
ýðìèòîâû îïåðàòîðû èç S+A, - ïîëîæèòåëüíî äëÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè
k × k îïåðàòîðîâ â A.

Ïîä A ìîæíî ïîäðàçóìåâàòü ñðåäó, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ñèñòåìà S.
Åñëè ñèñòåìà S è ñðåäà âçàèìîäåéñòâóþò ñëàáî, òî ñðåäà êàê ðàç ïî÷òè
íå ìåíÿåòñÿ, è ïåðåáîð âñåõ ðàçìåðíîñòåé - ïîïûòêà ïåðå÷èñëèòü âñå âîç-
ìîæíûå ñïóòûâàíèÿ S ñ ÷åì-òî âíåøíèì. Òàêæå ïîä A ìîæíî ïîäðàçóìå-
âàòü ïðîñòî ñïóòûâàíèå S c êàêîé-ëèáî ñèñòåìîé (íàïðèìåð, óäàëåííîé),
è òîãäà îíè âìåñòå ðàçâèâàþòñÿ ïîä äåéñòâèåì Λ⊗ idA. Âîîáùå, íåîáõî-
äèìîñòü ðàññìàòðèâàòü ïîëíóþ ïîëîæèòåëüíîñòü âìåñòî îáû÷íîé ïîëî-
æèòåëüíîñòè âûçûâàåò ñïîðû. Ïîëíàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü - áîëåå ñèëüíîå
ñâîéñòâî, ÷åì ïîëîæèòåëüíîñòü, ò.ê. ïîëîæèòåëüíîñòü Λ⊗id1 ðàâíîñèëü-
íà ïîëîæèòåëüíîñòè Λ.

Òåîðåìà 1. Ïîëíàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Λ :
Mn 7→Mn ðàâíîñèëüíà ïîëîæèòåëüíîñòè Λ⊗idn : Mn⊗Mn 7→Mn⊗Mn.

Ò.å. äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü, ÷òî Λ - ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíîå, äî-
ñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òîëüêî îäíó ðàçìåðíîñòü èç âñåõ - n.

Òåîðåìà 1. Ïîëíàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Λ : Mn 7→Mn ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ïðèíèìàåò ôîðìó
Êðàóñà (25):

Λ[X] =
∑
α

ν†αXνα (27)
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è
∑

α ν
†
ανα ñõîäèòñÿ.

Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå Λ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå Λ[X] =
∑

αCαβW
†
αXWβ.

Ò.ê. Λ[X] äîëæíî ýðìèòîâû îïåðàòîðû ïåðåâîäèòü â ýðìèòîâû, òî Cαβ -
ýðìèòîâà ìàòðèöà. Òîãäà åå ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ óíèòàð-
íîé ìàòðèöû U , è òîãäà Cαβ =

∑
j djU

∗
jαUjβ. Åñëè Cαβ - ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííàÿ, òî dj ≥ 0. È òîãäà, îáîçíà÷èâ çà νj =
∑

α

√
djUjβWβ, ïî-

ëó÷àåì ôîðìó Êðàóñà 27. Åñëè æå Cα,β - íå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ,
òî ó íåå ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå îòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Òîãäà
àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî Λ = Λ1 − Λ2, ïðè ýòîì Λ1,2-â ôîðìå Êðàóñà.
Òàê ÷òî â òàêîì ñëó÷àå, ïî âñåé âèäèìîñòè, Λ íå ïîëó÷èòñÿ ïðåäñòàâèòü
â ôîðìå Êðàóñà, è Λ íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíûì. Ïî-
ëó÷àåòñÿ, Λ â âèäå Λ[X] =

∑
αCαβW

†
αXWβ - ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Cα,β - ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ.
Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðèìåíèòü ê ðàçëîæåíèþ 16. Ïî

âñåé âèäèìîñòè, η(i) ≥ 0 ∀i ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ðàçëîæåíèå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ôîðìå Êðàóñà, è òîãäà äëÿ ðàçëîæåíèÿ 16 ïîëíàÿ ïîëî-
æèòåëüíîñòü g ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî âñå η(i) ≥ 0.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû. Íàïðèìåð,

T2:

[
a b
c d

]
7→
[
a c
b d

]
Ïîëîæèòåëüíîñòü ýðìèòîâîé ìàòðèöû ðàâíîñèëü-

íà òîìó, ÷òî âñå åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà íåîòðèöàòåëüíû. Òðàíñïîíèðîâà-
íèå íå ìåíÿåò ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Ïîýòîìó íåîòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå
÷èñëà îñòàíóòñÿ òåìè æå, à çíà÷èò ïîëîæèòåëüíàÿ ìàòðèöà ïåðåéäåò â
ïîëîæèòåëüíóþ.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî òðàíñïîíèðîâàíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ ïîëî-
æèòåëüíûì. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé è ïðîâåðèì òîëüêî ïðåîáðàçîâàíèå
Tn⊗idn. Ïðåäúÿâèì òàêóþ ìàòðèöó, êîòîðàÿ ïåðåõîäèò â íå ïîëîæèòåëü-
íóþ ìàòðèöó:

P
(n)
+ = |ψ(n)

+ 〉 〈ψ
(n)
+ | (28)

|ψ(n)
+ 〉 =

1√
n

n∑
j=1

|j〉 ⊗ |j〉 (29)

P
(n)
+ =

1

n

n∑
j,k=1

|j〉 〈k| ⊗ |j〉 〈k| (30)

Tn ⊗ idn[P
(n)
+ ] =

1

n

n∑
j,k=1

|k〉 〈j| ⊗ |j〉 〈k| (31)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, óìíîæåííàÿ íà n, - îïåðàòîð ïåðå-
ñòàíîâêè V : V (|ψ〉 ⊗ |φ〉) = |φ〉 ⊗ |ψ〉. Ïîýòîìó îïåðàòîð èç ðàâåíñòâà 31
èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå −1 ñ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì
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1√
2(1−|〈φ|ψ〉|2)

(|φ〉 ⊗ |ψ〉 − |ψ〉 ⊗ |φ〉). À çíà÷èò Tn ⊗ idn - íå ïîëîæèòåëüíî,
Tn - íå ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíî.

Òàê êàê òðàíñïîíèðîâàíèå ñâÿçàíî ñ îòðàæåíèåì âðåìåíè, òî èç îò-
ñóòñòâèÿ ïîëíîé ïîëîæèòåëüíîñòè â íåêîòîðîì ñìûñëå âûòåêàåò, ÷òî îò-
ðàæåíèå âðåìåíè íåëüçÿ ïðèìåíÿòü òîëüêî ê ïîäñèñòåìàì, à åñëè ïðèìå-
íÿòü, òî ê ñèñòåìå â öåëîì. (Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå
ñèñòåìû âèäà S+Y , ãäå Y ïðîèçâîëüíîé öåëîé ðàçìåðíîñòè, ôèçè÷åñêè
äîëæíû ñóùåñòâîâàòü. È òîãäà ïîñëå ïðèìåíåíèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ê
S íå ìîæåò òàê ïîëó÷èòüñÿ, ÷òî âñå áóäåò â ïîðÿäêå ñî âñåìè ñèñòåìàìè
âèäà S + Y .)

Ïðèìå÷àíèå. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ýðìèòîâûõ ìàòðèö è ñîñòîÿíèé
M2. Ýòî ìàòðèöû 2 × 2, èõ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó èç åäèíè÷íîé
ìàòðèöû σ0 è òðåõ ìàòðèö Ïàóëè σi:

X =
3∑

µ=0

Xµσµ (32)

Òàê êàê σiσj = iεijkσk + δijσ0, òî Xµ = 1
2

Tr(Xσµ).

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå

Z[X] =
1

2
(σ0Xσ0 + σ1Xσ1 − σ2Xσ2 + σ3Xσ3) (33)

Ïîäñòàâèâ â ýòî âûðàæåíèå ðàçëîæåíèå 32 è âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâà-
ìè ìàòðèö Ïàóëè, ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

Z[X] = X0σ0 +X1σ1 −X2σ2 +X3σ3 (34)

Åñëè ïîäåéñòâàòü íà ðàçëîæåíèå 32 îïåðàöèåé òðàíñïîíèðîâàíèÿ, òî
âèäíî, ÷òî òîëüêî σ2 èçìåíèò çíàê, è ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî 33 - åùå îäíà
ôîðìà çàïèñè îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Ïðèìå÷àíèå. Äëÿ ðàçëîæåíèÿ Λ[X] =
∑

αCαβW
†
αXWβ ðàíåå ìû ïîêàçû-

âàëè, ÷òî ïîëíàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü Λ[X] ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî ìàòðèöà
Cαβ - ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. Òåïåðü â ñëó÷àå M2 ìîæíî ìàòðèöû
Wα ðàçëîæèòü ïî ìàòðèöàì Ïàóëè, è òîãäà Λ[X] ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

Λ[X] =
∑

α C̃αβσαXσβ. È ïîëíàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü Λ[X] áóäåò ðàâíî-

ñèëüíà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè C̃αβ.

Ñ ïîìîùüþ P
(n)
+ 28 íàì óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî òðàíñïîíèðîâàíèå - íå

ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíî, ò.å. P
(n)
+ áûëî ïðèìåðîì òàêîãî ñîñòîÿíèÿ, êî-

òîðîå Tn ⊗ idn ïåðåâîäèò â íåôèçè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, íå ïîëîæèòåëüíîå.
Òîãäà íàì ïðèøëîñü ðàññìîòðåòü àíòèñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå

1√
2(1−|〈φ|ψ〉|2)

(|φ〉 ⊗ |ψ〉 − |ψ〉 ⊗ |φ〉), ÷òîáû óâèäåòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñîá-

ñòâåííûì âåêòîðîì ñ îòðèöàòåëüíûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì.
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Òåîðåìà 1. Ïîëîæèòåëüíîñòü Λ : Mn 7→Mn ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ

〈ψ ⊗ φ|Λ⊗ idn[P
(n)
+ ]|ψ ⊗ φ〉 ≥ 0 ∀ψ, φ (35)

Ïîëíàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü Λ : Mn 7→Mn ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ

〈Ψ|Λ⊗ idn[P
(n)
+ ]|Ψ〉 ≥ 0 ∀Ψ (36)

|Ψ〉 âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå âåêòîðà âèäà |ψ ⊗ φ〉, à òàêæå âñå èõ ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè.

Ò.å. åñëè áû, ðàññìàòðèâàÿ òðàíñïîíèðîâàíèå, ìû ïåðåáèðàëè áû âñå
ôàêòîðèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ, òî íå íàøëè áû íè îäíîãî, êîòîðîå áûëî
áû ñîáñòâåííûì âåêòîðîì Λ ⊗ idn[P

(n)
+ ] ñ îòðèöàòåëüíûì ñîáñòâåííûì

÷èñëîì. Ïåðåáèðàÿ äàëåå óæå íå ôàêòîðèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ, ìû áû
óâèäåëè, ÷òî êàêîå-òî èç íèõ íàðóøèò íåðàâåíñòâî èç 36, ò.ê. òðàíñïî-
íèðîâàíèå íå ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíî. (Ýòî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ äëÿ ñîá-

ñòâåííîãî âåêòîðà Λ⊗ idn[P
(n)
+ ], à ìîæåò è äëÿ êàêîãî-òî äðóãîãî.)

8 Çàïóòàííîñòü

Ðàññìîòðèì äëÿ íà÷àëà ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ, èõ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå âåê-
òîðîâ ñîñòîÿíèÿ (à íå ìàòðèö ïëîòíîñòè).

Ïóñòü åñòü äâà íåçàâèñèìûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ ñî-
ñòîÿíèÿ. Áàçèñû â ïåðâîì è âòîðîì ïðîñòðàíñòâàõ ñîîòâåòñòâåííî {|ψi〉}
è {|φj〉}. Âåêòîð èç ïåðâîãî ïðîñòðàíñòâà â îáùåì ñëó÷àå èìååò âèä
|ψ〉 =

∑n
i=1 ai |ψi〉, âåêòîð èç âòîðîãî ïðîñòðàíñòâà |φ〉 =

∑m
j=1 bj |φj〉.

Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, ÿâëÿþùååñÿ òåíçîðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ èç ïåðâîãî ïðîñòðàíñòâà è âåêòîðà ñîñòî-
ÿíèÿ èç âòîðîãî ïðîñòðàíñòâà:

|ψ ⊗ φ〉 =
∑
i=1...n
j=1...m

aibj |ψi ⊗ φj〉 (37)

Ýòî òàê íàçûâàåìîå ñåïàðàáåëüíîå ñîñòîÿíèå. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñè-
ñòåìà 1 áóäåò â ñîñòîÿíèè |ψi〉, à ñèñòåìà 2 â ñîñòîÿíèè |φj〉, ðàâíà
(aibj)(aibj)

∗ = (aia
∗
i )(bjb

∗
j), ò.å. ñåïàðàáåëüíîå ñîñòîÿíèå - òàêîå ñîñòîÿíèå

îáùåé ñèñòåìû 1+2, ïðè êîòîðîì ïîäñèñòåìû 1 è 2 àáñîëþòíî íåçàâèñè-
ìû.

Â ïðîñòðàíñòâå n ⊗ m ïîìèìî ñîñòîÿíèé âûøåîïèñàííîãî âèäà ñó-
ùåñòâóþò è äðóãèå ñîñòîÿíèÿ, íå ïðåäñòàâèìûå â òàêîì âèäå. Ýòî çàïó-
òàííûå ñîñòîÿíèÿ. Ñàìûé îáùèé âèä ñîñòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå n ⊗ m:
|Φ〉 =

∑
i=1...n
j=1...m

Φij |ψi ⊗ φj〉.
Òåïåðü îáîáùèì ïîíÿòèå ñåïàðàáåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ äî ìàòðèö ïëîò-

íîñòè (îçíà÷àåò íåêîòîðîå íàñëîåíèå ñîñòîÿíèé, ñóïåðïîçèöèÿ ñîñòîÿíèé
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ñ êëàññè÷åñêèìè âåðîÿòíîñòÿìè). Ò.å. ÷èñòîå ñîñòîÿíèå îáîáùèì äî ñìå-
øàííîãî.

|ψ ⊗ φ〉 ⇔ |ψ〉 〈ψ| ⊗ |φ〉 〈φ| → ρ1 ⊗ ρ2 →
∑
ij

λijρ
1
i ⊗ ρ2

j = ρS1+S2 (38)

Ýòî îáùèé âèä ñåïàðàáåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. λij èìåþò ñìûñë âåðîÿòíî-
ñòåé, ïîýòîìó λij ≥ 0. Èç Tr[ρS1+S2 ] = 1 ñëåäóåò, ÷òî

∑
λij = 1.

Âñå òå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â òàêîì âèäå, íàçûâà-
þòñÿ çàïóòàííûìè.

Òåîðåìà 1. ρS+S - çàïóòàííîå, åñëè Tn⊗ idn[ρS+S] - íå ïîëîæèòåëüíàÿ
ìàòðèöà.

Òåîðåìà 1. Åñëè ρS+S - çàïóòàííîå, òî ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå
ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Λ : Mn 7→ Mn òàêîå, ÷òî Λ ⊗ idn[ρS+S] - íå
ïîëîæèòåëüíàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäåéñòâóåì ïîëîæèòåëüíûì Λ⊗idn íà ñåïàðàáåëüíîå
ñîñòîÿíèå:

R ≡ Λ⊗ idn[
∑
ij

λijρ
1
i ⊗ ρ2

j ] =
∑
ij

λijΛ[ρ1
i ]⊗ ρ2

j (39)

Ò.ê. ∀ |Ψ〉 ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó èç ôàêòîðèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé
{|ψ ⊗ φ〉}, òî èç ïîëîæèòåëüíîñòè Λ[ρ1

i ] è ρ
2
j ñëåäóåò, ÷òî 〈Ψ|R|Ψ〉 ≥ 0 ∀ |Ψ〉.

Çíà÷èò, åñëè âäðóã Λ⊗idn[ρS+S] - íå ïîëîæèòåëüíàÿ ìàòðèöà, òî íå ìîãëî
áûòü òàê, ÷òî ρS+S - ñåïàðàáåëüíîå, çíà÷èò îíî çàïóòàííîå.

Ò.å. òðàíñïîíèðîâàíèå ìîæåò îáíàðóæèòü �ïëîõîå� (çàïóòàííîå) ñî-
ñòîÿíèå, íî ìîæåò è íå îáíàðóæèòü. Íî åñëè ñîñòîÿíèå �ïëîõîå�, òî â
ëþáîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ Λ, êîòîðàÿ ðàñêðîåò òî, ÷òî îíî �ïëîõîå�.

Íî â ñëó÷àå ñèñòåì ðàçìåðíîñòè 2 è íåêîòîðîì ñëó÷àå ðàçíûõ ðàç-
ìåðíîñòåé (2 è 3) ñèòóàöèÿ óïðîùàåòñÿ:

Òåîðåìà 1. Åñëè ïåðâàÿ ñèñòåìà (S1) ðàçìåðíîñòè 2, à âòîðàÿ (S2)
ðàçìåðíîñòè 2 èëè 3, òî çàïóòàííîñòü ρS1+S2 ðàâíîñèëüíà íå ïîëîæè-
òåëüíîñòè ìàòðèöû Tn ⊗ idn[ρS1+S2 ].

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ïëîòíîñòè âèäà

ρF = α1n ⊗ 1n + βV (40)

V =
n∑

j,k=1

|k〉 〈j| ⊗ |j〉 〈k| (41)

V - îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè (=(31)·n), α, β ∈ R. Óçíàåì, êîãäà ρF âûðà-
æàåò çàïóòàííîå ñîñòîÿíèå.
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Ñðåäíåå çíà÷åíèå V : F ≡ Tr(ρFV ).
Åñëè áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ n × n (|Ψ〉) âûáðàòü ñîñòîÿùèì

èç ôàêòîðèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé, òî òîãäà, ò.ê. V (|ψ〉⊗ |φ〉) = |φ〉⊗ |ψ〉, òî
V 2 |Ψ〉 = |Ψ〉 ∀ |Ψ〉.

Ïîýòîìó F = αTr(V ) + β Tr(1n ⊗ 1n) = αn+ βn2.
Íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ V :

V
∑

dkj |k〉 ⊗ |j〉 =
∑

dkj |j〉 ⊗ |k〉 = c
∑

dkj |k〉 ⊗ |j〉 (42)

dkj = cdjk = c2dkj, c = ±1 (43)

Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρF : α ± β ≥ 0 (⇔ −α ≤ β ≤ α). Ýòî
óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè. Ýðìèòîâîñòü î÷åâèäíà.
Tr(ρF ) = αn2 + βn = 1.

Èç âñåõ ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷èì

ρF =
n− F

n(n2 − 1)
1n ⊗ 1n +

nF − 1

n(n2 − 1)
V, −1 ≤ F ≤ 1 (44)

Ýòî ñîñòîÿíèÿ Âåðíåðà.
Ïîïðîáóåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé è ïîäåéñòâîâàòü íà ρF îïåðà-

òîðîì Tn⊗ idn. Âñå òå F , ïðè êîòîðûõ ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà îêàæåòñÿ íå
ïîëîæèòåëüíîé, áóäóò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î ñîîòâåòñòâóþùåì çàïóòàí-
íîì ρF .

Èç ðàâåíñòâ 31 è 41 âèäèì, ÷òî Tn ⊗ idn[V ] = nP
(n)
+ , ïîýòîìó

Tn ⊗ idn[ρF ] =
n− F

n(n2 − 1)
1n ⊗ 1n +

nF − 1

(n2 − 1)
P

(n)
+ (45)

Òàê êàê P
(n)
+ - ïðîåêòîð, òî åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 1 (íåâûðîæäåí-

íîå) è 0 (n2−1 âûðîæäåííîå), òîãäà ó Tn⊗ idn[ρF ] ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
F
n
è n−F
n(n2−1)

. Âòîðîå ïîëîæèòåëüíî ïðè ëþáîì F , ïåðâîå æå îòðèöàòåëüíî
ïðè F < 0. Ïîýòîìó ïðè F < 0 ρF - çàïóòàííîå. Ïî òåîðåìå ïðè F ≥ 0 ïðî
çàïóòàííîñòü ρF ìû íè÷åãî ñêàçàòü íå ìîæåì, íî èçâåñòíî, ÷òî âñå-òàêè
âåðíî, ÷òî ïðè F ≥ 0 ρF - îáÿçàòåëüíî ñåïàðàáåëüíîå. Ïîýòîìó íàõîæäå-
íèå çíàêà F - õîðîøèé èíäèêàòîð çàïóòàííîñòè ñîñòîÿíèé Âåðíåðà äëÿ
ëþáîé ðàçìåðíîñòè n.

Â ñëó÷àå äâóõ ñèñòåì, êàæäàÿ ðàçìåðíîñòè 2, ïîìèìî ïðîñòîãî ñïîñî-
áà îïðåäåëåíèÿ çàïóòàííîñòè ÷åðåç T2⊗ id2 ñóùåñòâóåò è äðóãîé ñïîñîá:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü S - ñèñòåìà ðàçìåðíîñòè 2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
S + S ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ρS+S. Âû÷èñëèì ñëåäóþùóþ ìàòðèöó:

R ≡ ρS+S(σ2 ⊗ σ2)ρ∗S+S(σ2 ⊗ σ2) (46)

Åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà íåîòðèöàòåëüíû äëÿ ëþáîé ρS+S, çà Ri îáîçíà÷èì
êîðíè èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ.
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Òîãäà çàïóòàííîñòü ρS+S ðàâíîñèëüíà íåðàâåíñòâó

C(ρS+S) ≡ max (R1 −R2 −R3 −R4, 0) > 0 (47)

Ïðèìåð. Ïðèìåíèì ýòîò êðèòåðèé ê ñîñòîÿíèÿì Âåðíåðà (ðàçìåðíîñòè
2).

V =
2∑

j,k=1

|k〉 〈j| ⊗ |j〉 〈k| =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 (48)

Èç 44 ïîëó÷èì òîãäà

ρF =
1

6


1 + F 0 0 0

0 2− F 2F − 1 0
0 2F − 1 2− F 0
0 0 0 1 + F

 ,−1 ≤ F ≤ 1 (49)

Ïîñ÷èòàâ R (46), íàéäåì Ri:
1+F

6
(3) è 1−F

2
(1). Òîãäà

F ≥ 1

2
⇔ 1 + F

6
≥ 1− F

2
⇒ C(ρS+S) = −1− F

2
− 1 + F

6
=
F − 2

3
(50)

F <
1

2
⇔ 1 + F

6
<

1− F
2
⇒ C(ρS+S) =

1− F
2
− 3

1 + F

6
= −F (51)

Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå ρF - çàïóòàíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
F < 0. Ïðè F ≥ 0 ρF - ñåïàðàáåëüíàÿ.

9 Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû S

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñòü ñèñòåìà S è ñðåäà E. Âìåñòå îíè îáðàçóþò çà-
êðûòóþ ñèñòåìó, ýâîëþöèîíèðóþùóþ óíèòàðíî (êàê îïèñàíî â îäíîé
ãëàâ ðàíüøå) ñ ãàìèëüòîíèàíîì H = HS + HE + λH ′, ãäå HS è HE -
ñâîáîäíûå ãàìèëüòîíèàíû ñèñòåì S è E, à H ′ - ãàìèëüòîíèàí âçàèìî-
äåéñòâèÿ, λ - ìàëåíüêîå, ÷òî âûðàæàåò ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó S
è E.

Ïóñòü ñèñòåìà S +E îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ρS+E. Íàéäåì
�ðåäóöèðîâàííóþ� ìàòðèöó ïëîòíîñòè ñèñòåìû S, òó, ñ ïîìîùüþ êîòî-
ðîé ìîæíî íàõîäèòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ M ⊗ idE, äåéñòâó-
þùèõ èñêëþ÷èòåëüíî òîëüêî â ñèñòåìå S, à â E äåéñòâóþùèå òîæäå-
ñòâåííî. Ñðåäíåå çíà÷åíèå òàêîãî îïåðàòîðà ðàâíî Tr(ρS+E(M ⊗ idE)) =
Tr(S)(ρSM), ãäå ρS = TrE ρS+E =

∑
j 〈ψEj |ρS+E|ψEj 〉, {|ψEj 〉} - îðòîíîðìè-

ðîâàííûé áàçèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå E. Èç ñâîéñòâ ρS+E ñëåäóåò, ÷òî ïî-
ëó÷åííàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ìàòðèöû ïëîò-
íîñòè.
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Òàêèì îáðàçîì,

ρS(t) = TrE(ρS+E(t)) = TrE(US+E
t [ρS+E(0)]) ≡ Gt[ρS(0)] (52)

Òàê êàê äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñâîéñòâà èìåííî ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ρS(0), òî çàìåòèì, ÷òî â 52,
åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ρS+E(0) = ρS(0) ⊗ ρE(0), òî îïåðàöèÿ Gt[ρS(0)]
áóäåò ëèíåéíîé. US+E

t = etLS+E , à LS+E - îïåðàöèÿ êîììóòèðîâàíèÿ ñ ãà-
ìèëüòîíèàíîì. ßñíî, ÷òî êîììóòèðîâàíèå ñ HS è HE - ëèíåéíî ïî ρS(0).
Åñëè H ′ ôàêòîðèçóåòñÿ, òî âèäíî, ÷òî åñòü ëèíåéíîñòü è ïî îïåðàöèè
êîììóòèðîâàíèÿ ñ íèì.

Òàê ÷òî äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ρS+E(0) =
ρS(0)⊗ ρE(0), ÷òî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå êàêèõ-ëèáî êîððåëÿöèé â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè. Íî, òåì íå ìåíåå, ñèñòåìû S è E êâàíòîâî çàïóòàíû
è ðàçâèâàþòñÿ ñîâìåñòíî.

Åñëè ðàçëîæèòü ρE(0): ρE(0) =
∑

k r
E
k |rEk 〉 〈rEk |

(ρE(0) |rEk 〉 = rEk |rEk 〉 , rEk ≥ 0), òî

ρS(t) = TrE(US+E
t ρS(0)⊗ρE(0)US+E

−t ) =
∑
j,k

rEk 〈rEj |US+E
t |rEk 〉 ρS(0) 〈rEk |US+E

−t |rEj 〉

(53)
Åñëè îáîçíà÷èòü να(t) ≡

√
rEk 〈rEj |U

S+E
t |rEk 〉, òî

Gt[ρS(0)] = ρS(t) =
∑
α

να(t)ρS(0)ν†α(t) (54)

α - èíäåêñ äâîéíîãî ñóììèðîâàíèÿ.
×òîáû ïåðåéòè îò ýâîëþöèè Øðåäèíãåðà ê ýâîëþöèè Ãåéçåíáåðãà,

ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

Tr(Ut[ρ]X) = Tr(XU∗t [ρ]) (55)

Òîãäà ìîæíî íàïèñàòü, êàê âûãëÿäèò äóàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ýðìè-
òîâûõ ìàòðèö:

G∗t [X(0)] = X(t) =
∑
α

ν†α(t)X(0)να(t) (56)

Ñâîéñòâî G∗t [1n] = 1n íàçûâàåòñÿ óíèòàëüíîñòüþ. Åãî ìîæíî èíà÷å
çàïèñàòü

∑
α ν
†
α(t)να(t) = 1n, è ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî Tr ρS(t) = 1.

Èç âèäà Gt,G∗t ÿñíî, ÷òî òàêèå ýâîëþöèè ÿâëÿþòñÿ ïîëíîñòüþ ïîëî-
æèòåëüíûìè. Ìåõàíèçì ðåäóêöèè âîëíîâîãî ïàêåòà, îïèñàííûé âûøå,
òàêæå èìååò òàêîé âèä (Êðàóñà), à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ ïîëîæè-
òåëüíûì.
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10 Äðóãîé ïîäõîä ê ðàññìîòðåíèþ ýâîëþöèè
ñèñòåìû S

Ìû óæå íàøëè âûðàæåíèå äëÿ ýâîëþöèè ρS(t) (ñì. âûðàæåíèÿ 53 è 54).
Íî â íèõ ýâîëþöèÿ S êàê áû ïðîèñõîäèò âìåñòå ñ E, è â îáùåì ñëó÷àå
Gt ◦Gt 6= Gt+s. Ìû æå çäåñü õîòèì ïðåäïîëîæèòü γt ◦ γs = γt+s (îáîçíà-
÷èì ðåøåíèå çà γt: γt[ρS(0)] = ρS(t)). Òîãäà ýòî óñëîâèå òîãî, ÷òî ïðå-
îáðàçîâàíèå âî âðåìåíè îáðàçóåò ïîëóãðóïïó (íå ãðóïïó, ò.ê. çàìûñëèì
âûïîëíåíèå ýòî ðàâåíñòâà òîëüêî â ñòîðîíó ïîëîæèòåëüíîãî âðåìåíè).
Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî òèïè÷íîå âðåìÿ êîððåëÿöèè ñðåäû E ãî-
ðàçäî ìåíüøå âðåìåíè êîððåëÿöèè ñèñòåìû S. Ò.å. ñðåäà ìåíÿåòñÿ î÷åíü
áûñòðî, è òîãäà ýâîëþöèÿ ñèñòåìû S ïðîèñõîäèò êàê áû íåçàâèñèìî îò
E, ðàçâèâàÿñü ñâîáîäíî, à åå E íåìíîãî ïîäïðàâëÿåò, è ïðè ýòîì âñå åùå
γt ◦ γs = γt+s (ïîñëå äîáàâëåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ; äëÿ óíèòàðíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ (ñâîáîäíîé ýâîëþöèè S) óñëîâèå γt ◦ γs = γt+s âûïîëíåíî, ò.ê.
îíî èìååò âèä ρ(t) = e−iHtρ(0)eiHt).

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ γt ïî âðåìåíè, òî-
ãäà ðåøåíèå îáÿçàíî ïðåäñòàâëÿòüñÿ â âèäå γt = etL, è ãåíåðàòîð L îáÿçàí
ñóùåñòâîâàòü.

Ñëåäóþùóþ òåîðåìó ñôîðìóëèðóåì â ïðåäñòàâëåíèè Ãåéçåíáåðãà, íî
ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ 55 âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè îáðàòíî ê Øðåäèíãå-
ðó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü γ∗t : Mn 7→ Mn, t ≥ 0 - íåïðåðûâíàÿ âî âðåìåíè
ïîëóãðóïïà óíèòàëüíûõ (γ∗t [1n] = 1n) ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùèõ ýð-
ìèòîâû ìàòðèöû â ýðìèòîâû. Òîãäà γt èìååò âèä γt = et(L

∗
H+D∗), ïðè

ýòîì
L∗H [X] = i[H,X] (57)

D∗[X] =
n2−1∑
i,j=1

Cij(FiXF
†
j −

1

2
{FiF †j , X}) (58)

Cij - ìàòðèöà Êîññàêîâñêè, ýðìèòîâà. H - ýðìèòîâ. Fn2 = 1n/
√
n,

Tr(F †j Fk) = δjk, 0 ≤ j, k ≤ n2.

D∗ èìååò ñìûñë íåêîòîðîé ïîïðàâêè, çàêëþ÷àåò â ñåáå ýôôåêò äèññè-
ïàöèè, ïðè êîòîðîé ñèñòåìà S îòäàåò ýíåðãèþ â ñðåäó, è ýôôåêò øóìà,
äåêîãåðåíöèè, ïðè êîòîðîì ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ S ïåðåõîäÿò â ñìåøàííûå;
êàêîå áû íè áûëî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû S, âñå îíè ñòðåìÿòñÿ ê
íåêîòîðîìó óñðåäíåíèþ, îäíîìó îáùåìó ñðåäíåìó ñîñòîÿíèþ, òàê ÷òî
òåðÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ î íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè; ïðè ýòîì, ãðóáî ãîâîðÿ,
ñèñòåìà òåðÿåò ñâîè êâàíòîâûå ñâîéñòâà, îñòàþòñÿ òîëüêî êëàññè÷åñêèå
âåðîÿòíîñòè.

Òåïåðü íà ïðåîáðàçîâàíèå γt îñòàëîñü òîëüêî íàëîæèòü óñëîâèå ïî-
ëîæèòåëüíîñòè èëè ïîëíîé ïîëîæèòåëüíîñòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå âñå íå
î÷åíü ÿñíî, â âî âòîðîì âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
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Òåîðåìà 1. Ïîëóãðóïïà γt, t ≥ 0 ñîäåðæèò ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëü-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà Cij - ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåíííàÿ.

(Ýòà òåîðåìà âûðàæàåò î÷åâèäíóþ âûãîäó òðåáîâàòü âìåñòî ïîëîæè-
òåëüíîñòè ïîëíóþ ïîëîæèòåëüíîñòü.)

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ 55 ïîëó÷àåì äóàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, äåéñòâóþ-
ùåå íà ρ:

L[ρ] = −i[H, ρ] +
n2−1∑
i,j=1

Cij(F
†
j ρFi −

1

2
{FiF †j , ρ}) (59)

Âòîðîå ñëàãàåìîå âìåñòå ñ ñóììèðîâàíèåì ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü,
êàê øóì ñî ñòîðîíû ñðåäû íà ñèñòåìó S. Îíî èìååò âèä Êðàóñà, åñëè
ïðåîáðàçîâàíèå ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíî. Ïîõîæèé âèä èìååò îïåðàöèÿ
ðåäóêöèè âîëíîâîãî ïàêåòà. Îñòàëüíûå æå ñëàãàåìûå âìåñòå ñ ñóììè-
ðîâàíèåì âûðàæàþò ñîáîé ýâîëþöèþ ðàñïàäàþùåéñÿ (äèññèïèðóþùåé)
ñèñòåìû.

Åñëè âñïîìíèòü ãëàâó 4.2, òî òàì ó ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ñèììåòðèè ìàòðèö ïëîòíîñòè áûëè ñïåöèôè÷åñêèå ñîáñòâåííûå
÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðà, òàê ÷òî ïîñëåäíèå íå áûëè èç êëàññà ìàò-
ðèö ïëîòíîñòè. È òàì áûëî äâà òèïà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë â îêðåñòíîñòè I:
η(1) (îäíî) è η(α) ((d2− 1) øòóê). È, ïîëó÷àåòñÿ, ïåðâîå çàêëþ÷àåò â ñåáå
ñâîéñòâà ðàñïàäàþùåéñÿ ñèñòåìû, âòîðûå - øóì îò ñðåäû.

Â ñëó÷àå êîìïàêòíûõ ãðóïï (4.3), ïîëó÷àåòñÿ, åñòü øóì èç ñðåäû, íî
íåò ðàñïàäà ñèñòåìû.

Â ðàâåíñòâå 18 ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ñ ñóììîé ñ ∆(α)(n) (øóì) ñâÿçàíà
èìåííî àíòèýðìèòîâà ÷àñòü τ , à îíà îçíà÷àåò äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà
ñèñòåìû, îòäåëåííûå îò åå ñâîáîäíîé ýâîëþöèè (òàê êàê âñÿ ñâîáîäíàÿ
ýâîëþöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â êîììóòàòîðå ñ T (ýðìèòîâîé ÷àñòè τ), ïîçäíåå
H).

Ïðåîáðàçîâàíèå ρ(t) = γt[ρ(0)] = et(LH+D)[ρ(0)] ìîæíî èíà÷å ïåðåïè-
ñàòü, êàê

∂tρ(t) = (LH + D)[ρ(t)] (60)

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó S ðàçìåðíîñòè 2. Çäåñü ïîëîæèòåëüíîñòü
ïðîâåðèòü ïðîñòî: íóæíî òîëüêî íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ρ.

Fi, 1 ≤ i ≤ 3 ìîæíî âûáðàòü ðàâíûìè σi√
2
, òîãäà

L[ρ] = −i[H, ρ] +
n2−1∑
i,j=1

Cij(σ
†
jρσi −

1

2
{σiσ†j , ρ}) (61)

ñ íîâûìè Cij.
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Òåïåðü ρ ðàçëîæèì â ðÿä ïî ìàòðèöàì Ïàóëè, òàê îïðåäåëèì âåêòîð-
íîå ïðåäñòàâëåíèå ρ:

ρ =
1

2
(1n + ~ρ ~σ) =

1

2

[
1 + ρ3 ρ1 − iρ2

ρ1 + iρ2 1− ρ3

]
(62)

Íóëåâàÿ êîìïîíåíòà ~ρ - ρ0 äîëæíà îñòàâàòüñÿ ðàâíîé 1, ò.ê. Tr ρ = 1.
Åñëè íàéòè ó ýòîé ìàòðèöû 62 ñîáñòâåííûå ÷èñëà, òî îêàæåòñÿ, ÷òî

ïîëîæèòåëüíîñòü èõ ðàâíîñèëüíà det ρ = 1
4
(1−

∑3
j=1 ρ

2
j) ≥ 0.

Äëÿ ýðìèòîâîñòè ρ íåîáõîäèìî ρi ∈ R.
Òî, ÷òî ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì (ρ - ïðîåêòîð) ðàâíîñèëüíî òîìó,

÷òî ρ2 = ρ. Ïîýòîìó ïîñ÷èòàåì ρ2:

ρ2 =
1

2

[
1
2
(1 + (ρ2

1 + ρ2
2 + ρ2

3)) + ρ3 ρ1 − iρ2

ρ1 + iρ2
1
2
(1 + (ρ2

1 + ρ2
2 + ρ2

3))− ρ3

]
(63)

È òîãäà ρ2 = ρ⇔
∑3

j=1 ρ
2
j = 1. Â ýòîì ñëó÷àå det ρ = 0.

Óðàâíåíèå 60 ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

∂t |ρt〉 = −2(H +D) |ρt〉 (64)

çäåñü ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå |ρt〉 = (1, ρ1, ρ2, ρ3).
Åñëè ïðèíÿòü H = ωµσµ, ïîäñòàâèòü ðàçëîæåíèå ρ ÷åðåç ~ρ (62) â 60

è ñðàâíèòü ñ 64, òî íàéäåì

H =


0 0 0 0
0 0 ω3 −ω2

0 −ω3 0 ω1

0 ω2 −ω1 0

 (65)

Òàê ÷òî òåïåðü ìîæåì ïðèíÿòü ω0 = 0, îò ýòîãî íè÷åãî íå èçìåíèòñÿ.
Íàéäåì òåïåðü âèä ìàòðèöû D:

D =


0 0 0 0
u a b c
v b α β
w c β γ

 (66)

Ïåðâàÿ ñòðî÷êà ñîñòîèò èç íóëåé, ò.ê. ρ0 äîëæíî îñòàâàòüñÿ ðàâíûì 1
äëÿ ëþáîãî |ρt〉. Àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü íèæíåé ìàòðèöû 3 × 3 ìû
ïåðåêèíóëè â H (êàê íåêîòîðóþ ïîïðàâêó).

Íàéäåì óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ρ.

d det[ρ(t)]

dt
= −1

2

3∑
j=1

ρ̇jρj =
3∑
j=1

3∑
µ=0

ρj(Hjµ +Djµ)ρµ =
3∑
j=1

3∑
µ=0

ρjDjµρµ =

(67)
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=
3∑

i,j=1

Dijρiρj +
3∑
j=1

Dj0ρj ≥ 0 (68)

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì íåóáûâàíèå ýíòðîïèè. Òîãäà, íàïðèìåð, ñîñòî-
ÿíèå 12, èìåþùåå ìàêñèìàëüíóþ ýíòðîïèþ log 2, íå äîëæíî ìåíÿòüñÿ ñî
âðåìåíåì. Åìó ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð ~ρ = (1, 0, 0, 0), è òîãäà u = v = w = 0,
ò.å. Dj0 = 0, à çíà÷èò óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ìàòðèöû ρ:

3∑
i,j=1

Dijρiρj ≥ 0 (69)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

D(3) =

a b c
b α β
c β γ

 (70)

- ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ.
Ñðàâíèâ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (êàê â ñëó÷àå ñ LH è H) âûðàæåíèÿ

äëÿ D (èç 61) è D (66, ãäå ïî ïðåäïîëîæåíèþ î íåóáûâàíèè ýíòðîïèè
u = v = w = 0), ïîëó÷èì

D =


0 0 0 0
0 C22 + C33 −C12 −C13

0 −C12 C11 + C33 −C23

0 −C13 −C23 C11 + C22

 (71)

È òåïåðü ìîæíî íàéòè óñëîâèÿ íà a, b, c, α, β, γ, ïðè êîòîðûõ Cij - ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, è ýòî áóäóò óñëîâèÿ ïîëíîé ïîëîæèòåëüíîñòè
ïðåîáðàçîâàíèÿ ρ(t).

11 Ïåðåõîä îò óíèòàðíîé ýâîëþöèè S + E ê
ýâîëþöèè ñèñòåìû S

Çäåñü ñâåäåì óíèòàðíóþ ýâîëþöèþ S+E ê òîé ýâîëþöèè ñèñòåìû S, ÷òî
ìû ðàññìàòðèâàëè â ïðåäûäóùåé ãëàâå.

Óíèòàðíàÿ ýâîëþöèÿ S + E:

∂tρS+E(t) = LS+E[ρS+E(t)] (72)

LS+E[ρ] = −i[H, ρ], H = HS +HE + λH ′, LS+E = LS + LE + λL′.
Îïðåäåëèì ïðîåêöèè P è Q:

P [ρS+E(t)] = TrE(ρS+E(t))⊗ ρE ≡ ρS(t)⊗ ρE, Q ≡ 1S+E − P (73)

ãäå ρE - íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñðåäû E.
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Òåïåðü èç óðàâíåíèÿ 72 ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ:

∂tP [ρS+E(t)] = P ◦ LS+E ◦ P [ρS+E(t)] + P ◦ LS+E ◦Q[ρS+E(t)] (74)

∂tQ[ρS+E(t)] = Q ◦ LS+E ◦ P [ρS+E(t)] +Q ◦ LS+E ◦Q[ρS+E(t)] (75)

Íàéäåì Q[ρS+E(t)] èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ:

Q[ρS+E(t)] = etQ◦LS+E◦Q[Q[ρS+E(0)]]+

∫ t

0

ds e(t−s)Q◦LS+E◦Q◦Q◦LS+EP [ρS+E(s)]

(76)
Çàòåì ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρS+E(0) ôàêòîðèçóåòñÿ: ρS+E(0) = ρS(0) ⊗

ρE(0), òàê ÷òîQ[ρS+E(0)] = 0, è ïîñëå ýòîãî ïîäñòàâèì ðåøåíèåQ[ρS+E(t)]
â ïåðâîå óðàâíåíèå:

∂tρS(t)⊗ ρE = P ◦ LS+E[ρS(t)⊗ ρE]+ (77)

+

∫ t

0

ds P ◦ LS+E ◦Q ◦ e(t−s)Q◦LS+E◦Q ◦Q ◦ LS+E[ρS(s)⊗ ρE] (78)

ρE - íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñðåäû, ïóñòü îíî íå ðàçâèâàåòñÿ
ñ ïîìîùüþ ñâîáîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà:

LE[ρE] = −i[HE, ρE] = 0 (79)

È ïóñòü ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ôàêòîðèçóåòñÿ:

H̃ ′ = Vα ⊗ B̃α (80)

Vα äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå S, B̃α - â ïðîñòðàíñòâå E. Íî òåïåðü ââåäåì
íîâóþ Bα: Bα = B̃α − Tr(B̃αρE)1E, òàê ÷òî

Tr(BαρE) = 0 (81)

Bα îñòàâèì â H ′, à Tr(B̃αρE)1E ïåðåêèíåì â HS â êà÷åñòâå ïîïðàâêè:

Hλ
S = HS + λ

∑
α

Vα Tr(B̃αρE) (82)

H ′ =
∑
α

Vα ⊗Bα (83)

Óïðîùàÿ äàëåå óðàâíåíèå 77 (ïîäñòàâèâ LS+E = LS + LE + λL′) è
ïðèìåíÿÿ ê íåìó TrE, ïîëó÷èì

∂tρS(t) = LλS[ρS(t)] +λ2

∫ t

0

ds TrE(L′ ◦ e(t−s)Q◦LS+E◦Q ◦L′[ρS(s)⊗ρE]) (84)
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì HS+E âèäà

H =
Ω

2
σ3 ⊗ 1E + 1S ⊗

∑
k

ωka
†
kak + σ3 ⊗

∑
k

(λka
†
k + λkak) (85)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Ω
2
σ3: ±Ω

2
, òàê ÷òî Ω - ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâ-

íÿìè ýíåðãèè. Â êà÷åñòâå HE áåðåòñÿ íàáîð êâàíòîâûõ îñöèëëÿòîðîâ.
Äëÿ ak, a

†
k âûïîëíåíû êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ: [a†k, al] = δkl,

[a†k, a
†
l ] = [ak, al] = 0.

Ïåðåéäåì â ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ, òîãäà

H ′I(t) = ei(
Ω
2
σ3⊗1E+1S⊗

∑
l ωla

†
l al)tσ3⊗

∑
k

(λka
†
k+λkak)e

−i( Ω
2
σ3⊗1E+1S⊗

∑
m ωma

†
mam)t

(86)

ei
Ω
2
σ3⊗1E ñîêðàùàåòñÿ ñ e−i

Ω
2
σ3⊗1E , òàê êàê H âûáðàí òàê, ÷òî S-÷àñòü

ñâîáîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà êîììóòèðóåò ñ S-÷àñòüþ ãàìèëüòîíèàíà âçà-
èìîäåéñòâèÿ.

Â èòîãå

H ′I(t) =
∑
k

(λke
iωktσ3 ⊗ a†k + λke

−iωktσ3 ⊗ ak) (87)

Åñëè íàéäåì òåïåðü îïåðàòîð ýâîëþöèè:

UI(t0, t) = T e−i
∫ t
t0
dτH′I(t)

(88)

à çàòåì ðàññìîòðèì ôàêòîðèçîâàííîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå: ρS+E(t0) =

ρS(t0)⊗ ρE, ρE = e−βHE

Tr e−βHE
(β = 1

T
), òî ïîëó÷èì

ρ(t) = TrE(UI(t0, t)ρ(t0)⊗ ρEU †I (t0, t)) (89)

â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ.
Åñëè òåïåðü çàïèøåì ýòó ìàòðèöó â áàçèñå {|0〉 , |1〉}: σ3 |0〉 = − |0〉,

σ3 |1〉 = |1〉, òî ρij(t) = 〈i|ρ(t)|j〉 áóäåò

ρ(t) =

[
ρ00(t0) e−Γ(t0,t)ρ01(t0)

e−Γ(t0,t)ρ10(t0) ρ11(t0)

]
(90)

Γ(t0, t) = 4
∑
k

|λk|2

ω2
k

(1− cosωk(t− t0)) coth
βωk

2
(91)

Ïîëó÷èëîñü, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû íå ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì.
Ýòî ñâÿçàíî ñ òàêèì âûáîðîì H ′, ïðè êîòîðîì åãî S-÷àñòü êîììóòèðóåò
ñ S-÷àñòüþ ñâîáîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà.

Ïóñòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå áûëî ÷èñòûì, ò.å. åñëè ðàçëîæèòü åãî ïî
ìàòðèöàì Ïàóëè (ñì. 62), òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ρi áûëî âûïîëíåíî:
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ρ2
1 +ρ2

2 +ρ2
3 = 1. Òåïåðü æå, êîãäà íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû óìíîæèëèñü

íà e−Γ:
ρ1 7→ e−Γρ1; ρ2 7→ e−Γρ2; ρ3 7→ ρ3 (92)

Ïðè Γ > 0 ýòî ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå. Ò.ê. íå ïîëó÷èòñÿ, ÷òîáû ñðàçó äëÿ
âñåõ k áûëî cosωk(t − t0) = 1, òî ñîñòîÿíèå â ëþáîé ìîìåíò áóäåò ñìå-
øàííûì. Íî òî÷íî ëè Γ ñ òàêèì îñöèëëèðóþùèì ñëàãàåìûì îáåñïå÷èò
íåóáûâàíèå ýíòðîïèè?

Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ïîñ÷èòàåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû 90, ρ(0)
çàâèñèò îò ρ1, ρ2, ρ3 (ñì. 62):

λ =
1

2
(1±

√
ρ2

3 + e−2Γ(ρ2
1 + ρ2

2)) (93)

Îáîçíà÷èì R ≡
√
ρ2

3 + e−2Γ(ρ2
1 + ρ2

2). Òåïåðü íàéäåì ýíòðîïèþ:

S(ρ(t)) = −1

2
(1−R) log

1

2
(1−R)− 1

2
(1 +R) log

1

2
(1 +R) (94)

∂tS(ρ(t)) = (ρ2
1 + ρ2

2)e−2ΓΓ′
1

2R
(log

2

1−R
− log

2

1 +R
) (95)

Ò.ê. äëÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ρ: 0 ≤ R2 ≤ 1 (ñì. 92 è 62), òî è 0 ≤
R ≤ 1, è ïîñëåäíÿÿ ñêîáêà â óðàâíåíèè 95 íåîòðèöàòåëüíà. È çíà÷èò äëÿ
íåóáûâàíèÿ ýíòðîïèè äîëæíî áûòü Γ′ ≥ 0,

Γ′(t0, t) = 4
∑
k

|λk|2

ω2
k

(1 + ωk sinωk(t− t0)) coth
βωk

2
≥ 0 (96)

Íàïðèìåð, åñëè âñå ωk ≤ 1, ýòî àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî
t.

Âåðíåìñÿ îïÿòü ê ðàññìîòðåíèþ Γ(t0, t), 91. Çàìåíèì äèñêðåòíûå ωk
íà íåïðåðûâíûé ω (�òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë�), ïðèìåì λ(ω) ∼

√
ω,∑

k 7→
1

2π

∫∞
0
dω:

Γ(t0, t) =
2λ2

π

∫ ∞
0

dω
1− cosω(t− t0)

ω
coth

βω

2
e−εω ≡ Γ(t− t0) (97)

Çäåñü âñòàâëåíà e−εω, ÷òî îïðåäåëÿåò 1
ε
- õàðàêòåðíûé ìàñøòàá îáðåçàíèÿ

÷àñòîò (ε - ìàëà).
Òåïåðü ìîæíî ðàçäåëèòü Γ(t) íà äâà ñëàãàåìûõ, ïåðâîå

Γ0(t) ≡ 2λ2

π

∫ ∞
0

dω
1− cosω(t− t0)

ω
(coth

βω

2
− 1)e−εω =

λ2

π
ln (1 +

t

ε
) (98)

íå çàâèñÿùåå îò β (T ), - âàêóóìíîå ñëàãàåìîå, è âòîðîå Γβ(t) = Γ(t)− Γ0(t),
çàâèñÿùåå îò β (T ).
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Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå Γ(t) (97) íà ðàçíûõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ:
ïðè t� ε: Γ(t) ∼ λ2

π
( t
ε
)2. Çäåñü e−Γ åùå î÷åíü áëèçêî ê 1.

ïðè ε < t < β: Γ(t) ∼ 2λ2

π
ln t

ε
, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ïî áîëüøåé ÷àñòè âëèÿåò

âàêóóìíîå ñëàãàåìîå.
ïðè t � β: Γ(t) ∼ 2λ2

β
t, ýòî òîò ðåæèì, êîòîðûé ìû ïðåäïîëàãàëè äëÿ

òîãî, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî γt ◦ γs = γt+s. Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðíîå
âðåìÿ ðàñïàäà êîððåëÿöèé â ñðåäå β = 1

T
(�áûñòðîå èçìåíåíèå ñðåäû�)

ãîðàçäî ìåíüøå âðåìåíè ðàñïàäà êîððåëÿöèé â ñèñòåìå (S) t. Îí íàçû-
âàåòñÿ ðåæèìîì Ìàðêîâà.

12 Çàêëþ÷åíèå

Äàëåå ïðèáëèæåíèå t � β ìîæíî ïðèìåíèòü ê óðàâíåíèþ 84 è çàòåì
âñïîìíèòü òåîðåìû ãëàâû 10, èñïîëüçóþùèå γt ◦ γs = γt+s.

Òàêæå èíòåðåñíî ðàññìàòðèâàòü ðàçíûå HS+E è çàòåì èçó÷àòü óðàâ-
íåíèå ýâîëþöèè ρS (84). Ìîæíî îáñóæäàòü ñèñòåìó íåñêîëüêèõ ñèñòåì
S â ñðåäå E, êàêèì-ëèáî îáðàçîì âçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì.

Íàïðèìåð, ýòî ìîãóò áûòü íåâçàèìîäåéñòâóþùèå ñåé÷àñ Âñåëåííûå â
ìîäåëè Ìóëüòèâñåëåííîé. Èëè ïðîñòî àòîìû, êâàíòîâî èçîëèðîâàííûå,
ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèå ñî ñðåäîé. Ýòó òåîðèþ òàêæå ìîæíî ïðèìå-
íèòü ê êðèïòîãðàôèè è êâàíòîâîé èíôîðìàöèè, ò.ê. ìíîãî ïðîáëåì òàì
ñâÿçàíî ñ ïîòåðåé êîãåðåíöèè, êâàíòîâûõ ñâîéñòâ, èñïîëüçóåìûìè êâàí-
òîâûìè ñèñòåìàìè. Ìîæíî ïûòàòüñÿ ïîíÿòü, íàïðèìåð, êàêîâî áûëî èñ-
õîäíîå êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, åñëè åå ñîñòîÿíèå óæå â çíà÷èòåëü-
íîé ñòåïåíè ïîòåðÿëî êîãåðåíòíîñòü èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñðåäîé.

Åñëè ìû áóäåì õîðîøî ïîíèìàòü, êàê óñòðîåíû âçàèìîäåéñòâóþùèå
ñî ñðåäîé êâàíòîâûå ñèñòåìû, òî ìû áóäåì ïîíèìàòü ãîðàçäî áîëüøå
î ñâÿçè êâàíòîâîãî ìèðà è êëàññè÷åñêîãî, âåäü â ïðîöåññå èçìåðåíèÿ
êëàññè÷åñêèé ìèð âðûâàåòñÿ â êâàíòîâûé, ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñî ñðåäîé
ñèñòåìà òåðÿåò ñâîè êâàíòîâûå ñâîéñòâà è ïðèîáðåòàåò êëàññè÷åñêèå.
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