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Ââåäåíèå

Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî -ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ìîäåëèðóþò äè-

íàìèêó øèðîêîãî êëàññà ðåàëüíûõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ. Íàïðèìåð, çàäà-

÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè ýïèäåìèè ñ ó÷åòîì âàêöèíàöèè ïðèâîäèò ê ñèñòåìå

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì, ðàâíûì âðåìåíè äåéñòâèÿ

âàêöèíû. Ñâîéñòâà ðåøåíèé ïîäîáíûõ çàäà÷ îïðåäåëÿþòñÿ, â òîì ÷èñëå,

íàáîðîì òàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ âåëè÷èí, êàê ïåðåðåãóëèðîâàíèå, ñòåïåíü

çàòóõàíèÿ è âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Òàêèå êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòå-

ðèñòèêè äàþò âîçìîæíîñòü ñðàâíèâàòü ðåøåíèÿ, ñîñòàâëÿÿ òåì ñàìûì îñ-

íîâó çàäà÷ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìûõ, íàïðèìåð, â [1].

Ãëàâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ýòèõ ïàðàìåòðîâ íà îñíîâå

ïîäõîäà Ëÿïóíîâà �Êðàñîâñêîãî.

Äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàäà÷à ïî-

ñòàâëåíà è ðåøåíà Ëÿïóíîâûì â ìîíîãðàôèè [2] â 1892 ãîäó. Äëÿ áîëåå

ñëîæíûõ êëàññîâ óðàâíåíèé, â òîì ÷èñëå è äëÿ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþ-

ùèì àðãóìåíòîì, çàäà÷à ñòàâèòñÿ â ðàáîòàõ [3, 4, 7, 8]. Äëÿ åå ðåøåíèÿ

ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû, îáçîð êîòîðûõ ïðèâåäåí äàëåå.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ñôîðìóëèðîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà

çàäà÷è, ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì,

à òàêæå ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð ñóùåñòâóþùåé ëèòåðàòóðû íà èññëåäóå-

ìóþ òåìó. Îñíîâíàÿ ÷àñòü âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò

èç äâóõ ãëàâ, â êîòîðûõ ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå âñïîìîãàòåëüíûå òåîðå-

òè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, ïðåäñòàâëåíû ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è îïèñàíà ïðî-

ãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà â ñðåäå MATLAB, ðåøàþùåãî ïîñòàâëåí-

íóþ çàäà÷ó. Ðàáîòà ïðîãðàììû ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ÷èñëåííîì ïðèìåðå.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

ẋ(t) = Ax(t) +Bx(t− h), (1)

ãäå x ∈ Rn � âåêòîð, A,B ∈ Rn×n � êâàäðàòíûå ìàòðèöû, h > 0 �

íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå çàïàçäûâàíèå. Çàäàäèìñÿ, êðîìå òîãî, íåêîòî-

ðîé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé ϕ : [−h, 0]→ Rn. Ôóíêöèÿ

x(t, ϕ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ x(ϑ, ϕ) = ϕ(ϑ) äëÿ âñåõ ϑ ∈ [−h, 0] è

ñèñòåìå (1) ïðè t > t0, íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ñ çàäàííûìè

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ xt(ϑ, ϕ) = x(t + ϑ, ϕ), îïðåäåëåííàÿ ïðè

ϑ∈ [−h, 0] íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû (1) â ìîìåíò âðåìåíè t.

Îïðåäåëåíèå 2. Âåëè÷èíà x(t) íàçûâàåòñÿ ïîëîæåíèåì ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 3.Íàçîâåì êâàäðàòíóþ n×n ìàòðèöóK(t) ôóíäàìåí-

òàëüíîé ìàòðèöåé ñèñòåìû (1), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó óðàâ-

íåíèþ
d

dt
K(t) = K(t)A+K(t− h)B, t > 0,

è, êðîìå òîãî, K(t) = 0n×n äëÿ t < 0, K(0) = En×n. Çäåñü è â äàëüíåéøåì

E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Åâêëèäîâà ìåòðèêà è èíäóöèðîâàííàÿ åþ íîðìû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ

âåêòîðîâ è ìàòðèö. Ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé äîïîë-

íåíî ñëåäóþùåé íîðìîé

‖ϕ‖h = sup
ϑ∈[−h,0]

‖ϕ(ϑ)‖.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé-

÷èâîé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå γ > 1 è σ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé

íà÷àëüíîé ôóíêöèè ϕ ∈ PC([−h, 0],Rn) ïðè âñåõ t > 0 âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî

‖x(t, ϕ)‖ 6 γe−σt ‖ϕ‖h. (2)

4



Îïðåäåëåíèå 5. Ïîñòîÿííóþ γ > 1 íàçîâåì âåëè÷èíîé ïåðåðåãóëè-

ðîâàíèÿ, à σ > 0 � ñòåïåíüþ çàòóõàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6. Âðåìÿ T , íåîáõîäèìîå ñèñòåìå äëÿ ïîäàâëåíèÿ íà-

÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ ‖ϕ‖h äî çàäàííîé âåëè÷èíû áåçðàçëè÷èÿ ε > 0, íàçî-

âåì âðåìåíåì ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà.

Íåðàâåíñòâî (2) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ âðåìåíè

ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà T

T >
1

σ
ln

(
γ‖ϕ‖h
ε

)
. (3)

Â ïðèëîæåíèÿõ îáû÷íî èñïîëüçóþò çíà÷åíèå ε = 0, 05 ‖ϕ‖h.
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ïàðàìåòðîâ γ, σ è T , îñíîâû-

âàÿñü íà ïîäõîäå Ëÿïóíîâà �Êðàñîâñêîãî.

Èçâåñòíî[4], ÷òî òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü äëÿ ñòåïåíè çàòóõàíèÿ ìîæåò

áûòü íàéäåíà êàê σ = −max
k

Re(λk), ãäå λk � êîìïëåêñíûå êîðíè õàðàêòå-

ðåñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

det(λE − A−Be−λh) = 0,

îäíàêî ââèäó ñëîæíîñòè çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ êîðíåé â îáùåì ñëó÷àå òðàíñ-

öåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ äàííûé ïîäõîä íå ïðèîáðåë ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Êðî-

ìå òîãî, îí íå ïîçâîëÿåò îöåíèòü âåëè÷èíó ïåðåðåãóëèðîâàíèÿ γ.

Äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòàâëåííîé çàäà÷å ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå

ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ, â êà÷åñòâå íåèçâåñòíîé â êî-

òîðûõ èñïîëüçóåòñÿ íîðìà ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû. Îí ïîäðîáíî îïèñàí â [5].

Íàêîíåö, òðåòüÿ ãðóïïà ìåòîäîâ èñïîëüçóåò àïïàðàò ïðÿìîãî ìåòî-

äà Ëÿïóíîâà. Îíè áàçèðóþòñÿ ëèáî íà ïðèìåíåíèè êîíå÷íîìåðíûõ ôóíê-

öèé ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû � ôóíêöèÿõ Ëÿïóíîâà �Ðàçóìèõèíà [6], ëèáî íà

èñïîëüçîâàíèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé

ñèñòåìû � ôóíêöèîíàëàõ Ëÿïóíîâà �Êðàñîâñêîãî [7]. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ

ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ýòèõ ìåòîäîâ, ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì ñëåä-

ñòâèåì òåîðåìû Êðàñîâñêîãî îá óñòîé÷èâîñòè [7]. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëü-

çóþòñÿ ôóíêöèîíàëû ñ çàäàííîé ïðîèçâîäíîé, â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèîíàëû

ïîëíîãî òèïà, ïîäðîáíî îïèñàííûå â [8].

Äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

áåç çàïàçäûâàíèÿ àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ðàññìîòðåíà â ñòàòüå [9]. Ðåçóëüòàòû,

ïîëó÷åííûå äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ïðåäñòàâëåíû â [10].
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Ãëàâà 1. Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

1.1. Ôóíêöèîíàëû ïîëíîãî òèïà

Ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè � òåîðå-

ìó Êðàñîâñêîãî äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì.

Òåîðåìà 1[7]. Ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé,

åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë v :PC([−h, 0],Rn)→ R òàêîé, ÷òî âûïîë-

íÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ α1, α2 âûïîëíÿåòñÿ

α1‖ϕ(0)‖2 6 v(ϕ) 6 α2‖ϕ‖2h

2. Äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî β âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

d

dt
v(xt)

∣∣∣∣
(1)

6 −β‖x(t)‖2, t > 0,

âäîëü ðåøåíèé ñèñòåìû.

Äàííàÿ òåîðåìà èìååò íåñêîëüêî ïóòåé âîçìîæíîãî ïðèìåíåíèÿ. Ñ

îäíîé ñòîðîíû, ìîæíî âçÿòü ôóíêöèîíàë v(ϕ) äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà,

êîòîðûé çàâåäîìî óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óñëîâèþ òåîðåìû, íàéòè åãî ïðî-

èçâîäíóþ â ñèëó ñèñòåìû è èññëåäîâàòü åå îòðèöàòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòà çàäà÷à ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ óæå óïî-

ìÿíóòûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ, îäíàêî ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì äàí-

íîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âûáèðàåìûé ôóíêöèîíàë v(ϕ), ïî ñóòè, èç-

íà÷àëüíî íèêàê íå ñâÿçàí ñ ñèñòåìîé (1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ñòðîèòü v(ϕ) ïî åãî çàâåäîìî èçâåñòíîé

(è îòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííîé) ïðîèçâîäíîé. Ïî ïîñòðîåíèþ, ôóíêöèîíàë

ÿâíî ñâÿçàí ñ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìîé, ïîýòîìó ìîæåò áûòü èñïîëüçî-

âàí íå òîëüêî äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè, íî è ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû

(1). Â òî æå âðåìÿ, âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ (è, âîçìîæíî,ïîñòðîåíèÿ) êâàä-

ðàòè÷íûõ îöåíîê ñíèçó îñòàåòñÿ è â ýòîì ñëó÷àå ñåðüåçíîé ïðîáëåìîé.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë w0(x) â âèäå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñ çàäàí-

íîé ìàòðèöåéW : w0(x) = xTWx. Íàéäåì ôóíêöèîíàë v0(ϕ), îïðåäåëåííûé

íà ìíîæåñòâå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, òàêîé, ÷òî

d

dt
v0(xt) = −w0(x), t > 0.

Ïðåäïîëàãàÿ ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (1) è èñïîëüçóÿ ôîð-

ìóëó Êîøè [4], ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ èñêîìîãî ôóíêöèîíàëà:

v0(ϕ) = ϕT(0)U(0)ϕ(0) + 2ϕT(0)

∫ 0

−h
U(−h− θ)Bϕ(θ)dθ+

+

∫ 0

−h
ϕT(θ1)B

T

[∫ 0

−h
U(θ1 − θ2)Bϕ(θ2)dθ2

]
dθ1,

(4)

ãäå ìàòðèöó

U(τ) =

∫ ∞
0

KT(t)WK(t+ τ)dt

áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé Ëÿïóíîâà, àññîöèèðîâàííîé ñ ìàòðèöåéW . Ìàò-

ðèöà K(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (1).

Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèîíàë v0 óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó óñëîâèþ òåî-

ðåìû Êðàñîâñêîãî, åñëè ìàòðèöàW ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ïîêàçàíî â [11], ôóíêöèîíàë v0, âîîáùå ãîâîðÿ, íå

äîïóñêàåò êâàäðàòè÷íîé îöåíêè ñíèçó, íåîáõîäèìîé äëÿ âûïîëíåíèÿ ïåð-

âîãî óñëîâèÿ òåîðåìû 1, ïîýòîìó íåîáõîäèìà ñóùåñòâåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ

ôóíêöèîíàëà, âûáèðàåìîãî â êà÷åñòâå ïðîèçâîäíîé èñêîìîãî.

Äëÿ òðåõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö Wj, j = 0, 1, 2, îïðåäåëèì ôóíêöèî-

íàë ñëåäóþùåãî âèäà

w(ϕ) = ϕT(0)W0ϕ(0) + ϕT(−h)W1ϕ(−h) +

∫ 0

−h
ϕT(θ)W2ϕ(θ)dθ.

Êàê ïîêàçàíî â [8], ôóíêöèîíàë v(ϕ) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñëåäóþùåé ôîð-

ìóëîé

v(ϕ) = v0(ϕ) +

∫ 0

−h
ϕT(θ) [W1 + (h+ θ)W2]ϕ(θ)dθ, (5)

ãäå v0(ϕ) îáîçíà÷àåò ôóíêöèîíàë âèäà (4), ïîëó÷åííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìàòðèöû Ëÿïóíîâà, àññîöèèðîâàííîé ñ ìàòðèöåé W = W0 + W1 + hW2.

Âäîëü ðåøåíèé ñèñòåìû (1) v(ϕ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

d

dt
v(xt) = −w(xt), t > 0.
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Íàçîâåì ôóíêöèîíàë (5) ôóíêöèîíàëîì ïîëíîãî òèïà, åñëè ìàòðè-

öû Wj, j = 0, 1, 2, ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûìè. Êðîìå òîãî,

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Ëåììà 1. Ïóñòü ñèñòåìà (1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà. Äëÿ òðåõ

ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûõ ìàòðèö Wj, j = 0, 1, 2, ñóùåñòâóþò ïîëî-

æèòåëüíûå ïîñòîÿííûå β1, β2 òàêèå, ÷òî ôóíêöèîíàë ïîëíîãî òèïà, îïðå-

äåëÿåìûé ôîðìóëîé (5), äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ îöåíêó ñíèçó

β1‖ϕ(0)‖2 + β2

∫ 0

−h
‖ϕ(θ)‖2dθ 6 v(ϕ), ϕ ∈ PC([−h, 0],Rn). (6)

Ïîñòîÿííûå β1, β2 âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàòðèöà

Q(β1, β2) =

(
W0 0

0 W1

)
+ β1

(
A+ AT B

BT 0

)
+ β2

(
E 0

0 −E

)
îñòàâàëàñü ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé.

Îïðåäåëåíèå 7. Ñèñòåìà (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëÿïóíîâà, åñëè

ñïåêòð ñèñòåìû

Λ = {λ | det(λE − A−Be−λh) = 0}

íå ñîäåðæèò òàêîé òî÷êè λ0, ÷òî òî÷êà −λ0 òàêæå ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó.
Ëåììà 2. Ïóñòü ñèñòåìà (1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà è, êðî-

ìå òîãî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëÿïóíîâà. Äëÿ òðåõ ïîëîæèòåëüíî-

îïðåäåëåííûõ ìàòðèö Wj, j = 0, 1, 2, ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïî-

ñòîÿííûå δ1, δ2 òàêèå, ÷òî ôóíêöèîíàë ïîëíîãî òèïà, îïðåäåëÿåìûé ôîð-

ìóëîé (5), äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ îöåíêó ñâåðõó

v(ϕ) 6 δ1‖ϕ(0)‖2 + δ2

∫ 0

−h
‖ϕ(θ)‖2dθ, ϕ ∈ PC([−h, 0],Rn). (7)

Â âûðàæåíèè (7) δ1 = ‖U‖h(1 + h‖B‖), δ2 = δ1‖B‖+ (‖W1‖+ h‖W2‖).
Ïîëüçóÿñü îöåíêàìè (6) è (7), ïîëó÷èì óñëîâèå, êîòîðîìó óäîâëåòâî-

ðÿåò ôóíêöèîíàë ïîëíîãî òèïà

β1‖ϕ(0)‖2 6 v(ϕ) 6 (δ1 + hδ2)‖ϕ‖h. (8)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë ïîëíîãî òèïà (5) ïî ïîñòðîåíèþ óäîâëåòâî-

ðÿåò âòîðîìó óñëîâèþ òåîðåìû Êðàñîâñêîãî, à ëåììû 1,2 è ñëåäóþùåå èç

íèõ íåðàâåíñòâî (8) äîêàçûâàþò âûïîëíåíèå è ïåðâîãî óñëîâèÿ â ñëó÷àå,
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êîãäà èñõîäíàÿ ñèñòåìà ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà è óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ Ëÿïóíîâà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîäîáíûõ ôóíêöèîíàëîâ ñïðàâåäëèâ

áîëåå ñèëüíûé àíàëîã òåîðåìû Êðàñîâñêîãî.

Òåîðåìà 2. Ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë ïîëíîãî òèïà, óäî-

âëåòâîðÿþùèé äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ α1,α2 óñëîâèþ

α1‖ϕ(0)‖2 6 v(ϕ) 6 α2‖ϕ‖2h.

Êðîìå òîãî, ïîñòîÿííûå γ è σ, ó÷àñòâóþùèå â îïðåäåëåíèè ýêñïî-

íåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè (2), ïðè èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèîíàëîâ ïîëíîãî

òèïà ìîãóò áûòü âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì

γ >

√
δ1 + hδ2
β1

=

√
v(1 + bh)2 + h‖W1‖+h2‖W2‖

β1
, (9)

σ 6 max

{
λmin(W0)

2δ1
,
λmin(W2)

2δ2

}
=

= max

{
λmin(W0)

2v(1 + bh)
,

λmin(W2)

2(vb(1 + bh) + ‖W1‖+h‖W2‖)

}
,

(10)

ãäå v = ‖U‖h, b = ‖B‖.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé îöåíîê (9), (10) íåîáõîäèìî óìåòü âû-

÷èñëÿòü ìàòðèöó Ëÿïóíîâà U(τ), àññîöèèðîâàííóþ ñ çàäàííîé ìàòðèöåé

W . Â òî æå âðåìÿ âèäíî, ÷òî òî÷íîñòü ýòèõ îöåíîê çàâèñèò îò êîíêðåò-

íûõ ìàòðèö Wj, j = 0, 1, 2, è èõ îïòèìàëüíûé âûáîð ìîæåò ñóùåñòâåííî

óëó÷øèòü ïîëó÷àåìûå ðåçóëüòàòû.
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1.2. Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû Ëÿïóíîâà

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê íåïîñðåäñòâåííîìó âû÷èñëåíèþ ìàòðèöû

Ëÿïóíîâà, ñôîðìëèðóåì íåêîòîðûå åå îáùèå ñâîéñòâà [8].

Ëåììà 3. Ìàòðèöà Ëÿïóíîâà U(τ) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò τ .

Ëåììà 4. Ìàòðèöà Ëÿïóíîâà U(τ) óäîâëåòâîðÿåò äèíàìè÷åñêîìó

ñâîéñòâó
d

dt
U(τ) = U(τ)A+ U(τ − h)B, τ > 0.

Ëåììà 5. Ìàòðèöà Ëÿïóíîâà U(τ) óäîâëåòâîðÿåò àëãåáðàè÷åñêîìó

ñâîéñòâó

U(0)A+ U(−h)B + ATU(0) +BTU(h) = −W.

Ëåììà 6. Ìàòðèöà Ëÿïóíîâà U(τ) óäîâëåòâîðÿåò ñèììåòðè÷å-

ñêîìó ñâîéñòâó

U(−τ) = UT(τ), τ > 0.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû U(τ) äëÿ ñèñòåìû (1) ââåäåì äâå âñïîìî-

ãàòåëüíûå ìàòðèöû

Y (τ) = U(τ), Z(τ) = U(τ − h), τ ∈ [0, h]. (11)

Ëåììà 7. Ïóñòü ìàòðèöà Ëÿïóíîâà U(τ) àññîöèèðîâàíà ñ ñèììåò-

ðè÷íîé ìàòðèöåé W . Òîãäà ìàòðèöû (11) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñè-

ñòåìå ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé
d

dτ
Y (τ) = Y (τ)A+ Z(τ)B,

d

dτ
Z(τ) = −BTY (τ)− ATZ(τ),

(12)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Y (0) = Z(h), ATY (0) + Y (0)A+BT + Z(0)B = −W. (13)
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Ïðåîáðàçóåì çàäà÷ó (12),(13) ê âèäó, óäîáíîìó äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû-

÷èñëåíèé. Ââåäåì îïåðàòîð âåêòîðèçàöèè vec(P ), êîòîðûé ñîïîñòàâëÿåò

ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöå P âåêòîð p, ïîëó÷åííûé ¾âûòÿãèâàíèåì¿ ñòîëáöîâ

ìàòðèöû â îäèí. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî îïåðàòîðà ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ

ñèñòåìó

d

dτ

(
y(τ)

z(τ)

)
= L

(
y(τ)

z(τ)

)
(14)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

M

(
y(0)

z(0)

)
+N

(
y(h)

z(h)

)
=

(
0

−w

)
. (15)

Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

L =

(
E ⊗ A E ⊗B
−BT ⊗ E −AT ⊗ E

)
,

M =

(
E ⊗ E On×n ⊗On×n

AT ⊗ E + E ⊗ A E ⊗B

)
,

N =

(
On×n ⊗On×n −E ⊗ E

BT ⊗ E + E ⊗ A On×n ⊗On×n

)
,

ãäå y(τ) = vec(Y (τ)), z(τ) = vec(Z(τ)), w = vec(W ), à çíàêîì⊗ îáîçíà÷åíî

Êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö.

Ïîëüçóÿñü èçâåñòíûì âèäîì ðåøåíèÿ ñèñòåìû (14), ìîæíî ïåðåïè-

ñàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (15) â âèäå

[
M +NeLh

](y(0)

z(0)

)
=

(
0

−w

)
,

îòêóäà, ïðåäïîëàãàÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ, îêîí÷à-

òåëüíî ïîëó÷àåì (
y(τ)

z(τ)

)
= eLτ

[
M +NeLh

]−1( 0

−w

)
. (16)

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ïîçâîëÿþò âåðíóòüñÿ îò âñïîìîãàòåëüíûõ

ïåðåìåííûõ ê èñõîäíîé çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû Ëÿïóíîâà.
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Ëåììà 8. Åñëè ïàðà ìàòðèö Y (τ), Z(τ) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå

(12) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (13), òî

U(τ) =
1

2

[
Y (τ) + ZT(h− τ)

]
, τ ∈ [0, h].

Ëåììà 9. Åñëè ïàðà ìàòðèö Y (τ), Z(τ) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì

ðåøåíèåì ñèñòåìû (12) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (13), òî

U(τ) = Y (τ), τ ∈ [0, h].

Îáå ëåììû ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå U(τ) ìîæåò áûòü ïðî-

äîëæåíî ñ îòðåçêà [0, h] íà îòðåçîê [−h, 0) ñ ïîìîùüþ ñèììåòðè÷åñêîãî

ñâîéñòâà.

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Ëÿïóíîâà, óïîìèíàâøåãîñÿ ðàíåå, ÿâëÿåòñÿ êðè-

òåðèåì åäèíñòâåííîñòè ìàòðèöû U(τ).

Òåîðåìà 3. Ñèñòåìà (1) èìååò åäèíñòâåííóþ ìàòðèöó Ëÿïóíîâà

U(τ), àññîöèèðîâàííóþ ñ çàäàííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé W òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëÿïóíîâà.

Äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ Y (τ), Z(τ) ýòà òåîðåìà ïðèíèìàåò

ñëåäóþùèé âèä.

Òåîðåìà 4. Ñèñòåìà (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëÿïóíîâà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà

det
(
M +NeLh

)
6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû Ëÿïóíîâà ñâåäåíà ê çà-

äà÷å ðåøåíèÿ îáûêíîâåííîãî ñòàöèîíàðíîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî óðàâíåíèÿ ñî ñïåöèàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ñëåäóåò îòìåòèòü,

÷òî â ôîðìóëå (16) îò âûáîðà ìàòðèöû W çàâèñèò òîëüêî ïîñëåäíèé ìíî-

æèòåëü, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö U(τ), àññîöèèðî-

âàííûõ ñ ðàçëè÷íûìè W .
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Ãëàâà 2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

2.1. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâóþ ñèñòåìó (1). Íåðàâåíñòâà

(9) è (10) ïîçâîëÿþò îöåíèòü âåëè÷èíû γ è σ, îäíàêî òî÷íîñòü îöåíêè çà-

âèñèò îò âûáîðà ìàòðèö Wj, j = 0, 1, 2. Ñîñòàâèì ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è

îïòèìèçàöèè. 
γ(W0,W1,W2) =

√
δ1+hδ2
β1
−→ min,

W0,W1,W2

Wj > 0, j = 0, 1, 2,
(17)


σ(W0,W1,W2) = max

{
λmin(W0)

2δ1
, λmin(W2)

2δ2

}
−→ max,

W0,W1,W2

Wj > 0, j = 0, 1, 2.
(18)

ÓñëîâèåWj > 0 îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü ìàòðèöûWj ê êëàññó ïîëîæèòåëüíî-

ïîëóîïðåäåëåííûõ ìàòðèö.

Ñðàçó îòìåòèì íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé äàííûõ ýêñòðåìàëüíûõ çà-

äà÷. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî α > 0 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

γ(αW0, αW1, αW2) = γ(W0,W1,W2),

σ(αW0, αW1, αW2) = σ(W0,W1,W2),

îáåñïå÷èâàÿ íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Â òî æå âðå-

ìÿ ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ìàòðèöû Wj, j = 0, 1, 2, âñå

êîìïîíåíòû êîòîðûõ îãðàíè÷åííû ñâåðõó íåêîòîðûì ÷èñëîì, íàïðèìåð,

åäèíèöåé.

Òåîðåìà 5. Çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè (17) è (18) èìåþò ðå-

øåíèå.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î äî-

ñòèæåíèè ôóíêöèè íà êîìïàêòå ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî

çíà÷åíèé.
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2.2. Àëãîðèòì Íåëäåðà �Ìèäà

Â ñèëó îñîáåííîñòåé ïîñòàâëåííûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, à èìåííî �

âûñîêîé ðåñóðñîåìêîñòè âû÷èñëåíèé öåëåâûõ ôóíêöèé è ñîîòâåòñòâóþùåé

ñëîæíîñòè ÷èñëåííîãî ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé èõ ãðàäèåíòîâ, â êà÷åñòâå ìåòî-

äà îïòèìèçàöèè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ëèáî äåòåðìåíèðîâàííûé ìåòîä

íóëåâîãî ïîðÿäêà (òî åñòü ìåòîä, èñïîëüçóþùèé òîëüêî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè,

íî íå åå ïðîèçâîäíûå), ëèáî ñòîõàñòè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìèçàöèè.

Äåòåðìåíèðîâàííûå ìåòîäû íóëåâîãî ïîðÿäêà òåì èëè èíûì îáðàçîì

èìèòèðóþò àíòèãðàäèåíò, à çàòåì èñïîëüçóþò åãî â êà÷åñòâå ìèíèìèçèðó-

þùåãî íàïðàâëåíèÿ äëÿ øàãà íåêîòîðîé âåëè÷èíû. Äâà ýòèõ ïàðàìåòðà �

ìåòîä íàõîæäåíèÿ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ è âåëè÷èíà øàãà � è îïðåäåëÿþò

îñíîâíûå ðàçëè÷èÿ ðàçíûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè. Íàèáîëüøåé ïîïóëÿðíî-

ñòüþ ïîëüçóþòñÿ àëãîðèòì Ãàóññà (ïîêîîðäèíàòíîé îïòèìèçàöèè) è ìåòîä

Íåëäåðà �Ìèäà. Ïåðâûé ìåòîä òðåáóåò çíà÷èòåëüíî áîëüøåãî êîëè÷åñòâà

âû÷èñëåíèé öåëåâîé ôóíêöèè, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå âòîðîé èç

íèõ.

Ïóñòü ïîñòàâëåíà çàäà÷à áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîé ôóíê-

öèè n àðãóìåíòîâ:

f(x1, . . . , xn) −→ min.

Íà ïåðâîì ýòàïå âûáåðåì n + 1 òî÷êè xi = (xi1, . . . , x
i
n),

i = 1, 2, . . . , n + 1, êîòîðûå îáðàçóþò n-ìåðíûé ñèìïëåêñ, è âû÷èñëèì â

íèõ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Áóäåì ñ÷èòàòü ýòîò íàáîð òî÷åê îòñîðòè-

ðîâàííûì ïî âîçðàñòàíèþ, ò. å.

f(x1) 6 f(x2) 6 · · · 6 f(xn+1).

Êðîìå òîãî, âû÷èñëèì öåíòð òÿæåñòè ïåðâûõ n òî÷åê:

xc =
1

n

n∑
i=1

xi

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè â òî÷êàõ

xn+1 è xc ïðîèçâåäåì îäíó èç ñëåäóþùèõ äåôîðìàöèé ñèìëåêñà:

• îòðàæåíèå xn+1 îòíîñèòåëüíî öåíòðà òÿæåñòè xc;

• ïðèáëèæåíèå xn+1 ê öåíòðó òÿæåñòè xc;

• ãëîáàëüíîå ñæàòèå ñèìïëåêñà ê òî÷êå ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì.

14



Ìàñøòàáû ñæàòèÿ, ïðèáëèæåíèÿ è îòðàæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâó-

þùèìè çàðàíåå çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè ìåòîäà.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îñòàíîâêè èñïîëüçóåòñÿ íîðìà áëèçîñòè ðàçíûõ

òî÷åê ñèìïëåêñà, ò. å.

argmax
i,j=1...n+1

‖xj − xi‖6 ε.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íà êàæäîé ïîñëåäóþùåé èòåðàöèè ìåòîäà òðåáó-

åòñÿ íå áîëåå òðåõ äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé öåëåâîé ôóíêöèè: â íîâîì

öåíòðå òÿæåñòè òî÷åê, â îòðàæåííîé òî÷êå îòíîñèòåëüíî öåíòðà òÿæåñòè

è, âîçìîæíî, â íåêîòîðîé òî÷êå îòðåçêà [xn+1, xc].

Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì èñïîëüçóåìîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå

òåîðèè ñõîäèìîñòè. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò ïðèìåðû áåñêîíå÷íî-äèôôåðåí-

öèðóåìûõ ôóíêöèé íà êîòîðûõ ìåòîä ðàñõîäèòñÿ. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ øèðî-

êîãî êëàññà çàäà÷ (â òîì ÷èñëå äëÿ çàäà÷ ñ îäíîðîäíîé öåëåâîé ôóíêöèåé)

àëãîðèòì äîñòàòî÷íî íàäåæåí. Äðóãèì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîå

çàìåäëåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà ïðè áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ïîñòàâëåííîé çà-

äà÷è, ñâîéñòâåííîå äåòåðìåíèðîâàííûì àëãîðèòìàì ïîèñêà ìèíèìóìà.
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2.3. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè çàäà÷à óñëîâíîé îïòèìèçàöèè (íà ìíî-

æåñòâå ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííûõ ìàòðèö) ñâåäåíà ê çàäà÷å áåçóñëîâ-

íîé îïòèìèçàöèè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé. Îí çàêëþ÷àåòñÿ

â çàìåíå èñõîäíîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè f(x) ñ íàëîæåí-

íûìè íà íåå îãðàíè÷åíèÿìè gi(x) 6 0, i = 1, 2, . . . ,m íà ìèíèìèçàöèþ

íåêîòîðîé ôóíêöèè F (x) = f(x)+R(gi(x)) áåç îãðàíè÷åíèé. Ôóíêöèÿ R(·)
âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû åå çíà÷åíèÿ áûñòðî âîçðàñòàëè ïî ìåðå

ïðèáëèæåíèÿ çíà÷åíèÿ ëþáîãî èç îãðàíè÷åíèé ê íóëþ.

Òåîðåìà 5, ãàðàíòèðóþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé çàäà÷ (17) è (18),

ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ìàòðèö, äîñòàâëÿ-

þùèõ ñîîòâåòñòâóþùèì ôóíêöèîíàëàì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå.

Îïèñàííûé âûøå îïòèìèçàöèîííûé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â ñðåäå

MATLAB. Â êà÷åñòâå øòðàôíîé ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ. Âû÷èñëåíèå öåëåâûõ ôóíêöèé ðåàëèçîâàíî ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà,

îïèñàííîãî âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû: ìàòðèöà Ëÿïóíîâà íàéäåíà

êàê ðåøåíèå ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ ñòàöèîíàðíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì îñîáîãî âèäà, ïîñëå ÷åãî äàëüíåéøåå âû-

÷èñëåíèå γ è σ êàê ôóíêöèé ñâîèõ àðãóìåíòîâ íå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòè.
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2.4. ×èñëåííûé ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñèñòåìû (1), èñïîëüçóåìûé â ðàáîòàõ äðóãèõ

àâòîðîâ[12]:

A =

(
−4 1

0 4

)
, B =

(
0,1 0

4 0,1

)
,

â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîãðàììû ïðè h = 0,5 áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ γ =

5,04 è σ = 1,149. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, â [12] ýòè çíà÷åíèÿ ïîëó÷åíû òî÷íûìè

ìåòîäàìè è ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî γ = 4,9997 è σ = 1,1534.

Íà Ðèñ. 1 äåìîíñòðèðóåòñÿ âûïîëíåíèå îïðåäåëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëü-

íîé óñòîé÷èâîñòè: íîðìà ðåøåíèÿ ‖x(t, ϕ)‖ íå ïðåâîñõîäèò ôóíêöèþ

γe−σt‖ϕ‖h ïðè t > 0. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ γ è σ èñïîëüçóþòñÿ ïîëó÷åí-

íûå â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû. Ðèñ. 2 ïîêàçûâàåò òðàåêòîðèþ,

ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåøåíèþ, íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

0 0.5 1 1.5 t

1

2

y

γe−σt‖ϕ‖h

‖x(t, ϕ)‖
‖ϕ(t)‖

γ‖ϕ(t)‖h

−h

Ðèñ. 1: Îãðàíè÷åííîñòü íîðìû.

-0.01 0.01 0.04 0.08

x
1

-1

-0.5

-0.25

0.25

x
2

Ðèñ. 2: Ôàçîâûé ïîðòðåò.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîñòàâëåíà è ðåøåíà çàäà÷à îöåíêè ðåøåíèé ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Íà îñíîâå

ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà ïðåäëîæåí îïòèìèçàöèîííûé àëãîðèòì îöåíêè

ïàðàìåòðîâ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ óñòîé÷èâûõ ñèñòåì è åãî ïðîãðàììíàÿ

ðåàëèçàöèÿ. Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíûõ ïàêåòîâ MATLAB è GEOGEBRA

ïðîèëëþñòðèðîâàíà êîððåêòíîñòü ïîëó÷åííûõ îöåíîê è íåêîòîðûå ñâîé-

ñòâà ðåøåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî ðåàëèçîâàííûé â ðàáîòå ïîäõîä, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïîç-

âîëÿåò íàéòè òî÷íûå îöåíêè ïåðåðåãóëèðîâàíèÿ è ñòåïåíè çàòóõàíèÿ ïå-

ðåõîäíûõ ïðîöåññîâ. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå íàïðàâëåíèé äëÿ äàëüíåéøåãî

èññëåäîâàíèÿ ñëåäóåò îòìåòèòü ïðîáëåìó ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ îöåíîê ïåðå-

õîäíîãî ïðîöåññà íà îñíîâå ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà, à òàêæå âîçìîæíîå

îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ íà ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ íåñêîëüêèìè çàïàçäûâàíè-

ÿìè ðàçíîé âåëè÷èíû, à òàêæå èñïîëüçîâàíèå íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ìåòî-

äîâ îïòèìèçàöèè äëÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè.
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