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1 Àííîòàöèÿ

Ðàññìîòðåíà ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëàñòèíà, àðìèðîâàííàÿ ïàðàëëåëüíî
ðàñïîëîæåííûìè âîëîêíèñòûìè ïîëîñêàìè. Ïîëó÷åíî îñðåäíåííîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïðîãèáà ïëàñòèíû w. Âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ
ìàêñèìàëüíûõ ïðîãèáîâ àðìèðîâàííûõ ïëàñòèí, íàõîäÿùèõñÿ ïîä
äåéñòâèåì âíåøíåãî äàâëåíèÿ. Ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêèõ
è ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ANSYS 13.

2 Ââåäåíèå.

Â ñîâðåìåííîé ïðîìûøëåííîñòè âñe ÷àùå ïðèìåíÿþò ñëîæíûå êîì-
ïîçèòíûå ìàòåðèàëû. Òàê, íàïðèìåð, ïðè àðìèðîâàíèè ñòðîèòåëü-
íûõ ìàòåðèàëîâ èñïîëüçóþò ïîëèïðîïèëåíîâóþ ôèáðó, êîòîðàÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé òîíêèå ñèíòåòè÷åñêèå âîëîêíà ðàçíîãî ðàçìåðà è
äèàìåòðà. Åå ïðîèçâîäÿò ïóòåì ïðîäàâëèâàíèÿ ãîðÿ÷åé ìàññû ïî-
ëèïðîïèëåíà ñêâîçü îòâåðñòèÿ îïðåäåëåííîãî äèàìåòðà. Çàòåì íè-
òè íàðåçàþò íà âîëîêíà íóæíîé äëèíû è îáðàáàòûâàþò ñïåöèàëü-
íûì õèìè÷åñêèì âåùåñòâîì, îáåñïå÷èâàþùèì õîðîøåå ðàñïðåäåëå-
íèå ôèáðû â ìàòåðèàëå. Ïîëèïðîïèëåíîâàÿ ôèáðà (Ðèñ. 1), êàê áî-
ëåå äåøåâàÿ òåõíîëîãèÿ ñòðîèòåëüñòâà, ïîñòåïåííî âûòåñíÿåò ìå-
òàëëè÷åñêóþ è ïëàñòèêîâóþ àðìàòóðíóþ ñåòêó. Èñïîëüçóþò åå â
ãðàæäàíñêîì è ïðîìûøëåííîì ìîíîëèòíûõ ñòðîèòåëüñòâàõ - äëÿ
âîçâåäåíèÿ ìîñòîâ, òîííåëåé, ñêëàäñêèõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîìå-
ùåíèé, ãèäðîòåõíè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé. Ïîëû â ñêëàäàõ èëè ãàðà-
æàõ, ãäå ïîñòîÿííî ðàáîòàåò òÿæåëàÿ òåõíèêà, óñòðîåííûå ñ ïðèìå-
íåíèåì ôèáðîâîëîêíà, âûäåðæèâàþò ñåðüåçíûå íàãðóçêè. Íàïîëü-
íîå ïîêðûòèå íå äåôîðìèðóåòñÿ è íå ðàçðóøàåòñÿ ïîä òÿæåñòüþ
ìàøèí. Ïîëèìåðíûé ìàòåðèàë, èç êîòîðîãî èçãîòàâëèâàþò, òàê íà-
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çûâàåìóþ, ìÿãêóþ ôèáðó ïî÷òè íå âïèòûâàåò æèäêîñòü, ïðî÷íûé,
íå áîèòñÿ àãðåññèâíîãî âîçäåéñòâèÿ õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ (êèñëîò,
ñîëåé è ùåëî÷åé). Åùå îäíî ñóùåñòâåííîå ïðåèìóùåñòâî ôèáðû ïî-
ëèïðîïèëåíîâîé - åå ñòîèìîñòü. Öåíà çíà÷èòåëüíî íèæå àðìàòóðíîé
è ïëàñòèêîâîé ñåòîê. Ñòðîèòåëüíûå ðàáîòû ñ ôèáðîé ïðîäâèãàþòñÿ
çíà÷èòåëüíî áûñòðåå, ÷åì ñî ñòàëüíîé àðìàòóðîé.

Ðèñ. 1. Ïîëèïðîïèëåíîâàÿ ôèáðà. Ðèñ. 2. Ôðàãìåíò òåõïëàñòèíû ÒÌÊÙ.

Â ýëåêòðîòåõíèêå ïîëó÷èëè ðàñïðîñòðàíåíèå ïëàñòìàññîâûå ïëà-
ñòèíû, àðìèðîâàííûå óãëåðîäíûì âîëîêíîì, ñ íåïðåðûâíûìè òîêî-
ïðîâîäÿùèìè êàíàëàìè. Ýòî èçîáðåòåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèïî-
ëÿðíóþ ïëàñòèíó, êîòîðàÿ îáëàäàåò èñêëþ÷èòåëüíîé ïðî÷íîñòüþ è
äîëãîâå÷íîñòüþ, äàæå, êîãäà îíà âûïîëíåíà îòíîñèòåëüíî òîíêîé,
÷òî ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü óñòàíîâêó áîëüøåãî êîëè÷åñòâà ïëàñòèí â
óñòðîéñòâå.
È, íàêîíåö, òåõïëàñòèíà ÒÌÊÙ (Ðèñ. 2) � íåçàìåíèìûé ìàòå-

ðèàë äëÿ óïëîòíèòåëåé (ðåçèíîâûõ èçäåëèé, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ
ñ öåëüþ óêðåïèòü íåïîäâèæíûå êîíñòðóêöèè, ïðåäîòâðàòèòü òðå-
íèå ïîâåðõíîñòåé ìåòàëëè÷åñêèõ äåòàëåé èëè ñìÿã÷èòü âîçìîæíûé
óäàð).
ÒÌÊÙ � ýòî òåïëî-ìîðîçî-êèñëîòî-ùåëî÷åñòîéêàÿ òåõïëàñòèíà,

êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ ñòîéêîñòüþ ïîä âîçäåéñòâèåì âîçäóõà, èíåðò-
íûõ ãàçîâ, àçîòà, ñîëåâûõ ðàñòâîðîâ, ïðåñíîé è ìîðñêîé âîäû, ïðå-
êðàñíî âåäåò ñåáÿ â êèñëîòíîé è ùåëî÷íîé ñðåäå è âûäåðæèâàåò òåì-
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ïåðàòóðó îò −45◦ Ñ äî +80◦ Ñ. Èçäåëèå ìîæåò âûäåðæàòü äàâëåíèå
äî 1 ÌÏà. Òàêèå ïëàñòèíû ïî ìíîãèì ïîêàçàòåëÿì ïðåâîñõîäÿò ÷è-
ñòî ìåòàëëè÷åñêèå. Â ÷àñòíîñòè, ïîñëå ñãèáàíèÿ ïðèíèìàþò ïåðâî-
íà÷àëüíóþ ôîðìó, ïîäîáíî ïðóæèííîé ñòàëè, è óñòîé÷èâåå ìåòàëëà
ê èñòèðàíèþ. Ïðîâåäåííûå èñïûòàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî òåõïëàñòèíà,
àðìèðîâàííàÿ áàçàëüòî-ïëàñòèêîâîé ïðîâîëîêîé íå ðàññëàèâàåòñÿ,
óñòîé÷èâà ê èçíîñó, íå ïîäâåðæåíà èçëîìàì.
Áîëüøèíñòâî çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå êîëåáàíèé è óñòîé÷èâîñòè

àðìèðîâàííûõ ïëàñòèí ðåøàåòñÿ ëèáî ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ â ðàçëè÷íûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñàõ (ñì., íàïðèìåð, [1]), ëèáî
ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ñì., íàïðèìåð, [2], [3], [4]). Àñèìïòî-
òè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû òîëüêî äëÿ ðÿäà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ àíè-
çîòðîïíûõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê â ðàáîòàõ [5], [6], [7], [8]. Â äàííîé
ðàáîòå ïðè èññëåäîâàíèè êîëåáàíèé è óñòîé÷èâîñòè àðìèðîâàííîé
ïëàñòèíû ïðèìåíÿþòñÿ è àñèìïòîòè÷åñêèå, è ÷èñëåííûå ìåòîäû ðå-
øåíèÿ. Äëÿ ïðîâåðêè äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ôîðìóë ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðåçóëüòà-
òîâ. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû ìåòîäîì êîíå÷íûõ ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ANSYS 13.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëàñòèíà, àðìè-

ðîâàííàÿ ïàðàëëåëüíî ðàñïîëîæåííûìè âîëîêíèñòûìè ïîëîñêàìè.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëèíà òàêîé ïîëîñêè ìíîãî áîëüøå åå øèðèíû
è ïîëîñîê äîñòàòî÷íî ìíîãî. Ïîëó÷åíî îñðåäíåííîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà îò-
íîñèòåëüíî ïðîãèáà ïëàñòèíû w. Äàííîå óðàâíåíèå èçíà÷àëüíî çà-
ïèñûâàëîñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è, íî òàêæå ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíî è ïðè èññëåäîâàíèè êîëåáàíèé è óñòîé÷èâîñòè
àðìèðîâàííîé ïëàñòèíû ñ ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíîé âíåøíåé (èëè
èíåðöèîííîé) íàãðóçêè. Ïðåèìóùåñòâî ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ â åãî
óíèâåðñàëüíîñòè, è âîçìîæíîñòè äàëüíåéøåãî åãî ïðèìåíåíèÿ â ðàç-
ëè÷íûõ çàäà÷àõ ïî èññëåäîâàíèþ òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé. Òàê,
íàïðèìåð, çàäàâàÿ êîíêðåòíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, à òàêæå ðàçìåð è
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îðèåíòàöèþ âîëîêîí, ìîæíî ïðîâåñòè êà÷åñòâåííûé àíàëèç ðåøåíèé
ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ïðîãèáîâ
àðìèðîâàííûõ ïëàñòèí, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî äàâ-
ëåíèÿ. Äëÿ ïðîâåðêè äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ïðèâåäåíî
ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè,
ïîëó÷åííûìè ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ANSYS.

3 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ïëàñòèíó äëèíû L è òîëùèíû h. Òîëùè-
íà ïëàñòèíû ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ åå ðàçìåðàìè â ïëàíå

(
h
L < 0.1

)
.

Ïðèíèìàÿ çà èñõîäíóþ ñðåäèííóþ ïîâåðõíîñòü ïëàñòèíû ââåäåì äå-
êàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 3. Ïðè ïî-
ñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåìîé ïëàñòèíû ïðè-
íèìàþòñÿ äâå îñíîâíûå ãèïîòåçû. Ïåðâàÿ ãèïîòåçà, ïðèíàäëåæàùàÿ
Êèðõãîôó, ïðåäïîëàãàåò, ÷òî íîðìàëü ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïëà-
ñòèíû îñòàåòñÿ íîðìàëüþ ê íåé ïîñëå äåôîðìàöèè. Âòîðàÿ ãèïîòåçà
óòâåðæäàåò, ÷òî íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â òî÷êàõ ïëàñòèíû ÿâëÿ-
åòñÿ äâóîñíûì, ò.å. íîðìàëüíûìè è êàñàòåëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè
â ïëîùàäêàõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè z, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïóñòü
âîëîêíà-ïîëîñêè ðàñïîëàãàþòñÿ ïàðàëëåëüíî îñè Oy.

x

y
z

O

Ðèñ. 3. Àðìèðîâàííàÿ ïëàñòèíà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà w, à òàê-
æå èññëåäîâàòü äåôîðìàöèþ àðìèðîâàííîé ïëàñòèíû, íàõîäÿùåéñÿ
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ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî äàâëåíèÿ, âûïèøåì óðàâíåíèÿ òåîðèè îáî-
ëî÷åê è íàéäåì àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è.
Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ñèë ïî îñè z èìååò âèä

∂Qx

∂x
+

∂Qy

∂y
= q. (1)

Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ïðèâîäèò ê äâóì óðàâíåíèÿì:

∂Mxx

∂x
+

∂Mxy

∂y
+Qx = 0, (2)

∂Mxy

∂x
+

∂Myy

∂y
+Qy = 0. (3)

Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ óäåëüíûõ (íà åäèíèöó
äëèíû) èçãèáàþùèõ Mx, My è êðóòÿùèõ Mxy ìîìåíòîâ:

Mxx = awxx + bwyy, Myy = bwxx + awyy, Mxy = (a− b)wxy. (4)

Âåëè÷èíà a íàçûâàåòñÿ æåñòêîñòüþ åäèíèöû äëèíû ïëàñòèíû

a =
Eh3

12(1− µ2)
,

ãäå E � ìîäóëü Þíãà, µ � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, b = µ · a.
Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå x̃, ỹ, w̃, Q̃x, Q̃y, M̃x, M̃xy, M̃y :

w(x, y) = hw̃ (Lx̃, Lỹ) , Qx =
a0h

L3
Q̃x, Qy =

a0h

L3
Q̃y,

Mxx =
a0h

L2
M̃xx, Myy =

a0h

L2
M̃yy, Mxy =

a0h

L2
M̃xy, a = a0 · ã.

Êîýôôèöèåíòû a è a0 èìåþò ðàçìåðíîñòü Í · ì2. Â äàëüíåéøåì
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a0 = 1Í·ì2, à ã ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíîé ôóíêöèåé.
Äàëåå ââåäåííûé äëÿ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ çíàê ” ∼ ” îïóñ-

êàåòñÿ è èñïîëüçóåòñÿ â äðóãèõ öåëÿõ.
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4 Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Ïðèìåíèì ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ, îïèñàííûé â ðàáîòàõ [9], [10].
Íàðÿäó ñ ïåðåìåííîé x ââîäèòñÿ, òàê íàçûâàåìàÿ, áûñòðî ìåíÿ-

þùàÿñÿ ïåðåìåííàÿ ξ = x/ε, ãäå ε � øèðèíà øàãà (ïîëîñû), è
êàæäàÿ èç íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùàÿ îò ïåðåìåííûõ x, y,
ôîðìàëüíî ñòàíåò çàâèñÿùåé è îò ïåðåìåííîé ξ.
Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ôóíêöèè, îïèñûâàþùåé ïîïå-

ðå÷íûé ïðîãèá w, ïðåäñòàâèì â âèäå ðÿäà

w = w0(x, y) +
n∑

k=1

(wk, Nk) · εk, (5)

ãäå ñêîáêè îçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, à âåêòîðà wk

èìåþò âèä:
w1 = (w0x, w0y, 0, 0, 0) ,
w2 = (w0xx, w0xy, w0yy, 0, 0) ,

(6)

w3 � âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè w0, íå
âûïèñàí â ÿâíîì âèäå, ò.ê. äàëåå íå èñïîëüçóåòñÿ. Âåêòîðà Nk òàê-
æå èìåþò ðàçìåðíîñòü 5. Ó÷èòûâàÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ñëîæíîé ôóíêöèè

df̃

dx
=

∂f̃

∂x
+

1

ε

∂f̃

∂ξ
,

d2f̃

dx2
=

(
∂

∂x
+

1

ε

∂

∂ξ

)2

f̃ ,

âûïèøåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

wxx = ε−1(w1, N1ξ,ξ) + (w2, I1 + 2N1,ξ +N2,ξξ)+
+ ε(w3, N1 + 2N2,ξ +N3,ξξ) + ε2(w4, N2 + 2N3,ξ +N4,ξξ),

wyy = (w2, I3) + ε(w3, AN1) + ε2(w4, AN2) + · · · ,
wxy = (w2, I2) + ε(w3, B(N2ξ +N1) + ε2(w4, B(N2 +N3,ξ) + · · · .

(7)
A,B � ìàòðèöû èç 0 è 1, Ik � åäèíè÷íûé âåêòîð ðàçìåðíîñòè 5, âñå
ýëåìåíòû 0, à åäèíèöà ñòîèò íà k-îì ìåñòå.

Mxx = aε−1 · (w1, N1,ξξ) + ε0 · (w2, a(I1 + 2N1,ξ +N2,ξξ) + bI3)+
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+ ε(w3, (a(N1 + 2N2,ξ +N3,ξξ) + b(w3, AN1))+

+ ε2(w4, (a(N2 + 2N3,ξ +N4,ξξ) + bAN2)).

Ðàçëîæåíèå Qx è Qy ïî ε:

Qx = −ε−2 · ∂M̃0xx

∂ξ
− ε−1 ·

(
∂M̃1xx

∂ξ
+

∂M̃0xx

∂x

)
−

+ ε0 ·

(
∂M̃2xx

∂ξ
+

∂M̃1xx

∂x
+

∂M̃0xy

∂y

)
,

Qy = −ε−1 ·

(
∂M̃0xy

∂ξ
+

∂M̃0yy

∂y

)
− ε0 ·

(
∂M̃1xy

∂ξ
+

∂M̃1yy

∂y
+

∂M̃0xy

∂x

)
−

− ε ·

(
∂M̃2xy

∂ξ
+

∂M̃2yy

∂y
+

∂M̃1xy

∂x

)
.

Ïîäñòàâëÿåì âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèÿ (1)�
(3).

ïðè ε−3 :
∂Q̃0x

∂ξ
= 0, (8)

ïðè ε−2 :
∂Q̃1x

∂ξ
+

∂Q̃0x

∂x
= 0, (9)

ïðè ε−1 :
∂Q̃2x

∂ξ
+

∂Q̃1x

∂x
+

∂Q̃0y

∂y
= 0, (10)

ïðè ε0 :
∂Q̃3x

∂ξ
+

∂Q̃2x

∂x
+

∂Q̃1y

∂y
+ · · · = 0. (11)

Ïðèìåíÿåì ïðîöåäóðó îñðåäíåíèÿ è ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíå-
íèå: ∫ 1

0

(
∂2M1xx

∂x2
+

∂2M1yy

∂y2
+ 2

∂2M0xy

∂x∂y
+ · · ·+ q

)
dξ = 0. (12)
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Îáîçíà÷èì âûðàæåíèå

a(I1 +N2,ξξ) + bI3 = C, ãäå C =
I3
∫ 1

0
b
adξ + I1l∫ 1

0
dξ
a

= Const.

Òîãäà

M1xx = (w2, a(I1 +N2,ξξ) + bI3) = (C,w2), (13)

M1yy = (w2, b(I1 +N2,ξξ) + aI3) = (w2, b(C − bI3)/a+ aI3), (14)

M0xy = (w2, I2). (15)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (12) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (13)�(15) ÿâ-
ëÿåòñÿ îñðåäíåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïðîãèáà ïëàñòèíû w.

5 ×èñëåííîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Ðàçðàáîòàííàÿ àâòîðàìè òåîðèÿ è ïðîãðàììû, íàïèñàííûå â ïàêå-
òå Mathematica äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí ïî àíàëèòè÷å-
ñêèì ôîðìóëàì, ïîêà ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòûâàòü òîëüêî ïðÿìîóãîëü-
íûå ïëàñòèíû ñ ïàðàëëåëüíîé îäíîé èç ñòîðîí.
Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû âåëè÷èíû ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ,

îïðåäåëÿþùèõ ñâîéñòâà âûáðàííûõ ìàòåðèàëîâ.

Ìàòåðèàë Ìîäóëü Þíãà, Ïëîòíîñòü Êîýôôèöèåíò
ìàòåðèàëà, Ïóàññîíà,

E, 1011 N/m2 ρ, kg/m3 ν

Ñòàëü 1.93 8030 0.29

Òèòàí 1.02 4850 0.30

Òàáëèöà 1. Ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ, äåìîíñòðèðóþùèõ äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åí-
íûõ ôîðìóë è âîçìîæíîñòü äàëüíåéøåãî èõ èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ïðî-
âåäåíèè ðàñ÷åòîâ äåôîðìàöèé àðìèðîâàííûõ ïëàñòèí, áûëè ïðî-
âåäåíû ñëåäóþùèå ðàñ÷åòû. Ðàññìàòðèâàëàñü êâàäðàòíàÿ ïëàñòèíà
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ñî ñòîðîíîé 1 ìåòð. Àïðîêñèìèðîâàëàñü ìîäåëüþ, ðàçáèòîé íà 1600
(40× 40) îáîëî÷å÷íûõ ýëåìåíòîâ shell63.
Íàìè áûëè ñîñòàâëåíû ïëàñòèíû, ñîñòîÿùèå èç íåñêîëüêèõ ïîëî-

ñîê (ñì.ïåðâûé ñòîëáåö òàáëèöû 2). Â ÷àñòíîñòè, â ýêñïåðèìåíòàõ
ìåíÿëîñü êîëè÷åñòâî ïîëîñ. Êàæäàÿ ïîëîñà, â ñâîþ î÷åðåäü, áû-
ëà ñîñòàâëåíà èç äâóõ ïîëîñîê ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè ìàòåðèà-
ëà. Òàêèì îáðàçîì, öåëàÿ ïëàñòèíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðèîäè÷å-
ñêè ïîâòîðÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîñ. Ïëàñòèíà íàõîäèòñÿ
ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãî ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåííîãî äàâëå-
íèÿ, âåëè÷èíîé q = 10 N/m2, ëèáî q = 100 N/m2.
Â ÷åòâåðòîì ñòîëáöå òàáëèöû 2 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû

ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà ïëàñòèíû, ïîëó÷åííûå ïî àñèìïòîòè÷åñêèì
ôîðìóëàì (12)�(15). Ïðîöåäóðà ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (13)�(15)
â (12) è ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà îñó-
ùåñòâëÿëèñü â ïàêåòå ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì Mathematica 8. Â ïÿ-
òîì ñòîëáöå ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ïðî-
ãèáà ïëàñòèíû, ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûì ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ. Â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå ANSYS 14 áûëà ñîçäàíà ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ ìîäåëü àðìèðîâàííîé ïëàñòèíû. Ïðîãðàììà íàïèñàíà íà ÿçûêå
APDL ïðè ïîìîùè ó÷åáíûõ ïîñîáèé [[11]], [[12]]. Íà ðèñ. 8 èçîáðàæå-
íà äåôîðìàöèÿ àðìèðîâàííîé ïëàñòèíû ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî-
ãî âíåøíåãî äàâëåíèÿ.

Ðèñ. 4. Âàðèàíò àðìèðîâàííîé ïëàñòèíû. Ðèñ. 5. Âàðèàíò àðìèðîâàííîé ïëàñòèíû.
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Ðèñ. 6. Âàðèàíò àðìèðîâàííîé ïëàñòèíû. Ðèñ. 7. Âàðèàíò àðìèðîâàííîé ïëàñòèíû.

Êîë-âî Ìàòåðèàë, Øèðèíà, Àñèìïòîò. Ìåòîä êîíå÷.
ïîëîñ òîëùèíà, ìåòð ìåòð ôîðìóëû ýëåìåíòîâ

(12)�(15) ANSYS

Ñòàëü, h=0.01 l1=0.2
3 1.63 · 10−4 1.69 · 10−4

Òèòàí, h=0.005 l2=0.1

Ñòàëü, h=0.01 l1=0.1
6 1.63 · 10−4 1.69 · 10−4

Òèòàí, h=0.005 l2=0.05

Òèòàí, h=0.01 l1=0.05
10 2.65 · 10−4 2.71 · 10−4

Òèòàí, h=0.005 l2=0.05

Òàáëèöà 2. Âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíûõ ïðîãèáîâ àðìèðîâàííîé
ïëàñòèíû.

Â ýêñïåðèìåíòå, îòðàæåííîì â òàáëèöå 3, ðàññìàòðèâàëàñü êâàä-
ðàòíàÿ ïëàñòèíà ñî ñòîðîíîé 1 ìåòð. Àïðîêñèìèðîâàëàñü ìîäåëüþ,
ðàçáèòîé íà 1604 (42× 42) îáîëî÷å÷íûõ ýëåìåíòîâ shell63. òîëùèíà
ïåðâîé ïîëîñêè, ïî-ïðåæíåìó, - 0.01 ì, à âòîðîé - 0.005 ì, íî îáùåå
êîëè÷åñòâî ïîëîñ áûëî ðàâíî 7, òàê ÷òî øèðèíà ìèíè-ïîëîñ 2/42 è
4/42 ì.
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Êîë-âî Ãðàíè÷íûå Ìàòåðèàë Íàãðóçêà, Àñèìïòîòè÷åñêèå Ìåòîä êîíå÷íûõ
ïîëîñ óñëîâèÿ Ïà ôîðìóëû, ì ýëåìåíòîâ, ì

(12)�(15) ANSYS

7 ÆÇ Ñòàëü 10 0.252 ·10−5 0.248 ·10−5

7 ÆÇ Ñòàëü 100 0.252 ·10−4 0.248 ·10−4

7 ØÐ Ñòàëü 10 0.748 ·10−5 0.774 ·10−5

7 ØÐ Ñòàëü 100 0.748 ·10−4 0.774 ·10−4

7 ÆÇ Òèòàí 10 0.476·10−5 0.467 ·10−5

7 ÆÇ Òèòàí 100 0.476·10−4 0.467 ·10−4

7 ØÐ Òèòàí 10 0.141 ·10−4 0.146 ·10−4

7 ØÐ Òèòàí 100 0.141 ·10−3 0.146 ·10−3

Òàáëèöà 3. Âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíûõ ïðîãèáîâ àðìèðîâàííîé
ïëàñòèíû.

Ðèñ. 8. Äåôîðìàöèÿ àðìèðîâàííîé ïëàñòèíû ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíîãî âíåøíåãî äàâëåíèÿ.

6 Çàêëþ÷åíèå.

Ðàçðàáîòàííàÿ àâòîðàìè òåîðèÿ è ïðîãðàììû, íàïèñàííûå â ïàêå-
òå Mathematica äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí ïî àíàëèòè÷å-
ñêèì ôîðìóëàì, ïîêà ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòûâàòü òîëüêî ïðÿìîóãîëü-
íûå ïëàñòèíû ñ ïàðàëëåëüíîé îäíîé èç ñòîðîí. Àíàëèç âñåõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ ïî èññëåäîâàíèþ äåôîðìàöèè ïëàñòèí ñ ïåðåìåííûìè ïà-
ðàìåòðàìè ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî äàâëåíèÿ ïîêàçûâàåò äîñòîâåð-
íîñòü ïðèâåäåííûõ ôîðìóë. Èññëåäîâàíèå áûëî îñíîâàíî íà ñðàâíå-
íèè àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì
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êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà
ANSYS. Äàííàÿ ðàáîòà îïóáëèêîâàíà â ñáîðíèêå ïóáëèêàöèé íàó÷-
íîãî æóðíàëà "Globus" ïî ìàòåðèàëàì ÕVIII ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-
ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè: "Äîñòèæåíèÿ è ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé
íàóêè" ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà â 2017 ãîäó (ñì. ñïèñîê ïóáëèêàöèé
[13]).
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