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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

Íåãëàäêèé àíàëèç âîçíèê â ñåðåäèíå XX âåêà [1�4] äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôóíê-

öèé, íå îáëàäàþùèõ äèôôåðåíöèàëîì â îáû÷íîì êëàññè÷åñêîì ñìûñëå.

Îñíîâíîé öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ýêñòðå-

ìóìîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ñ ìîìåíòà îáðàçîâàíèÿ íåãëàäêîãî àíà-

ëèçà äî íàøèõ äíåé áûëî ïðèäóìàíî ìíîæåñòâî èíñòðóìåíòîâ, òàêèå êàê

ïðîèçâîäíàÿ êëàêðêà [5], ñóá- [6] , êâàçè- [6�8], è êîäèôôåðåíöèàëû [7, 9],

ýêçîñòåðû è êîýêçîñòåðû [10�13], àïïðîêñèìàöèîííûå ìåòîäû è äðóãèå [14].

Â ýòîé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïòèìèçàöèþ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ

êâàçèäèôôåðåíöèàëîâ è ýêçîñòåðîâ, ââåäåííûõ Â.Ô Äåìüÿíîâûì.
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Ãëàâà 2

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êâàçèäèôôåðåíöèàë - èíñòðóìåíò íåãëàäêîãî àíàëèçà, ââåäåííûé â ðàáî-

òàõ [3, 6] Îí ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü áîëüøîé êëàññ íåäèôôåðåíöèðóåìûõ

ôóíêöèé. Äëÿ ðàñøèðåíèÿ ýòîãî êëàññà Â.Ô. Äåìüÿíîâûì â ðàáîòàõ [13,15]

áûëè ïðåäëîæåíû ýêçîñòåðû. Îäíàêî îêàçàëîñü, ÷òî ïðèìåíåíèå ýòèõ îáú-

åêòîâ ÿâëÿåòñÿ áîëåå óäîáíûì ïðè ïðèìåííèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îïòèìè-

çàöèè. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå è èëëþñòðàöèÿ ýòîãî

ôàêòà. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýòîãî ñðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì êâàçèäèôôåðåíöèàëû

è ýêçîñòåðû â ðàáîòå ñ ôóíêöèÿìè âèäà

f(x) = min
i∈I

max
j∈J

aij(x) (2.1)

ãäå aij(x) - àôèííûå èëè êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå ôóíêöèè ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ íà ïðàêòèêå âî

ìíîãèõ îòðàñëÿõ, òàêèõ êàê òåõíèêà, ýêîíîìèêà è äðóãèõ. Ïîýòîìó ðàñ-

ñìîòðåíèå èìåííî ýòèõ ôóíêöèé îáîñíîâàíî.
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Ãëàâà 3

Ðàññìàòðèâàåìûå ìåòîäû

Ïðèâåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû [6, 12], êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ â

äàëüíåéøåì.

3.1 Êâàçèäèôôåðåíöèàëû

Ïóñòü íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå S ⊂ Rn çàäàíà êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ f(x).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) êâàçèäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ S,
åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ g ∈ Rn è

åñëè ñóùåñòâóþò âûïóêëûå êîìïàêòû ∂f(x0) ⊂ Rn è ∂f(x0) ⊂ Rn òàêèå,

÷òî

∂f(x0)

∂g
≡ lim

a→+0
a−1[f(x0 + ag)− f(x0)] = max

v∈∂f(x0)
(v, g) + min

w∈∂f(x0)
(w, g) (3.1)

Ïàðó ìíîæåñòâ

Df(x0) = [∂f(x0), ∂f(x0)] (3.2)

íàçîâåì êâàçèäèôôåðíöèàëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0, à ìíîæåñòâà ∂f(x0)

è ∂f(x0) - ñîîòâåòñòâåííî ñóáäèôôåðåíöèàëîì è ñóïåðäèôôåðåíöèàëîì

ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0

3.1.1 Íåêîòîðûå ôîðìóëû êâàçèäèôôåðåíöèàëüíîãî

èñ÷èñëåíèÿ

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà êâàçèäèôôåðåíöèàëîâ èñïîëüçóåìûå â äàí-

íîé ðàáîòå
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Ñâîéñòâî 1. Åñëè ôóíêöèè fi(x), i ∈ I ≡ 1 : N , êâàçèäèôôåðåíöè-

ðóåìû â òî÷êå x0 ∈ S, òî ôóíêöèÿ

f(x) = max
i∈I

fi(x) (3.3)

ÿâëÿåòñÿ êâàçèäèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0, ïðè÷åì

Df(x0) = [∂f(x0), ∂f(x0)], (3.4)

ãäå

∂f(x0) = co{∂fk(x0)−
∑

i∈R(x0),i 6=k

∂fi(x0)|k ∈ R(x0)} (3.5)

∂f(x0) =
∑

k∈R(x0)

∂fk(x0) (3.6)

Ñâîéñòâî 2. Åñëè ôóíêöèè fi(x), i ∈ I ≡ 1 : N , êâàçèäèôôåðåíöè-

ðóåìû â òî÷êå x0 ∈ S, òî ôóíêöèÿ

f(x) = min
i∈I

fi(x) (3.7)

ÿâëÿåòñÿ êâàçèäèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0, ïðè÷åì

Df(x0) = [∂f(x0), ∂f(x0)], (3.8)

ãäå

∂f(x0) =
∑

k∈R(x0)

∂fk(x0) (3.9)

∂f(x0) = co{∂fk(x0)−
∑

i∈R(x0),i 6=k

∂fi(x0)|k ∈ R(x0)} (3.10)

Â îáîèõ ñâîéñòâàõ

R(x) = {i ∈ I|fi(x) = f(x)} (3.11)

3.1.2 Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàçèäèôôåðåíöèðóåìàÿ íà Rn ôóíêöèÿ

f(x) äîñòèãëà â òî÷êå x∗ ∈ Rn ñâîåãî íàèìåíüøåãî íà Rn çíà÷åíèÿ, íåîá-

õîäèìî, ÷òîáû

−∂f(x0) ⊂ ∂f(x0) (3.12)

Åñëè óñëîâèå (3.12) íå âûïîëíåíî, òî ìîæåì âûáðàòü w0 ∈ ∂f(x0) è v0 ∈
∂f(x0)òàê, ÷òîáû

max
w∈∂f(x0)

min
v∈∂f(x0)

‖v + w‖= min
v∈∂f(x0)

‖v + w0‖= ‖v0 + w0‖ (3.13)

7



Òîãäà g0 = −(v0 + w0)‖v0 + w0‖−1 ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì íàèñêîðåéøåãî

ñïóñêà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0

3.2 Ýêçîñòåðû

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ h : K → R, ï.î. íàK, ãäåK ⊂ Rn - êîíóñ. Âûïóêëàÿ

ï.î. ôóíêöèÿ h : Rn → R íàçûâàåòñÿ âåðõíåé âûïóêëîé àïïðîêñèìàöèåé

[17] ôóíêöèè h íà K, åñëè

h(g) 6 h(g) ∀g ∈ K. (3.14)

Âîãíóòàÿ ï.î. ôóíêöèÿ h : Rn → R íàçûâàåòñÿ íèæíåé âîãíóòîé [17] àï-

ïðîêñèìàöèåé ôóíêöèè h íà K, åñëè

h(g) > h(g) ∀g ∈ K. (3.15)

Ìíîæåñòâî A∗ âåðõíèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèè h íà K íàçû-

âàåòñÿ èñ÷åðïûâàþùèì, åñëè

h(g) = inf
h∈A∗

h(g) ∀g ∈ K. (3.16)

Ìíîæåñòâî A∗ íèæíèõ âîãíóòûõ àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèè h íà K íàçûâà-

åòñÿ èñ÷åðïûâàþùèì, åñëè

h(g) = sup
h∈A∗

h(g) ∀g ∈ K. (3.17)

Òåîðåìà 3.2. [13] Ïóñòü ï.î. ôóíêöèÿ h(g) çàäàíà íà çàìêíóòîì

êîíóñå K, îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà B1K ò.å.

sup
g∈B1K

h(g) < +∞, (3.18)

ãäå B1K = {g ∈ K| ‖g‖6 1}. Òîãäà, åñëè h ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó íà K, òî

ñóùåñòâóåò èñ÷åðïûâàþùåå ñåìåéñòâî âåðõíèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé

ôóíêöèè h íà K.

Åñëè h ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà K, îãðàíè÷åíà ñíèçó íà B1K ò.å.

inf
g∈B1K

h(g) > −∞, (3.19)

òî ñóùåñòâóåò èñ÷åðïûâàþùåå ñåìåéñòâî íèæíèõ âîãíóòûõ àïïðîêñèìàöèé

ôóíêöèè h íà K.
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Êàæäàÿ âûïóêëàÿ ï.î. ôóíêöèÿ h ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåä-

ñòàâëåíà [18] â âèäå

h(g) = max
v∈C(h)

〈v, g〉 ∀g ∈ Rn, (3.20)

ãäå C(h) - âûïóêëûé êîìïàêò. Ïîýòîìó ìîæåì ïåðåïèñàòü (3.16) òàê;

h(g) = inf
C∈E∗

max
v∈C
〈v, g〉 ∀g ∈ K, (3.21)

ãäå E∗ = {C ⊂ Rn|C = C(h), h ∈ A∗}. Ìíîæåñòâî E∗ íàçûâàþò âåðõíèì

ýêçîñòåðåîì ôóíêöèè h ïî îòíîøåíèþ ê K.

Àíàëîãè÷íî, òàê êàê êàæäàÿ í.â.à h ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì

ïðåäñòàâëåíà [18] â âèäå

h(g) = min
v∈C(h)

〈v, g〉 ∀g ∈ Rn, (3.22)

ãäå C(h) - âûïóêëûé êîìïàêò, òî (3.17) ìîæåì ïåðåïèñàòü òàê:

h(g) = sup
C∈E∗

min
v∈C
〈v, g〉 ∀g ∈ K, (3.23)

ãäå E∗ = {C ⊂ Rn|C = C(h), h ∈ A∗}. Ìíîæåñòâî E∗ íàçûâàþò íèæíèì

ýêçîñòåðîì ôóíêöèè h ïî îòíîøåíèþ ê K.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé K = Rn. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè h

ñâÿçàíî ñ èçó÷åíèåì ãëàâíîãî ÷ëåíà ïðèðàùåíèÿ íåêîòîðîé èññëåäóåìîé

ôóíêöèè f â íåêîòîðîé ò. x. Ïî ñóòè ýêçîñòåðû äàþò ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî

÷ëåíà: ïóñòü f : X → R, ãäå X ∈ Rn - îòêðûòîå ìíîæåñòâî, è âåðíî

ðàçëîæåíèå

f(x+ g) = f(x) + hx(g) + ox(g), (3.24)

ãäå ox(g) óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé

lim
a↓0

ox(αg)

α
= 0 ∀g ∈ Rn (3.25)

èëè

lim
g→0

ox(g)

‖g‖
= 0 ∀g ∈ Rn (3.26)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ó ôóíêöèè f â òî÷êå x ñóùåñòâóåò âåðõíèé ýêçîñòåð

E∗(x) â ñìûñëå Äèíè èëè Àäàìàðà, åñëè â (3.24)

hx(g) = inf
C∈E∗(x)

max
v∈C
〈v, g〉, (3.27)

9



ox(g) óäîâëåòâîðÿåò(3.25) èëè (3.26) ñîîòâåòñòâåííî, à E∗(x) - ñåìåéñòâî

âûïóêëûõ çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ â Rn.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ó ôóíêöèè f âòî÷êå x ñóùåñòâóåò íèæíèé ýêçî-

ñòåð E∗(x) â ñìûñëå Äèíè èëè Àäàìàðà, åñëè â (3.24)

hx(g) = sup
C∈E∗(x)

min
v∈C
〈v, g〉, (3.28)

ox(g) óäîâëåòâîðÿåò (3.25) èëè (3.26) ñîîòâåòñòâåííî, à E∗(x) - ñåìåéñòâî

âûïóêëûõ çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ â Rn.

Çàìå÷àíèå Îòìåòèì, ÷òî âåðõíèé E∗(x) è íèæíèé E∗(x) ýêçîñòåðû

ôóíêöèè f â òî÷êå x ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýêçîñòåðàìè ôóíê-

öèè hx(g) â 0n, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì, åñëè íå îáãîâàðèâàåòñÿ èíîå, áóäåì

ðàññìàòðèâàòü èìåííî ôóíêöèþ hx(g) â íóëå è èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

h(g), E∗, E∗.

Â [19] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè h(g) - ï.î. ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ, òî

îíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê â âèäå

h(g) = h1(g) = min
C∈E∗

max
v∈C
〈v, g〉, (3.29)

òàê è â âèäå

h(g) = h2(g) = max
C∈E∗

min
v∈C
〈v, g〉, (3.30)

ãäå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ E∗, E∗ îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè (òî åñòü íàé-

äåòñÿ òàêîå r > 0, ÷òî C ⊂ Br(0n) äëÿ âñåõ C ∈ E∗ (E∗), ãäå Br(0n) ∈ Rn -

øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íóëå)

Ïîëó÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f D-ä.ï.í â òî÷êå x è óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè, ó íåå â òî÷êå

x ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî è âåðõíèé è íèæíèé ýêçîñòåðû, ïðåäñòàâëÿþ-

ùèå ñîáîé ñåìåéñòâà âûïóêëûõ êîìïàêòîâ â Rn:

f(x+ g) = f(x) + min
C∈E∗(x)

max
v∈C
〈v, g〉+ o(g), (3.31)

f(x+ g) = f(x) + max
C∈E∗(x)

min
v∈C
〈v, g〉+ o(g), (3.32)

Ñóùåñòâóåò øèðîêèé êëàññ íåãëàäêèõ ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ðàçëîæåíèÿ

(3.31), (3.32) [7, 13]
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Òåîðåìà 3.3 Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0. Òî-

ãäà ñóùåñòâóåò âåðõíèé è íèæíèé ýêçîñòåðû, ñîñòîÿùèå èç îäíîãî îäíîòî-

÷å÷íîãî ìíîæåñòâà êàæäûé

E∗(x0) = {∇f(x0)}, (3.33)

E∗(x0) = {∇f(x0)}, (3.34)

ãäå ∇f(x0) - ãðàäèåíò ôóíêöèè f âòî÷êå x0.

Òåîðåìà 3.4 Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ñóáäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0.

Òîãäà ñóùåñòâóþò âåðõíèé è íèæíèé ýêçîñòåðû âèäà

E∗(x0) = {∂f(x0)}, (3.35)

E∗(x0) = {{v}| v ∈ ∂f(x0)}, (3.36)

ãäå ∂f(x0) - ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f â òî÷êå x0.

Òåîðåìà 3.5 Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ñóïåðäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

x0. Òîãäà ñóùåñòâóþò âåðõíèé è íèæíèé ýêçîñòåðû âèäà

E∗(x0) = {{v}| v ∈ ∂f(x0)}, (3.37)

E∗(x0) = {∂f(x0)}, (3.38)

ãäå ∂f(x0) - ñóïåðäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f â òî÷êå x0.

Òåîðåìà 3.6 Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) êâàçèäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

x0. Òîãäà ñóùåñòâóþò âåðõíèé è íèæíèé ýêçîñòåðû âèäà

E∗(x0) = {C = w + ∂f(x0)| w ∈ ∂f(x0)}, (3.39)

E∗(x0) = {C = v + ∂f(x0)| v ∈ ∂f(x0)}, (3.40)

ãäå [∂f(x), ∂f(x)] - êâàçèäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f â òî÷êå x0.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ êâàçèäèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ èìååò êàê

âåðõíèé, òàê è íèæíèé ýêçîñòåðû. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî.
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3.2.1 Óñëîâèå ìèíèìóìà â òåðìèíàõ ýêçîñòåðîâ

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : X → R, ãäå X - îòêðûòîå ìíîæåçñòâî èç Rn,

äëÿ êîòîðîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ Rn èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

f(x+ g) = f(x) + h(g) + ox(g), (3.41)

ãäå h - ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 3.7 Åñëè â (3.41) ox(g) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

lim
a↓0

ox(αg)

α
= 0 ∀g ∈ Rn (3.42)

òî f ÿâëÿåòñÿ D-ä.ï.í. â òî÷êå x, à óñëîâèå

h(g) ≥ 0 ∀g ∈ Rn (3.43)

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà X.

Åñëè îêàçàëîñü, ÷òî

lim
‖g‖→0

ox(g)

‖g‖
= 0 ∀g ∈ Rn (3.44)

òî f ÿâëÿåòñÿ D-ä.ï.í. â òî÷êå x, óñëîâèå (3.43) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì

óñëîâèåì ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà X, à óñëîâèå

h(g) > 0 ∀g ∈ Rn (3.45)

ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà X.

Òåîðåìà 3.8 Åñëè â (3.41) ox(g) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

lim
a↓0

inf
ox(αg)

α
= 0 ∀g ∈ Rn (3.46)

òî f ÿâëÿåòñÿ D-í.ä.ï.í. â òî÷êå x, à óñëîâèå

h(g) ≥ 0 ∀g ∈ Rn (3.47)

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà X.

Åñëè îêàçàëîñü, ÷òî

lim
‖g‖→0

inf
ox(g)

‖g‖
= 0 ∀g ∈ Rn (3.48)

òî f ÿâëÿåòñÿ D-í.ä.ï.í. â òî÷êå x, óñëîâèå (3.47) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì

óñëîâèåì ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà X, à óñëîâèå
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h(g) > 0 ∀g ∈ Rn (3.49)

ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà X.

Òåîðåìà 3.9 [13] Äëÿ òîãî ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

h(g) = min
C∈E∗

max
v∈C
〈v, g〉 ≥ ∀g ∈ S (3.50)

ãäå E∗ - ñåìåéñòâî âûïóêëûõ êîìïàêòîâ â Rn, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû

0n ∈ C ∀C ∈ E∗ (3.51)

Òåîðåìà 3.10 [13] Äëÿ òîãî ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

h(g) = min
C∈E∗

max
v∈C
〈v, g〉 > ∀g ∈ S (3.52)

ãäå E∗ - ñåìåéñòâî âûïóêëûõ êîìïàêòîâ â Rn, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû

0n ∈ intC ∀C ∈ E∗ (3.53)

Åñëè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ ýêçîñòåðîâ

íå âûïîëíåíû, òî ìîæåì íàéòè íàïðàâëåíèå ñïóñêà.

Íàïðèìåð, åñëè (3.53) íå èìååò ìåñòà â òî÷êå x, òî ñóùåñòâåò C̃ ∈ E∗(x)
òàêîå, ÷òî 0n /∈ C. Ïîëîæèâ

d(C) = min
v∈C
‖v‖= ‖vc‖> 0, gC = − vC

‖vC‖
(3.54)

ïîëó÷èì

h(gC̃) = min
C∈E∗(x)

max
v∈C
〈v, gC̃〉 6 max

v∈C̃
〈v, gC̃〉 = −d(C̃). (3.55)

Íàéäÿ Ĉ, äëÿ êîòîðîãî

d(Ĉ) = sup
C∈E∗(x)

d(C), (3.56)

Ïîëó÷èì íàïðàâëåíèå íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà (̂g) = gC̃ è ñêîðîñòü íàèìñêî-

ðåéøåãî ñïóñêà −d(Ĉ) ôóíêöèè f â òî÷êå x

È â òåðìèíàõ ýêçîñòåðîâ [12] è â òåðìèíàõ êâàçèäèôôåðåíöèàëîâ [6] ñôîð-

ìóëèðîâàíî óñëîâèå ìàêñèìóìà, íî ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ òîëüêî ìèíèìè-

çàöèåé, òàê êàê çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å ìèíè-

ìèçàöèè.
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Ãëàâà 4

Ñðàâíåíèå

È êâàçèäèôôåðåíöèàëû è âåðõíèå ýêçîñòåðû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íàõîæäå-

íèÿ ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèé. Ïîäðîáíî ðàññìîòðèì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ

ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) ïðè ïîìîùè âåðõíèõ ýêçîñòåðîâ èëè êâàçèäèô-

ôåðåíöèàëîâ:

1. Âûáèðàåòñÿ íà÷àëüíàÿ êîîðäèíàòà x0

2. Äëÿ f(xk) íàõîäèòñÿ êâàçèäèôôåðåíöèàë (âåðõíèé ýêçîñòåð), ãäå k -

êîëè÷åñòâî ñäåëàííûõ øàãîâ ñïóñêà

3. Ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå ìèíèìóìà ôóíêöèè ïî (3.12)( (3.53) äëÿ âåðõíå-

ãî ýêçîñòåðà), åñëè îíî íå âûïîëíåíî, òî ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 4, åñëè

âûïîëíåíî, òî çàâåðøàåì âû÷èñëåíèÿ è áåðåì íàéäåííóþ òî÷êó â êà-

÷åñòâå ðåøåíèÿ

4. Ïðè ïîìîùè êâàçèäèôôåðåíöèàëà (âåðõíåãî ýêçîñòåðà) íàõîäèòñÿ íà-

ïðàâëåíèå íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà g ïî ôîðìóëàì (3.13) ((3.56) äëÿ âåðõ-

íåãî ýêçîñòåðà)

5. Äëÿ íàéäåííîãî íàïðàâëåíèÿ ïðîèñõîäèò îäíîìåðíàÿ ìèíèìèçàöèÿ ôóíê-

öèè f(xk−αg) ìåòîäîì íóëåâîãî ïîðÿäêà, íàïðèìåð ìåòîäîì çîëîòîãî

ñå÷åíèÿ

6. Èç ïóíêòà 5 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òî÷êó ñïóñêà xk+1

7. Óâåëè÷èâàåì k íà åäèíèöó è ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 2

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñðàâíèòü àïïàðàò ýêçîñòåðîâ ñ àïïàðàòîì êâàçèäèôôå-

ðåíöèàëà, ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ñëåäóþùåé ôóíêöèè

(4.1)F = min{max{x0 + x1 + 1, x0 − x1 + 1,−2x0 + x1 − 14},max{−x0

− x1 + 1, 5x0 − x1 − 12, x1 − x0 + 1}}
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ãäå x = (x0, x1) ∈ R2

Äëÿ íà÷àëà, ÷òîáû ïîêàçàòü ñõîäñòâî êâàçèäèôôåðåíöèàëîâ è ýêçî-

ñòåðîâ, ðàññìîòðèì ñëó÷àé x0 = (−1,−1)
Ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå êâàçèäèôôåðåíöèàëà:

1. Ïîñòðîèì ôóíêöèè

h1 = x0 + x1 + 1, h2 = x0 − x1 + 1

h3 = −2x0 + x1 − 14, h4 = −x0 − x1 + 1

h5 = 5x0 − x1 − 12, h6 = x1 − x0 + 1

h7 = max{h1, h2, h3}, h8 = max{h4, h5, h6}
F = min{h7, h8}

2. Ôóíêöèè h1−h7 ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, ïîýòîìó íàõîäèì ïî îïðåäåëåíèþ

êâàçèäèôôåðåíöèàë ãëàäêèõ ôóíêöèé :

∂h1 = (1, 1), ∂h1 = (0, 0)

∂h2 = (1,−1), ∂h2 = (0, 0)

∂h3 = (−2, 1), ∂h3 = (0, 0)

∂h4 = (−1,−1), ∂h4 = (0, 0)

∂h5 = (5,−1), ∂h5 = (0, 0)

∂h6 = (−1, 1), ∂h6 = (0, 0)

3. Ïî ôîðìóëå (3.4)

∂h7 = (1,−1), ∂h7 = (0, 0)

∂h8 = (−1,−1), ∂h8 = (0, 0)

4. Äàëåå ïî ôîðìóëå (3.8)

∂h(x) = (1,−1) ∂h(x) = (0, 0)

Âåðõíèé ýêçîñòåð ìîæíî âçÿòü íàïðÿìóþ èç ôóíêöèè, òàê êàê îíà

óæå íàõîäèòñÿ â ìèíèìàêñíîé ôîðìå, ïîñëåäîâàòåëüíî îáúåäèíÿÿ â âû-

ïóêëóþ îáîëî÷êó àêòèâíûå ïîä ìàêñèìóìîì âíóòðåííèå ôóíêöèè. Êàæ-

äûé àêòèâíûé ìàêñèìóì áóäåò îòäåëüíûì ýëåìåíòîì âåðõíåãî ýêçîñòåðà.

Â äàííîì ñëó÷àå àêòèâíàÿ ôóíêöèÿ âñåãî îäíà x0 − x1 + 1

E∗ = (1,−1) (4.2)

Ïîèñê íàïðàâëåíèé â òåðìèíàõ êâàçèäèôôåðåíöèàëàõ ïî ôîðìóëå (3.13)

ïî ñâîåé ïðàêòè÷åñêîé ñóòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäóþùèå øàãè:

15



1. Âûáèðàåòñÿ òî÷êà èç ìèíóñ ñóïåðäèôôåðåíöèàëà è íàõîäèòñÿ ðàññòî-

ÿíèå îò íåå äî ñóáäèôôåðåíöèàëà.

2. Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùèì òî÷êàì ñóïåðäèôôåðåíöèàëà è âûáèðàåì ìàê-

ñèìàëüíîå ïîëó÷åííîå â øàãå 1 ðàññòîÿíèå.

3. Òî÷êè íà ñóïåð- è ñóáäèôôåðåíöèàëå ìåæäó êîòîðûìè ïîëó÷åíî ýòî

ðàññòîÿíèå äàþò íàïðàâëåíèå ñïóñêà.

Â òåðìèíàõ ýêçîñòåðîâ â ïðàêòè÷åñêîì ñìûñëå ïîèñê íàïðàâëåíèÿ ïî ôîð-

ìóëå (3.56) âûãëÿäèò àíàëîãè÷íî êâàçèäèôôåðåíöèàëàì, òîëüêî âìåñòî òî-

÷åê ñóïåðäèôôåðåíöèàëà áåðåòñÿ 0, à âìåñòî ñóáäèôôåðåíöèàëà - ýëåìåí-

òû âåðõíåãî ýêçîñòåðà.

Øàãè ìèíèìèçàöèè ïðèâåäåíû â òàáëèöå:

x0 êâä ýêçîñòåð íàïðàâëåíèå øàã

(-1,-1) (1,−1), {0} (1,-1) (-1,1) 1

(0,-2) co{(1,−1), (1, 1)}, {0} co{(1,−1), (1, 1)} (0,-1) 3

(0,-5) co{(1, 1),
(−2, 1),(1,−1)}, {0}

co{(1, 1),(−2, 1),
(1,−1)}

Âûïîëíåíî

óñëîâèå

ìèíèìóìà

0

Êàê âèäíî, íà âñåõ øàãàõ ñóáäèôôåðåíöèàëû è ýêçîñòåðû ñîâïàäàþò, ñó-

ïåðäèôôåðåíöèàë ðàâåí 0, à òàêæå ïîëó÷åííûå íàïðàâëåíèÿ,êàê è ñïîñîá

èõ ïîëó÷åíèÿ, àáñîëþòíî èäåíòè÷íû, ïîýòîìó â äàííîì ïðèìåðå ðàçíèöû

ìåæäó ìåòîäàìè íåò.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ðàçíèöà åñòü è îíà ñóùåñòâåííà.

Èñõîäíîé òî÷êîé âîçüìåì x0 = (0, 0)

Äëÿ x0 = (0, 0) E∗, âûïèñàííûé íàïðÿìóþ, ïðèíèìàåò âèä

E∗ = {co{(1, 1), (1,−1)}, co{(−1,−1)(−1, 1)}} (4.3)

Ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå êâàçèäèôôåðåíöèàëà:

1. Ïîñòðîèì ôóíêöèè

h1 = x0 + x1 + 1 h2 = x0 − x1 + 1

h3 = −2x0 + x1 − 14, h4 = −x0 − x1 + 1

h5 = 5x0 − x1 − 12, h6 = x1 − x0 + 1

h7 = max{h1, h2, h3}, h8 = max{h4, h5, h6}
F = min{h7, h8}
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2. Ôóíêöèè h1−h7 ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, ïîýòîìó íàõîäèì ïî îïðåäåëåíèþ

êâàçèäèôôåðåíöèàë ãëàäêèõ ôóíêöèé :

∂h1 = (1, 1), ∂h1 = (0, 0)

∂h2 = (1,−1), ∂h2 = (0, 0)

∂h3 = (−2, 1), ∂h3 = (0, 0)

∂h4 = (−1,−1), ∂h4 = (0, 0)

∂h5 = (5,−1), ∂h5 = (0, 0)

∂h6 = (−1, 1), ∂h6 = (0, 0)

3. Ïî ôîðìóëå (3.4)

∂h7 = co{(1, 1), (1,−1)}, ∂h7 = (0, 0)

∂h8 = co{(−1, 1), (−1,−1)}, ∂h8 = (0, 0)

4. Äàëåå ïî ôîðìóëå (3.8)

∂h(x) = co{(0, 2), (0,−2)}, ∂h(x) = co{(1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1)}

Êâàçèäèôôåðåíöèàë íàéäåííûé ïî óêàçàííûì ôîðìóëàì (3.4) (3.8), íî ñ

ñóïåðäèôôåðåíöèàëîì âçÿòûì ñî çíàêîì ìèíóñ ñîãëàñíî (3.12), áóäåò âû-

ãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (Ðèñ.1):

−3 −2 −1 1 2 3

−2

2

x0

x1

Ðèñ.1 Êâàçèäèôôåðåíöèàë â òî÷êå x0 = (0, 0)

Èñêàòü íàïðàâëåíèå ìîæíî â òåðìèíàõ êâàçèäèôôåðåíöèàëîâ ïî ôîðìó-

ëå (3.13) èëè ïîñòðîèòü âåðõíèé ýêçîñòåð èç êâàçèäèôôåðåíöèàëà è èñ-

ïîëüçîâàòü ïîèñê íàïðàâëåíèÿ â òåðìèíàõ ýêçîñòåðîâ. Ïîñòðîåíèå âåðõíå-

ãî ýêçîñòåðà ïðîèñõîäèò ïî ôîðìóëå (3.39). Ïîèñê íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà ïî

(3.13), ïî ñóòè, ýêâèâàëåíòåí ïîñòðîåíèþ íàïðàëåíèÿ ñïóñêà ïî ôîðìóëå

(3.56) äëÿ âåðõíåãî ýêçîñòåðà, ïîñòðîåííîãî ïî êâàçèäèôôåðåíöèàëó. Ýòî

ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ñîïîñòàâëåíèÿ ôîðìóëû (3.13) ñ âûðàæåíèÿìè

(3.39), (3.56).
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Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå âåðõíåãî ýêçîñòåðà èç êâàçèäèôôåðåíöèàëà ïî-

äðîáíî:

E∗ = {C = w + ∂f(x0)| w ∈ ∂ f(x0)}

= {(1, 1) + co{(0,−2), (0, 2)}, (1,−1) + co{(0,−2), (0, 2)},

(−1,−1) + co{(0,−2), (0, 2)}, (−1, 1) + co{(0,−2), (0, 2)}}

= {co{(−1,−3)(−1, 1)}, co{(−1, 3)(−1,−1)},

co{(1,−3)(1, 1)}, co{(1, 3)(−1,−1)}

Òàê êàê ïî êîëè÷åñòâó äåéñòâèé ïîèñê íàïðàâëåíèÿ ÷åðåç êâàçèäèôôå-

ðåíöèàë è ÷åðåç ïîñòðîåííûé èç íåãî âåðõíèé ýêçîñòåð ýêâèâàëåíòíû, òî

ìû áóäåì èñêàòü íàïðàâëåíèå â òåðìèíàõ âåðõíèõ ýêçîñòåðîâ. Îáóñëîâëå-

íî ýòî òåì, ÷òî ñðàâíåíèå ñ âåðõíèì ýêçîñòåðîì, ïîñòðîåíûì íàïðÿìóþ èç

ôóíêöèè ìèíèìàêñíîãî âèäà, áóäåò áîëåå íàãëÿäíûì. Îáà ýêçîñòåðà ïðåä-

ñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ (Ðèñ.2, Ðèñ. 3):

−2 −1 1 2

−4

−2

2

4

x0

x1

Ðèñ.2 Âåðõíèé ýêçîñòåð èç ÊÂÄ

−2 −1 1 2

−4

−2

2

4

x0

x1

Ðèñ.3 Âåðõíèé ýêçîñòåð (4.3) èç ôóíêöèè

Êàê ìîæíî çàìåòèòü ýêçîñòåð ïîñòðîåííûé èç êâàçèäèôôåðåíöèàëà

èìååò áîëüøå ýëåìåíòîâ è áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó â öåëîì, ÷òî îñëîæíÿ-

åò ïîèñê íàïðàâëåíèÿ. Ýêçîîñòåð âûïèñàííûé íàïðÿìóþ ïðîùå è òðåáóåò

ìåíüøå äåéñòâèé äëÿ íàõîæäåíèÿ íàïðàâëåíèÿ, êîòîðûå â îáîèõ ñëó÷àÿõ

ïîëó÷àþòñÿ îäèíàêîâûå: 2 íàïðàâëåíèÿ (1,0) è (-1,0) . Äëÿ âåðõíåãî ýê-

çîñòåðà ïîñòðîåííîãî ïî êâàçèäèôôåðåíöèàëó íóæíî èñêàòü ìèíèìàëüíîå

ðàññòîÿíèå îò íóëÿ äî ÷åòûðåõ ìíîæåñòâ, à çàòåì âûáèðàòü èç íèõ ìàêñè-

ìàëüíîå, âî âòîðîì æå ñëó÷àå - âñåãî äî äâóõ ìíîæåñòâ Äàëüíåéøèå øàãè

ñïóñêà ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå
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x0 êâä ýêçîñòåð íàïðàâëåíèå øàã

(0,0) co{(0, 2), (0,−2)},
co{(1, 1), (1,−1),
(−1, 1), (−1,−1)}

{co{(1, 1), (1,−1)},
co{(−1,−1)(−1, 1)}}

(0,-1) 5

(0,-5) co{(1, 1),
(−2, 1),(1,−1)}, {0}

co{(1, 1),(−2, 1),
(1,−1)}

Âûïîëíåíî

óñëîâèå

ìèíèìóìà

0

Ïî òàáëèöå âèäíî, ÷òî â äàëüíåéøèõ øàãàõ íèêàêîé ðàçíèöû ìåæäó ýêçî-

ñòåðîì è êâàçèäèôôèðåíöèàëîì íåò.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð

F =min{max{x0+x1+1, x0−x1+1,−2x0+x1−12},max{−x0−x1+1, 5x0

−x1−12, x1−x0+1},max{5x0+5x1−21, x0−4x1+1,−2x1−3x0+1}}
(4.4)

Èñõîäíîé òî÷êîé âîçüìåì x0 = (0, 0)

Äëÿ x0 = (0, 0) E∗, âûïèñàííûé íàïðÿìóþ, ïðèíèìàåò âèä

E∗ = {co{(1, 1), (1,−1)}co{(−1,−1), (−1, 1)}, co{(1,−4), (−2,−3)}} (4.5)

Êâàçèäèôôåðåíöèàë íàéäåííûé ïî óêàçàííûì ôîðìóëàì (3.4) (3.8), íî ñ

ñóïåðäèôôåðåíöèàëîì âçÿòûì ñî çíàêîì ìèíóñ ñîãëàñíî (3.12), áóäåò âû-

ãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (Ðèñ. 4):

−4 −2 2

−6

−4

−2

2

x0

x1

Ðèñ.4 Êâàçèäèôôåðåíöèàë â òî÷êå x0 = (0, 0)

∂F (x) = co{(1,−6), (1,−2), (−3, 0), (−3,−4)}, (4.6)

∂F (x) = −co{(0, 2), (−4,−2), (−4,−3), (0,−5), (2,−5)} (4.7)

Â ýòîì ñëó÷àåì èñêàòü íàïðàâëåíèå ìû ñíîâà áóäåì â òåðìèíàõ ýêçîñòå-

ðîâ. Ñòðîèòü ýêçîñòåð èç êâàçèäèôôåðåíöèàëà áóäåì ïî ôîðìóëå (3.39).
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Ýêçîñòåð, ïîëó÷èâøèéñÿ èç êâàçèäèôôåðåíöèàëà ìû ìîæåì ñðàâíèòü ñ

íàïðÿìóþ ïîëó÷åííûì èç ôóíêöèè. Îáà ýêçîñòåðà ïðåäñòàâëåíû íà ðè-

ñóíêàõ (Ðèñ.5, Ðèñ. 6):

−10 −5 5 10
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x0

x1

Ðèñ.5 Âåðõíèé ýêçîñòåð èç ÊÂÄ
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Ðèñ.6 Âåðõíèé ýêçîñòåð (4.5) èç ôóíêöèè

Îáà ñëó÷àÿ äàþò íàïðàâëåíèå (-1,-2), Îäíàêî äëÿ ýêçîñòåðà ïî ôóíê-

öèè ïðèøëîñü íàéòè ðàññòîÿíèå âñåãî äî 3 îäíîìåðíûõ ìíîæåñòâà, äëÿ ýê-

çîñòåðà èç ÊÂÄ - äî 5 äâóìåðíûõ. Ðàçíèöà âåñüìà ñóùåñòâåííàÿ

äàëüíåéøèå øàãè ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå:

x0 êâä ýêçîñòåð íàïðàâëåíèå øàã

(0,0) co{(1,−6),
(1,−2), (−3, 0),
(−3,−4)},
−co{(0, 2),
(−4,−2), (−4,−3)
, (0,−5), (2,−5)}

{co{(1, 1), (1,−1)}
co{(−1,−1), (−1, 1)},
co{(1,−4), (−2,−3)}}

(-1,-2) 1

(1,2) co{(5, 5),
(1,−4),(−3,−2)},
{0}

co{(5, 5),
(1,−4),(−3,−2)}

Âûïîëíåíî

óñëîâèå

ìèíèìóìà

0

Â ýòîì ïðèìåðå íàãëÿäíî ïîêàçàíî íàñêîëüêî ñëîæíåå âûãëÿäèò ýêçîñòåð

ïîñòðîåííûé ÷åðåç êâàçèäèôôåðåíöèàë. Ýòà ñëîæíîñòü ïðèâîäèò ê ëèø-

íèì âû÷èñëåíèÿì äëÿ íàõîæäåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà, ïîýòîìó èñïîëüçî-

âàòü êâàçèäèôôåðåíöèàë â òàêèõ ñëó÷àÿ êðàéíå íåýôôåêòèâíî ïî ñðàâíå-

íèþ ñ ýêçîñòåðàìè. Áîëåå òîãî, âî âñåõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàíèÿ êâàçèäèô-

ôåðåíöèàëà ìû ëèáî ÿâíî, ëèáî íåÿâíî ïåðåõîäèì ê ýêçîñòåðàì íà øàãå

ïîèñêà íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà.
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Ãëàâà 5

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå áûëà ïðîèçâåäåíà îïòèìèçàöèÿ íåñêîëüêèõ ôóíêöèé ïðè

ïîìîùè ýêçîñòåðîâ è êâàçèäèôôåðåíöèàëîâ è ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå, êî-

òîðîå íàãëÿäíî ïîêàçàëî ÷òî â ôóíêöèÿõ ðàññìàòðèìàåãî òèïà ýêçîñòåðû

çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿò êâàçèäèôôåðåíöèàëû ïî ýôôåêòèâíîñòè, òàê êàê

èñêàòü íàïðàâëåíèå ñïóêà â íèõ ãîðàçäî ïðîùå. Èñõîäÿ èç ýòîãî, èñïîëüçî-

âàíèå ýêçîñòåðîâ â çàäà÷àõ, ãäå èõ íàõîæäåíèå íå ïðåäïîëàãàåò âû÷èñëåíèå

êâàçèäèôôåðåíöèàëà , ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì, à â òåõ çàäà÷àõ ãäå

ïðåäïîëàãàåò [20] ñòîëü æå ýôôåêòèâíûì, êàê è êâàçèäèôôåðåíöèàë. Ïî-

ýòîìó ìîæíî ñêàçàòü ÷òî èñïîëüçîâàíèå ýêçîñòåðîâ â çàäà÷àõ íåãëàäêîé

îïòèìèçàöèè áîëåå îïðàâäàíî, ÷åì èñïîëüçîâàíèå êâàçèäèôôåðåíöèàëîâ.
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