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1. Введение

Работа посвящена асимптотической выпуклой геометрии. Объектом изу-

чения служат выпуклые тела: выпуклые компактные подмножества евкли-

дова пространства с непустой внутренностью. Они используются в многих

областях математики, таких как линейное программирование, теория ве-

роятности, функциональный анализ и других.

Эллипсоид максимального объема внутри выпуклого тела был впервые

охарактеризован Джоном в терминах точек касания xi в [5] при помощи

оптимизационной теоремы (теорема 1). Такие эллипсоиды имеют важную

роль в изучении расстояний между выпуклыми телами (для ознакомле-

ния с некоторыми из них см., например, [8]). Если эллипсоид Джона —

шар, то единичный оператор раскладывается в сумму проекций xi ⊗ xi

с положительными коэффицентами. Это привело ко многим результатам

в теории аппрокимации конечномерных нормированных пространств (см.,

например, [3], [8], [9]).

В работе приводится подробный разбор статей Гордона, Литвака, Мей-

ера и Пажора [1] и Хименеса и Насоди [2].

В данной работе изучается аналог разложения Джона для произволь-

ных выпуклых тел K, L, где K в положении максимального объема в L

(следствие 1). Некоторые из важных применений такого разложения еди-

ничного оператора:

• получена оценка расстояния Банаха–Мазура между симметричным

и произвольным выпуклыми телами и ее точность (теорема 6 и след-

ствие 5);

• если L — строго выпуклое или гладкое тело и расстояние Банаха–

Мазура между телами K и L равно n, то K — симплекc (теорема

9).
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2. Обозначения

Введем стандартные обозначения. Пространство Rn снабжено Евклидо-

вым скалярным произведением 〈., .〉. In — тождественный оператор из Rn

в Rn. Пространство линейных операторов L снабжено скалярным про-

изведением, которое определено по формуле 〈S, T 〉 = tr(S∗T ) для всех

S, T ∈ L (Rn). Mn(R) — пространство матриц с вещественными элемен-

тами.

Выпуклое тело в Rn — это компактное выпуклое множество с непустой

внутренностью. Оно строго выпукло, если на границе не содержится ни

одного невырожденного отрезка. Гладкое выпуклое тело — это выпуклое

тело с единственной опорной гиперплоскостью в каждой точке границы.

ПустьK ⊂ Rn — выпуклое тело, такое что 0 ∈ K. Обозначим его объем

|K| и поляру

K◦ = {y ∈ Rn | 〈x, y〉 6 1 ∀x ∈ K}.

Для x ∈ Rn введем норму, связывающую точки пространства с выпук-

лым телом

‖x‖K = inf{λ > 0 |x ∈ λK}.

Для x, y ∈ Rn определим

y ⊗ x(t) = 〈y, t〉x ∀t ∈ Rn.

Если A,B ⊂ Rn, то

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}.

Если z ∈ Rn, то Kz = K − z.

Будем говорить, чтоK ′ — положениеK, если существуют T ∈ GLn, a ∈ Rn,

такие что K ′ = TK + a.

Пусть K,L выпуклые телa в Rn. Тогда

vr(L,K) = inf
K ′⊂L

( |L|
|K ′|

) 1
n

,
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d̃(K,L) = inf
{
αβ |α > 0, β > 0,

1

β
L ⊂ K ⊂ αL

}
,

d(K,L) = inf
z,x∈Rn,u∈GLn

{d̃(uKz, Lx)},

δK = inf{d(K,B) |B — симметричное относительно 0 выпуклое тело в Rn}.

Замечание 1. На самом деле, настоящей метрикой будет не d(·, ·), а ln d(·, ·).

Соответственно, неравенство треугольника

d(A,B) 6 d(A,C) · d(C,B),

где A,B,C — выпуклые тела.

4



3. Факты

Теорема 1. (F. John, см. [5]) Пусть F : RN → R — C1 — функция, S

компактное метрическое пространство и G : RN × S → Rn — непрерыв-

ная функция. Предположим, что для любого s ∈ S существует градиент

∇zG(z, s), который непрерывен на RN × S. Пусть

A = {z ∈ RN |G(z, s) > 0 ∀s ∈ S}

и z0 ∈ A удовлетворяет условию

F (z0) = min
z∈A

F (z).

Тогда, либо ∇zF (z0) = 0, либо для некоторого 1 6 m 6 N существуют

s1, . . . , sm ∈ S, λ1, . . . , λm ∈ R, λi > 0, такие что

G(z0, si) = 0, (1)

∇zF (z0) =
m∑
i=1

λi∇zG(z0, si).

Замечание 2. Пусть K ⊂ Rn — конус. Тогда

K◦ = {y ∈ Rn | 〈x, y〉 6 1 ∀x ∈ K} = {y ∈ Rn | 〈x, y〉 6 0 ∀x ∈ K}.

Теорема Каратеодори. (см., например, [6]) Пусть A ⊂ Rn — компакт.

Тогда

convA =
{
y ∈ Rn | y =

n+1∑
i=1

λixi, xi ∈ A, λi > 0,
n+1∑
i=1

λi = 1
}
.
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4. Разложение Джона

Пусть C1 — компактное подмножество Rn и C2 — компактное подмноже-

ство аффиных форм на Rn. Предположим, что C1 ⊂ C◦2 .

Определение. Назовем пару точек (x, y) парой касания (C1, C2), если вы-

полнены следущие условия

1. 〈x, y〉 = 1,

2. x ∈ C1 ∩ ∂C◦2 ,

3. y ∈ C2 ∩ ∂C◦1 .

Лемма 1. Пусть K — выпуклый компакт, 0 ∈ intK. Тогда K◦ — выпук-

лый компакт и 0 ∈ intK◦.

Доказательство. Пусть x, y ∈ K◦, z ∈ K, t ∈ (0, 1). Тогда

〈tx+ (1− t)y, z〉 = t〈x, z〉+ (1− t)〈y, z〉 6 1.

Замкнутость очевидна. Докажем ограниченность.

Заметим, что

(B(0, r))◦ = B
(

0,
1

r

)
и

K1 ⊂ K2 Z⇒ K◦2 ⊂ K◦1 .

По условию K — ограничено и имеет непустую внутренность, а значит

существуют r и R, такие что

B(0, r) ⊂ K ⊂ B(0, R).

Поэтому

B
(

0,
1

R

)
⊂ K◦ ⊂ B

(
0,

1

r

)
.

Замечание 3. Рассмотрим отображение

t→ (x⊗ y)(t),
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где t, x, y ∈ Rn. Матрица этого оператора — {xiyj}ni,j=1, где xi, yj — соот-

ветствующие координаты векторов x и y.

Лемма 2. Пусть F : Rn2×n → R — гладкая функция, определенная по

формуле

F (T, a) = − detT,

где a ∈ Rn и T ∈ Rn2 — линейное отображение из Rn в Rn. Пусть S

компакт. Определим функцию G : RN × S → R по формуле

G((T, a), (x, y)) = 1− 〈a+ Tx, y〉.

Тогда

1.∇(T,a)F = (− detT · (T−1)∗, 0),

2.∇(T,a)G(·, (x, y)) = (−∇T 〈Tx, y〉,−∇a〈a, y〉) = −(x⊗ y, y).

Доказательство. 1. Пусть {tij}ni,j=1 — матрица невырожденного оператора

T. Тогда матрица обратного оператора

T−1 = (detT )−1


A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n

... ... . . . ...

An1 An2 · · · Ann



T

,

где Aij — алгебраическое дополнение элемента tij. Заметим, что сопряжен-

ная матрица совпадает с транспонированной, так как все элементы веще-

ственные.

Определитель матрицы может быть найден по формуле

detT =
n∑
i=1

tijAij,

поэтому

(detT )′tij = Aij.
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2. Первое равенство в формуле очевидно. Проверим второе. Пусть

〈Tx, y〉 =
n∑

i,j=1

tijyixj.

Продифференцируем сумму по элементу tij. Тогда

(〈Tx, y〉)′tij = yixj.

По замечанию 3 это является матрицей оператора x⊗ y.

Замечание 4. Пусть C1 и C2 компактные подмножества Rn, такие что

int convC1 6= ∅ и 0 ∈ int convC2. Множество C◦2 ограничено, следовательно

detT ограничен на множестве {(T, a) ∈ GLn×Rn |T (convC1) + a ⊂ C◦2}.

Поэтому существует положение convC1, которое имеет максимальный объ-

ем в C◦2 .

Теорема 2. Пусть C1 и C2 компактные подмножества Rn, такие что

int convC1 6= ∅ и 0 ∈ int convC2. Если convC1 в положении максимально-

го объема в C◦2 , то существует m 6 n2+n пар касания (xi, yi) для (C1, C2)

и числа c1, . . . , cm > 0, такие что

1. In =
∑m

i=1 cixi ⊗ yi,

2.
∑m

i=1 ciyi = 0.

Доказательство. Пусть N = n2 + n и RN = Rn2 × Rn. Определим функ-

ции F и G как в предыдущей лемме и S = C1 × C2. Пусть A = {z ∈

RN |G(z, s) > 0 ∀s ∈ S}. Заметим, что

(T, a) ∈ A⇔ G((T, a), (x, y)) > 0 ∀(x, y) ∈ S

⇔ 〈a+ Tx, y〉 6 1 ∀x ∈ C1, ∀y ∈ C2

⇔ a+ Tx ⊂ C◦2 ∀x ∈ C1

⇔ a+ T (convC1) ⊂ C◦2 .

Пусть отображение T невырождено, тогда

∇(T,a)F = (− detT · (T−1)∗, 0) и
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∇(T,a)G(·, (x, y)) = (−∇T 〈Tx, y〉,−∇a〈a, y〉) = −(x⊗ y, y).

Так как convC1 в положении максимального объема в C◦2 , минимум F

достигается на (In, 0). Поэтому по теореме 1 существуют m 6 N, λi > 0,

si ∈ S, si = (xi, yi), где 1 6 i 6 m, такие что

(−In, 0) = ∇(T,a)F (In, 0) =
m∑
i=1

λi∇(T,a)G((In, 0), si) = −
m∑
i=1

λi(xi ⊗ yi, yi).

Сравнив следы в этом равенстве, получим, что

n =
m∑
i=1

λi.

Проверим, что (xi, yi) — пара касания:

〈xi, yi〉 = 1−G((In, 0), (xi, yi)) = 1, (2)

так как выполняется условие (1) для всех 1 6 i 6 m. Из того, что xi ∈

C1 ⊂ C◦2 и yi ∈ C2 ⊂ C◦1 , мы получаем, что xi ∈ ∂C◦2 и yi ∈ ∂C◦1 . То есть

(xi, yi) — пара касания и

In =
m∑
i=1

λixi ⊗ yi,
m∑
i=1

λiyi = 0.

Замечание 5. Без второго условия в теореме будет достаточно m 6 n2

точек касания.

Следствие 1. Пусть K и L выпуклые компактные подмножества Rn с

непустой внутренностью и 0 ∈ int convL. Если K в положении макси-

мального объема в L, то существует m 6 n2 + n пар касания (xi, yi) для

(ExtK,ExtL◦) и числа c1, . . . , cm > 0, такие что

1. In =
∑m

i=1 cixi ⊗ yi,

2.
∑m

i=1 ciyi = 0.

Доказательство. Применим теорему 2 к C1 = ExtK и C2 = ExtL◦.
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Следствие 2. Пусть A — компактное подмножество конечномерного

аффинного пространства E и B — компактное подмножество аффин-

ных форм на E. Предположим, что единичный оператор максимизирует

объем T (convA) среди всех аффиных отображений T, таких что T (A) ⊂

P (B) = {M ∈ E | f(M) 6 0 ∀f ∈ B}.

Тогда существуют пары (Mi, fi)16i6m ∈ A×B и c1, . . . , cm > 0, такие

что

1. fi(Mi) = 0 для любого 1 6 i 6 m,

2.
∑m

i=1 cifi = const на E,

3. f =
∑m

i=1 cif(Mi)fi для любой аффинной формы f на E.

Доказательство. После выбора начала координат и базиса, можем счи-

тать, что задача поставлена в Rn. Предполагаем, что intP (B) непуста. По-

сле перемещения, также можем считать, что 0 ∈ intP (B). В этих условиях,

P (B) — поляра. Повторяя доказательство теоремы 2 c функцией

G((T, a), (x, y)) = −〈a+ Tx, y〉

и учитывая условие (1), получим следущее равенство вместо условия (2)

0 = −G((In, 0), (xi, yi)) = 〈xi, yi〉.

Теорема 3. Пусть K и L выпуклые тела в Rn с непустой внутренно-

стью, такие что K в положении максимального объема в L. Тогда суще-

ствуют z ∈ intK иm 6 n2+n пар касания (ui, vi)16i6m для (ExtKz,ExtL◦z)

и числа a1, . . . , am > 0, такие что

1. In =
∑m

i=1 aiui ⊗ vi,

2.
∑m

i=1 aiui =
∑m

i=1 aivi = 0.

Доказательство. Cчитаем, что 0 ∈ intK. Пусть (xi, yi)16i6m — существую-

щие по следствию 1 пары касания для (ExtK,ExtL◦) с числами c1, . . . , cm > 0.
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Пусть

z =
1

n+ 1

m∑
i=1

cixi.

Из того, что K — выпукло и
∑ ci

n = 1, следует, что
∑
cixi
n ∈ K. Это

равносильно тому, что n+1
n z ∈ K, а значит

z ∈ n

n+ 1
K ⊂ n

n+ 1
L.

Заметим, что z ∈ intL. Так как K ⊂ L, точка касания yi принадлежит

L◦ ⊂ K◦, а значит 〈x, yi〉 6 1 для любого x ∈ K. То есть

〈z, yi〉 =
1

n+ 1

m∑
j=1

cj〈xj, yi〉 6
n

n+ 1
< 1.

Определим для 1 6 i 6 m

ui = xi − z и vi = γiyi, где γi = (1− 〈yi, z〉)−1.

Так как xi — точка касания, ui ∈ ExtKz∩∂Lz. Для z ∈ intL определим

отображение Q : L◦ → Rn по формуле

Q(y) =
y

1− 〈y, z〉
.

Оно биективно из L◦ в L◦z. Обратное отображение определено формулой

Q−1(s) =
s

1 + 〈s, z〉
.

Рассмотрим точку x = tQ(a) + (1 − t)Q(b), принадлежащую отрезку с

концами Q(a) и Q(b). Пусть 〈a, z〉 =: az и 〈b, z〉 =: bz. Тогда

Q−1(x) =
t a
1−az + (1− t) b

1−bz
1 + t〈 a

1−az , z〉+ (1− t)〈 b
1−bz , z〉

= c1a+ c2b,

где

c1 =
t(1− bz)

1− az + t(az − bz)
и c2 =

t(az − 1) + 1− az
1− az + t(az − bz)

,
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а значит c1+c2 = 1, то есть прообраз точки x лежит на отрезке с концами a

и b. Это влечет равенствоQ(ExtL◦) = ExtL◦z.По определению vi, Q(yi) = vi

для любого i и

〈ui, vi〉 = 〈xi − z, γiyi〉 = γi(〈xi, yi〉 − 〈z, yi〉) = γi(1− 〈z, yi〉) = 1.

Из того, что ui ∈ Kz и vi ∈ L◦z ⊂ K◦z следует, что vi ∈ ∂K◦z . То есть

(ui, vi) — пара касания для (ExtKz,ExtL◦z.)

Пусть ai = ci
γi
> 0. Тогда по следствию 1 для любого x ∈ Rn верны

следущие равенства( m∑
i=1

aiui ⊗ vi
)
x =

m∑
i=1

ai〈ui, x〉vi =
m∑
i=1

aiγi〈xi − z, x〉yi =

=
m∑
i=1

ci〈xi, x〉yi −
m∑
i=1

ciyi〈z, x〉 =

= In(x)− 0 · 〈z, x〉 = x.

То есть In =
∑m

i=1 aiui ⊗ vi и
m∑
i=1

aivi =
m∑
i=1

ciyi = 0.

Из равенства
∑m

i=1 ci = n следует, что
m∑
i=1

aiui =
m∑
i=1

ci(1− 〈z, yi〉)(xi − z) =

=
m∑
i=1

cixi −
m∑
i=1

ci · z −
m∑
i=1

ci〈z, yi〉xi +
〈
z,

m∑
i=1

ciyi

〉
z =

= (n+ 1)z − nz − In(z)− z · 0 = 0.

Определение. Если для некоторых выпуклых тел K, L ⊂ Rn выполнены

условия теоремы, то будем говорить, что K в позиции Джона в L. То есть

K ⊂ L и выполнены равенства

In =
m∑
i=1

aiui ⊗ vi,
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m∑
i=1

aiui =
m∑
i=1

aivi = 0

для некоторых m ∈ N, {ui}mi=1 ⊂ ∂L ∩ ∂K, {vi}mi=1 ⊂ ∂L◦ ∩ ∂K◦,

a1, . . . , am > 0 и 〈ui, vi〉 = 1 для всех 1 6 i 6 m.
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5. Разложение Джона: частные случаи

Лемма 3. Пусть A — компактное хаусдорфово пространство и g, g0 :

A→ R — полунепрерывные сверху функции. Предположим, что g0 6 1 и

из того, что g0(x) = 1, следует, что g(x) 6 0. Тогда

1. Для любого ε > 0 существует 0 < ν 6 1, такое что если g0(x) >

1− ν, то g(x) 6 ε;

2. Для любого ε > 0 существует константа Mε, такая что

g − εg0 6Mε(1− g0).

Доказательство. 1. Предположим противное, то есть существует ε > 0,

такой что для любого 0 < δ 6 1 существует x ∈ A, такой что g0(x) > 1− δ

и g(x) > ε.

• Если g0(x) = 1, то 0 < ε 6 g(x) 6 0 — противоречие.

• Если g0(x) < 1, то рассмотрим множества Bk = {x ∈ A | g0(x) <

1− 1
k}, которые являются открытыми, так как функция g0 — полу-

непрерывна. Этот набор является покрытием A. Пространство A —

компактно, поэтому можем выделить конечное подпокрытие

A =
N⋃
k=1

Bk.

Тогда

1− δ 6 g0(x) < 1− 1

N
.

Пусть δ = 1
2N < 1. Получаем противоречие.

2. Пусть

β = sup
x∈A

g(x) < +∞.

Тогда

1) если g0(x) > 1−ν иM > ε, то g(x)+(M−ε)g0(x) 6 ε+(M−ε) 6M,
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2) если g0(x) 6 1− ν и M > β
ν , то

g(x) + (M − ε)g0(x) 6 g(x) + (M − ε)(1− ν) 6 β+M −Mν− ε(1− ν) 6M.

Поэтому константа Mε = max
{
ε, βν

}
подходит.

Через X∗ будем обозначать сопряженное к нормированному простран-

ству X. Для A ⊂ X и B ⊂ X∗ определим поляры как

A◦ = {y ∈ X∗ | y(x) 6 1 ∀x ∈ A} и

B◦ = {x ∈ X | y(x) 6 1 ∀y ∈ B}.

Теорема 4. Пусть U — непустое открытое подмножество нормирован-

ного пространства X, A — σ(X∗, X)-компактное подмножество X∗ и

F : X → R — дифференцируемая по Гато функция. Для x0 ∈ A◦ ∩ U

определим

B(x0) = conv{f ∈ A | f(x0) = 1}.

Тогда

1. Если x0 — локальный максимум F на A◦ ∩ U, то либо dF (x0) = 0,

либо существует λ > 0, такая что dF (x0) ∈ λB(x0).

2. Пусть выполнены следущие условия

а) dF (x0) = 0, или существует λ > 0, такая что dF (x0) ∈ λB(x0),

б) U — выпуклое,

в) F — вогнута на U.

Тогда x0 — глобальный максимум F на A◦ ∩ U.

Доказательство. Пусть

C = {x ∈ X | ∃t > 0 : x0 + tx ∈ A◦ ∩ U}.

Из того, что U — открыто и A — выпукло, следует равенство

C = {x ∈ X | ∃t > 0 : x0 + tx ∈ A◦}.
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Пусть x ∈ C и x′0 = dF (x0) ∈ X∗. Тогда

F (x0 + tx) = F (x0) + tx′0(x) + tεx(t),

где limt→0 εx(t) = 0.

1. Если x0 — локальный максимум F на A◦, то

F (x) 6 F (x0)⇔ x′0(x) 6 0 ∀x ∈ C.

Пусть

D = {x ∈ X | из того, что f(x0) = 1 и f ∈ A следует, что f(x) 6 0}.

Заметим, что D — σ(X,X∗)-замкнуто. Докажем, что

C
σ(X,X∗)

= D.

Пусть x ∈ C и f(x0) = 1. Тогда существует t > 0, такое что x0+tx ∈ A◦

⇔ 〈f, x0 + tx〉 6 1 для всех f ∈ A. То есть

f(x0) + tf(x) 6 1⇔ tf(x) 6 0⇔ f(x) 6 0,

а значит x ∈ D.

Докажем, что D ⊂ C. Применяя лемму 3 к g(f) = f(x) и g0(f) = f(x0),

где f ∈ A — σ(X,X∗)-компакт и x ∈ D, получим, что

f(x) + f(x0)(Mε − ε) 6Mε,

то есть

tf(x) + f(x0)(1− tε) 6 1, где t =
1

Mε
.

Следовательно,

(1− εt)x0 + tx ∈ A◦,

а значит

x− εx0 ∈ C.
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Следовательно, если x ∈ D, то x ∈ C.

Eсли {f ∈ A | f(x0) = 1} = ∅, то D = X и, так как x0 — точка максиму-

ма, x′0 = 0 . Иначе B(x0) 6= ∅. Пусть B — выпуклый конус, порожденный

B(x0) в X∗. Докажем, что B σ(X∗, X)-замкнуто. Рассмотрим {y′i} ⊂ B,

где y′i = aix
′
i, x

′
i ∈ B(x0), ai > 0 и y′i → y′ ∈ X∗ в топологии σ(X∗, X).

Тогда y′i(x0) = ai → y′(x0) и

• если y′(x0) = 0, то ai → 0 и из того, что B(x0) замкнуто, следует, что

y′i → 0 = y′, поскольку B(x0) подмножество компакта A и поэтому

ограничено.

• если y′(x0) 6= 0, то x′i сходятся в топологии σ(X∗, X) в B(x0) и y′ ∈ B.

Значит конус σ(X∗, X)-замкнут и D = B◦. Так как x′0(x) 6 0 для любого

x ∈ C ⊂ D = B◦, по теореме о биполяре получаем

x′0 ∈ B◦◦ = B = B.

2. Пусть x1 ∈ A◦ ∩ U. Тогда x1 − x0 ∈ C ⊂ B◦. Пусть x′0 ∈ B, а значит

x′0(x1 − x0) 6 0, так как B — конус. Из вогнутости F на A◦ ∩ U получаем

F (x1) = F (x0 + x1 − x0) > F (x0) + dF (x0)(x1 − x0) =

= F (x0) + x′0(x1 − x0) > F (x0).

Замечание 6. Докажем теорему 2 при помощи теоремы 4.

Доказательство. Пусть X = X∗ = Mn(R)× Rn с произведением

〈(S, s), (T, t)〉 = tr(S∗T ) + 〈s, t〉.

Рассмотрим компакт

A = {(y ⊗ x, y) |x ∈ C1, y ∈ C2} ⊂ X∗.
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Пусть функция F : X → R определена по формуле

F (T, t) = detT.

Так как C1 в положении максимального объема в C◦2 , maxF (T, t) достига-

ется на (In, 0), то есть

dF (In, 0) = (In, 0) ∈ λB(In, 0).

Рассмотрим B(In, 0):

B(In, 0) = conv{f ∈ A | f(In, 0) = 1} =

= conv{(y ⊗ x, y) | tr((y ⊗ x)∗In) = 1} =

= conv
{

(y ⊗ x, y) |
n∑
i=1

xiyi = 1
}

=

= conv{(y ⊗ x, y) | 〈x, y〉 = 1}.

По теореме Каратеодори

B(In, 0) =
{
z ∈ Rn2+n | z =

n2+n+1∑
i=1

λi(yi ⊗ xi, yi), λi > 0,

n2+n+1∑
i=1

λi = 1, (yi ⊗ xi, yi) ∈ A
}
.

Если xi ∈ C1, yi ∈ C2 и (yi ⊗ xi, yi) ∈ A, то 〈xi, yi〉 = 1. Следовательно,

x ∈ C1 ∩ ∂C◦2 и y ∈ C2 ∩ ∂C◦1 .

Следствие 3. Пусть C1 и C2 компактные подмножества Rn, такие что

int convC1 6= ∅ и 0 ∈ int convC2. Пусть Y − N -мерное линейное подпро-

странство Mn(R) и U — открытое выпуклое подмножество Y, такое

что отображение T → detT положительно и логарифмически вогнуто

на U. Тогда (In, 0) ∈ U × Rn — точка максимума для detT при условии

T ∈ U, a ∈ Rn, a+ T (C1) ⊂ C◦2
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тогда и только тогда, когда существуют m 6 N + n пар касания (xi, yi)

для (C1, C2) и c1, . . . , cm > 0, такие что

1. In =
∑m

i=1 cixi ⊗ yi,

2.
∑m

i=1 ciyi = 0.

Доказательство. По теореме 2 необходимость верна и без дополнительных

предположений на функцию. Докажем достаточность. Пусть A = {S ∈

Mn(R) | a+S(C1) ⊂ C◦2}, F (T ) = ln detT и G(T ) = detT. Заметим, что из

монотонности логарифма следует, что

argmaxT∈U F (T ) = argmaxT∈U G(T ).

По условию, функция G логарифмически выпукла на U , то есть

det(aA+ (1− a)B) > (det(A))a · (det(B))1−a.

Тогда из монотонности логарифма следует

F (aA+ (1− a)B) = ln det(aA+ (1− a)B) > ln((det(A))a · (det(B))1−a) =

= aF (A) + (1− a)F (B).

То есть отображение F — вогнутое.

Проверим справедливость условия на дифференциал теоремы 4. В дан-

ном случае,

B(In) = {S ∈ A | trS = 1}.

Рассмотрим дифференциал Гато функции F в In

dInF (H) = lim
t→0

F (In + tH)− F (In)

t
= lim

t→0

F (In + tH)

t
.

Пусть матрица H — {hij}16i,j6n. Тогда

det(In + tH) = 1 + trT · t+
n∑
k=2

ck · tk,
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где ck — некоторые вещественные числа. Следовательно,

〈dInF,H〉 = dInF (H) = trH = 〈In, H〉

то есть dInF = In и

dInF ∈ B(In).
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6. Приложения

Теорема 5. Пусть K, L ∈ Rn — выпуклые тела с непустой внутренно-

стью. Тогда существуют T ∈ GLn и x, z ∈ Rn, такие что

Kz ⊂ T (Lx) ⊂ −nKz.

Если K в положении максимального объема в L, то

Kz ⊂ Lz ⊂ −nKz.

Доказательство. Применяя аффинное преобразование, если нужно, счи-

таем, что K в положении максимального объема в L и 0 ∈ intL. По тео-

реме 3 существуют z ∈ intK, m 6 n2 + n пар касания (ui, vi)16i6m для

(ExtKz,ExtL◦z) и a1, . . . , am > 0 такие что

In =
m∑
i=1

aiui ⊗ vi, (3)

m∑
i=1

aiui =
m∑
i=1

aivi = 0,
m∑
i=1

ai = n. (4)

Для x ∈ Rn обозначим

c(x) = max
16i6m

〈vi, x〉.

Докажем, что c(x) > 0 для всех x ∈ Rn. Пусть существует x0, такой

что c(x0) < 0. То есть 〈vi, x0〉 < 0 для всех 1 6 i 6 m. Из того, что ai > 0

для всех 1 6 i 6 m, следует, что ai〈vi, x0〉 < 0 для всех 1 6 i 6 m, а значит∑m
i=1 ai〈vi, x0〉 < 0. Но

∑m
i=1 aivi = 0. Поэтому〈 m∑

i=1

aivi, x0

〉
= 0.

Получаем противоречие.

Для всех x ∈ Rn из формулы (3) верно равенство

−x =
m∑
i=1

ai〈vi,−x〉ui.
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Используя тождество
∑m

i=1 aiui = 0, получаем, что

−x = c(x)
m∑
i=1

aiui −
m∑
i=1

ai〈vi, x〉ui =
m∑
i=1

ai(c(x)− 〈vi, x〉)ui.

Так как c(x)−〈vi, x〉 > 0 и ui ∈ Kz, 1 6 i 6 m, из последнего равенства

следует, что

−x ∈
( m∑

i=1

ai(c(x)− 〈vi, x〉)
)
Kz.

Используя формулы (4), получаем соотношения

−x ∈
( m∑

i=1

aic(x)−
〈 m∑

i=1

aivi, x
〉)
Kz = nc(x)Kz.

Так как vi ∈ L◦z,

Lz ⊂ {x ∈ Rn | c(x) 6 1}, 0 ∈ Kz.

Тогда

−Lz ⊂ nKz ⇔ Lz ⊂ −nKz.

Следствие 4. Пусть K,L ⊂ Rn — выпуклые тела. Тогда

vr(K,L)vr(L,K) 6 n.

Доказательство. Применяя теорему 5 получаем соотношениеKz ⊂ T (Lx) ⊂

−nKz. Сдвиг не изменяет объем, поэтому получаем следущее неравенство

(vr(K,L)vr(L,K))n 6
|K|

n−n| detT ||Lz|
· |L|
| detT−1||Kz|

= nn.

Теорема 6. 1. Пусть K,L ⊂ Rn — выпуклые тела и L имеет центр

симметрии. Тогда

d(K,L) 6 n.
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2. Пусть K в положении максимального объема в L, 0 ∈ L и L цен-

трально симметрично относительно точки a ∈ L. Тогда существует

b ∈ Rn, такое что

K − b ⊂ L− b ⊂ n(K − b).

Доказательство. Пусть K в положении максимального объема в L. Тогда

по теореме 5 существует z ∈ Rn, такое что

Kz ⊂ Lz ⊂ −nKz.

Не умоляя общности, считаем, что z = 0. Так как L центрально симмет-

рично относительно точки a, верно следущее соотношение

L− a = −(L− a)⇔ L = −L+ 2a.

Пусть b = − 2a
n−1 . Тогда

K − b ⊂ L− b = −L+ 2a+
2a

n− 1
⊂ nK + 2a

n

n− 1
= n(K − b).

Замечание 7. Пусть S ⊂ Rn — невырожденный симплекс. Тогда мини-

мальная константа k, такая что S ⊂ −kS, равна n.

Следствие 5. Если S ⊂ Rn — невырожденный симплекс и L ⊂ Rn —

центрально симметричное выпуклое тело, тогда d(S, L) = n.

Доказательство. Неравенство d(S, L) 6 n следует из предыдущей теоре-

мы. Предположим, что S ⊂ L ⊂ tS для некоторого t. Пусть b — центр

симметрии L, то есть L = −L+ 2b, а значит −L+ 2b ⊂ tS. Следовательно,

L ⊂ −tS+ 2b. Поэтому S ⊂ −tS+ 2b. Пусть a := 2b
t+1 , тогда Sa ⊂ −tSa, что

влечет неравенство t > n.
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Следствие 6. Пусть K,L ⊂ Rn — выпуклые тела. Тогда

d(K,L) 6 n ·min{δK , δL}.

Доказательство. Пусть δK и δL реализуются на симметричных относи-

тельно 0 телах BK и BL соответственно. Допустим, что min{δK , δL} = δK ,

то есть минимум достигается на BK . Тогда по неравенству треугольника

d(K,L) 6 d(K,BK) · d(L,BK) 6 δK · n.

Лемма 4. Пусть m,n ∈ N, такие что n 6 m. Тoгда функция f(m) =(
n
m

)n
Cn
m монотонно возрастает.

Доказательство. Для доказательства нужно проверить, что f(m)
f(m+1) 6 1 :

nn ·m!

mn · n! · (m− n)!
· (m+ 1)n · (m− n+ 1)! · n!

nn · (m+ 1)!
=

=
(m+ 1− n) · (m+ 1)n−1

mn
=
(

1 +
1− n
m

)(
1 +

1

m

)n−1
.

По неравенству Бернулли получаем, что(
1 +

1− n
m

) 1
n−1

6 1 +
1

n− 1

1− n
m

= 1− 1

m
.

Тогда((
1 +

1− n
m

)(
1 +

1

m

)n−1) 1
n−1

6
(

1− 1

m

)(
1 +

1

m

)
= 1− 1

m2
6 1.

Лемма 5. Пусть m,n ∈ N, такие что n 6 m и ci > 0. Тогда

∑
|I|=n

∏
i∈I

ci 6 Cn
m ·
( m∑

i=1

ci
m

)n
. (5)
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Доказательство. Из полиномиальной формулы следует, что( m∑
i=1

ci
m

)n
=

1

mn

∑
k1+···+km=n,kj∈N

(
n

k1, k2, . . . , km

)
ck11 · . . . · ckmm , (6)

где (
n

k1, k2, . . . , km

)
=

n!

k1! · . . . · km!
.

Введем обозначение

[a] = [a1, . . . , am] =
1

m!

∑
σ

c
aσ(1)
σ(1) · · · · · c

aσ(m)

σ(m) ,

где σ — перестановка набора чисел множества {1, . . . ,m}. Тогда

[α] = [1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n единиц

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−n нулей

] =
(
Cn
m

)−1 ∑
|I|=n

∏
i∈I

ci,

а (6) состоит из орбит

([n, 0, . . . , 0], [n− 1, 1, . . . , 0], [n− 2, 2, 0, . . . , 0], [n− 2, 1, 1, 0, . . . , 0], . . . ),

каждая из которых мажорирует орбиту [α]. По теореме Мюрхеда (см., на-

пример, [7]), получаем требуемое утверждение.

Определение. Пусть K и L выпуклые тела. Будем говорить, что K в

положении максимального объема в L по отношению к точке a ∈ Rn, если

a ∈ K ∩ L и для любого T ∈ GLn, такого что TKa ⊂ La, следует, что

| detT | 6 1.

Замечание 8. Заметим, что если K в позиции максимального объема в

L и оба тела имеют центр симметрии, то есть для некоторых a, b ∈ Rn

выполнены равенства

Ka = −Ka и Lb = −Lb,

то

Ka ⊂ La = Lb + b− a и Ka = −Ka ⊂ −La = Lb + a− b.
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Тогда

Ka =
Ka +Ka

2
⊂ Lb + a− b+ Lb − a+ b

2
= Lb.

В частности, если K = −K и L = −L, то достаточно предполагать, что K

в положении максимального объема в L по отношению к 0.

Теорема 7. Пусть K,L ⊂ Rn, n > 2 — центрально симметричные вы-

пуклые тела, такие что K в положении максимального объема в L по

отношению к 0. Тогда существуют параллелепипед P и октаэдр C, такие

что

C ⊂ K ⊂ L ⊂ P и
( |P |
|C|

) 1
n

6
1

n

(
Cn
n2 · n!

) 1
n

< n.

Доказательство. По следствию 1 и замечанию 5, существуют ci > 0 и

xi, yi ∈ Rn, где 1 6 i 6 m и n 6 m 6 n2, такие что In =
∑m

i=1 cixi ⊗ yi.

Пусть A,B — матрицы m× n, определенные следующим образом

A = {cixi}i6m = {cixij}i6m,j6n, B = {yi}i6m = {yij}i6m,j6n,

где xij, yij — координаты xi, yi в стандартном базисе. Заметим, что B∗A =

In.

Пусть I ⊂ {1, . . . ,m} =: M. По формуле Бине–Коши получим

1 = det In =
∑

I⊂M,|I|=n

det
i∈I
{cixi} · det

i∈I
{yi} 6

6 max
|I|=n

(
| det
i∈I
{xi}| · | det

i∈I
{yi}|

)
·
∑
|I|=n

∏
i∈I

ci 6

6 max
|I|=n

(
| det
i∈I
{xi}| · | det

i∈I
{yi}|

)
· Cn

m ·
( m∑

i=1

ci
m

)n
.

Так как n 6 m 6 n2 и
∑m

i=1 ci = n, получаем неравенства

Cn
m ·
( m∑

i=1

ci
m

)n
=
( n
m

)n
Cn
m 6

(1

n

)n
Cn
n2 < nn. (7)

Пусть максимум | det{xi}i∈I | · | det{yi}i∈I | достигается на I0 ⊂M , тогда

1 6 | det{xi}i∈I0| · | det{yi}i∈I0| ·
(1

n

)n
Cn
n2. (8)
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Пусть

P = {x ∈ Rn | |〈x, yi〉| 6 1 ∀i ∈ I0} и

C = ({x ∈ Rn | |〈x, xi〉| 6 1 ∀i ∈ I0})◦.

Выпуклые компактыK и L центрально симметричны, поэтому из того, что

yi ∈ ∂L◦ и xi ∈ ∂K следует, что L ⊂ P и K◦ ⊂ C◦. Поэтому C ⊂ K и

|C| = 2n

n!

∣∣∣ det
i∈I0
{xi}

∣∣∣ и |P | = 2n
∣∣∣ det
i∈I0
{yi}

∣∣∣−1.
Тогда по неравенствам (7) и (8) верно следущее( |P |
|C|

) 1
n

=
( n!

| det{xi}i∈I | · | det{yi}i∈I |

) 1
n

6
1

n

(
n! · Cn

n2

) 1
n

<
1

n
(n2n)

1
n = n.

Теорема 8. Пусть K,L ⊂ Rn — выпуклые тела, такие что

1. 0 ∈ K ∩ intL,

2. K в положении максимального объема в L по отношению к 0.

Тогда существуют симплексы S1 и S2, такие что S1 ⊂ K и S2 ⊂ L◦

и

(|S1||S2|)
1
n >

1

n2
.

Доказательство. По следствию 1 и замечанию 5 для некоторого n < m 6

n2 существуют ci > 0, xi ∈ ∂K, yi ∈ ∂L◦, где 1 6 i 6 m, такие что

In =
m∑
i=1

cixi ⊗ yi и
m∑
i=1

ci = n.

ПустьA, B — матрицы размераm×(n+1), в которых первые n столбцов

как в предыдущей теореме и xik = yik = 1 для всех 1 6 i 6 m и k = n+ 1.

Заметим, что B∗A = {aij}ni,j=1, где aij = δij для 1 6 i, j 6 n и akk = n,

если k = n+ 1. Повторяя предыдущее доказательство, получим

n = detB∗A 6 max
|I|=n+1

(
| det
i∈I
{xi}| · | det

i∈I
{yi}|

)
·
∑
|I|=n+1

∏
i∈I

ci 6

6 max
|I|=n+1

(
| det
i∈I
{xi}| · | det

i∈I
{yi}|

)
· Cn+1

m ·
( n
m

)n+1

.
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Пусть максимум достигается на I0, S1 ⊂ K — симплекс с вершинами

xi, i ∈ I0 и S2 ⊂ L◦ — симплекс с вершинами yi, i ∈ I0. Тогда

|S1||S2| = (n!)−2| det
i∈I0
{xi}| · | det

i∈I0
{yi}| >

> n(n!)−2(Cn+1
m )−1

(m
n

)n+1

=

=
n

n! · n!
· (m− n− 1)!(n+ 1)!

m!
· m

n+1

nn+1
=

=
1

n!
· n+ 1

(m− n) · . . . ·m
· m

n+1

nn
>

>
1

nn
· n+ 1

mn+1
· m

n+1

nn
=
n+ 1

n2n
>

1

n2n
.

Замечание 9. Докажем теорему 5 вторым способом, чтобы в дальнейшем

использовать приведенные выкладки.

Доказательство. Пусть K в позиции Джона в L c m ∈ N, {ui}mi=1 ⊂ ∂L ∩

∂K, {vi}mi=1 ⊂ ∂L◦ ∩ ∂K◦, a1, . . . , am > 0 и x ∈ L. Тогда

−x = −
m∑
i=1

ai〈x, vi〉ui =

= −
m∑
i=1

ai〈x, vi〉ui +
( m∑

i=1

aiui

)
max

j=1,...,m
〈x, vj〉 =

=
m∑
i=1

( max
j=1,...,m

〈x, vj〉 − 〈x, vi〉)aiui.

(9)

Из этого следует, что

‖ − x‖K 6
m∑
i=1

( max
j=1,...,m

〈x, vj〉 − 〈x, vi〉)ai‖ui‖K =

= max
j=1,...,m

〈x, vj〉
m∑
i=1

ai −
〈
x,

m∑
i=1

aivi

〉
=

= n · max
j=1,...,m

〈x, vj〉 6 n.
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Лемма 6. Выпуклое тело K в позиции Джона в L c m ∈ N, {ui}mi=1 ⊂

∂L ∩ ∂K, {vi}mi=1 ⊂ ∂L◦ ∩ ∂K◦ и a1, . . . , am > 0. Предположим, что x ∈

∂L ∩ (−n∂K). Пусть w ∈ ∂K◦, такая что 〈−x,w〉 = n. Тогда

−x
n
∈ conv{ui | i ∈ B}, (10)

−w
n
∈ conv{vi | i ∈ A}, (11)

〈x, vi〉 = 1 для всех i ∈ A, (12)

где

A := {i | 〈ui, w〉 < 1} и B := {i | 〈ui, w〉 = 1}.

Доказательство. Заметим, что ‖x‖K = n, так как x ∈ ∂L∩ (−n∂K). Сле-

довательно, неравенства в замечании 9 переходят в равенство и, в частно-

сти,

max
j=1,...,m

〈x, vj〉 = 1.

Используя последнее равенство (9), получаем

n = 〈−x,w〉 =
m∑
i=1

(
max

j=1,...,m
〈x, vj〉 − 〈x, vi〉

)
ai〈ui, w〉 6

6
m∑
i=1

(
max

j=1,...,m
〈x, vj〉 − 〈x, vi〉

)
ai =

= max
j=1,...,m

〈x, vj〉
m∑
i=1

ai −
〈
x,

m∑
i=1

aivi

〉
= n.

(13)

То есть в неравенстве (13) равенство, а значит либо

〈ui, w〉 = 1,

либо

〈x, vi〉 = max
j=1,··· ,m

〈x, vj〉 = 1.

Это влечет условие (12).
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Используя разложение единичного оператора (3) и условие на коэффи-

центы (4), получаем

w =
m∑
i=1

ai〈ui, w〉vi =
∑
i∈B

ai〈ui, w〉vi +
∑
i∈A

ai〈ui, w〉vi =

=
∑
i∈B

aivi +
∑
i∈A

ai〈ui, w〉vi = −
∑
i∈A

aivi +
∑
i∈A

ai〈ui, w〉vi =

=
∑
i∈A

ai

(
〈ui, w〉 − 1

)
vi.

Заметим, что последняя сумма — линейная комбинация vi. Далее,

∑
i∈A

ai

(
〈ui, w〉 − 1

)
vi =

n∑
i=1

ai〈ui, w〉 −
∑
i∈B

ai〈ui, w〉 −
∑
i∈A

ai =

= 0−
∑
i∈B

ai −
∑
i∈A

ai = −n.

То есть выполнено условие (11). Условие (10) получается аналогично.

Лемма 7. Пусть K в позиции Джона в L c m ∈ N, {ui}mi=1 ⊂ ∂L ∩ ∂K,

{vi}mi=1 ⊂ ∂L◦∩∂K◦ и a1, . . . , am > 0. Предположим, что um ∈ conv{ui}m−11

или vm ∈ conv{vi}m−11 . Тогда для любого i ∈ {1, . . . ,m − 1} существуют

bi > 0, wi ∈ ∂L ∩ ∂K и zi ∈ ∂L◦ ∩ ∂K◦, такие что

〈wi, zi〉 = 1,

In =
m−1∑
i=1

biwi ⊗ zi,

m−1∑
i=1

biwi =
m−1∑
i=1

bizi = 0.

Доказательство. Рассмотрим случай, когда um ∈ conv{ui}m−11 . Следова-

тельно, существуют λ1, . . . , λm−1 > 0, такие что

um =
m−1∑
i=1

λiui и
m−1∑
i=1

λi = 1.
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Применяя теорему 3, получим следущее равенство

In =
m∑
i=1

aiui ⊗ vi =
m−1∑
i=1

ui ⊗ (aivi + amλivm).

Пусть bi = 〈ui, aivi + amλivm〉 = ai + amλi〈ui, vm〉. Заметим, что bi > 0 и

1 = 〈um, vm〉 =
〈m−1∑

i=1

λiui, vm

〉
=

m−1∑
i=1

λi〈ui, vm〉 6
m−1∑
i=1

λi = 1,

то есть 〈ui, vm〉 = 1 для всех 1 6 i 6 m. Следовательно,

In =
m−1∑
i=1

ui ⊗ (aivi + amλivm) =
m−1∑
i=1

biui ⊗
aivi + amλivm

bi
.

Пусть

zi =
aivi + amλivm

bi
=
aivi + amλivm
ai + amλi

∈ conv{vi | i = 1, . . . ,m} и wi = ui.

Тогда

In =
m−1∑
i=1

biwi ⊗ zi и

〈wi, zi〉 = 〈ui, zi〉 =
bi
bi

= 1. (14)

Из равенства (14) следует, что zi ∈ ∂L◦ ∩ ∂K◦.

Рассмотрим суммы

m−1∑
i=1

biui =
m−1∑
i=1

(ai + amλi)ui =
m−1∑
i=1

aiui +
m−1∑
i=1

amλiui =

= −amum + am

m−1∑
i=1

λiui = −amum + amum = 0,

m−1∑
i=1

bizi =
m−1∑
i=1

(aivi + amλivm) =
m−1∑
i=1

aivi +
m−1∑
i=1

vmamλi =

= −amvm + amvm

m−1∑
i=1

λi = −amvm + amvm = 0.
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Определение. Положительной (соответственно, отрицательной) гомоте-

тией выпуклого тела K будем называть множество вида aK + t (соответ-

ственно, −aK+t), где a > 0 и t ∈ Rn. Гомотетия −aK+t меньше гомотетии

−bK + t, если 0 < a < b.

Лемма 8. Пусть U и V выпуклые тела в Rn, V ⊂ U и 0 ∈ intU. Пред-

положим, что ни одна положительная гомотетия U , меньшая U, не

содержит V. Тогда 0 ∈ conv(∂U ◦ ∩ ∂V ◦).

Доказательство. Предположим противное. Тогда можно разделить 0 и

conv(∂U ◦ ∩ ∂V ◦) гиперплоскостью. То есть существует t ∈ Rn, такой что

〈t, y〉 < 0 для всех y ∈ ∂U ◦ ∩ ∂V ◦. Пусть функция f : U → R определена

по правилу f(x) = inf{a > 0 |x+ at ∈ Rn \ intU}.

• Если f(x) = 0, то x ∈ ∂U и x + at /∈ intU для всех a > 0, а значит

существует y ∈ ∂U ◦, такой что 〈x, y〉 = 1 и 〈x+ at, y〉 > 1 для всех a,

то есть 〈t, y〉 > 0.

• Если f(x) > 0, то функция непрерывна в x. Поэтому сужение f на

U непрерывная, положительная функция на компакте, а значит до-

стигает своего минимума c. Тогда V ⊂ intU − c
2t, что противоречит

условию.

Лемма 9. Пусть T — k-мерный симплекс и −aT + t — отрицательная

гомотетия T, которая пересекает все его грани. Тогда 1
k 6 a.

Доказательство. Можем считать, что вписанная в T сфера — единичная с

центром в 0. Тогда −1
kT центрированный симплекс, который касается всех

граней T по замечанию 7. А значит для любого t 6= 0 симплекс −1
kT + t не

будет пересекать как минимум одну грань T.
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Определение. Будем говорить, что набор векторов {ai}si=1 — аффинно

зависим, если существует индекс k, такой что

ak =
s∑

i=1,i 6=k

λiai,
s∑

i=1,i 6=k

λi = 1.

Замечание 10. Если {ai}si=1 ⊂ Rn — аффинно независымые, то s 6 n+ 1.

Теорема 9. Пусть K ⊂ Rn — выпуклое тело, D ⊂ Rn — строго выпуклое

или гладкое тело и K ⊂ D в позиции Джона c m ∈ N, {ui}mi=1 ⊂ ∂D∩∂K,

{vi}mi=1 ⊂ ∂D◦∩∂K◦ и a1, . . . , am > 0. Предположим, что наименьшая от-

рицательная гомотетия K, содержащая D, это −nK. Тогда K — сим-

плекс.

Доказательство. По лемме 7 можем считать, что все ui и vi различны.

Не умаляя общности считаем, что 0 ∈ intD. Так как −nK наименьшая

гомотетия, содержащая D,

∂D ∩ −n∂K 6= ∅.

Пусть x ∈ ∂D∩−n∂K и w,A,B — как в лемме 6. Если A = ∅, то 〈ui, w〉 =

1 для любого 1 6 i 6 m, но тогда возникает противоречие с тем, что∑m
i=1 aiui = 0. Следовательно, A 6= ∅. Предположим, что k, s ∈ A, k 6= s.

Тогда vk 6= vs и по лемме 6

〈x, vk〉 = 〈x, vs〉 = 1. (15)

• Пусть D — гладкое. Тогда равенство (15) противоречит единственно-

сти опорной гиперплоскости в точке x. Следовательно, A — одното-

чечно. Предположим, чтоA = {k}. Так как 〈uk, vk〉 = 〈x, vk〉 = 1, x =

uk.

• Пусть D — строго выпуклое. Если 〈x, vk〉 = 1 и 〈uk, vk〉 = 1, то в

силу строгой выпуклости D, отрезок, соединяющий точки x и uk,
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лежит внутри D и, значит, 〈y, vk〉 < 1 для любой точки отрезка y =

λx+ (1− λ)uk.

С другой стороны, 〈y, vk〉 = λ〈x, vk〉 + (1 − λ)〈uk, vk〉 = 1. Следова-

тельно, отрезок вырожден и точки x и uk совпадают.

Делаем вывод, что если x ∈ ∂D ∩ −n∂K, то x = uk для некоторого

k ∈ {1, . . . ,m}. Поэтому, не умаляя общности, можно считать, что для

некоторого 1 6 r 6 m выполнено равенство

∂D ∩ −n∂K = {ui}ri=1. (16)

По лемме 6 каждому x = ui, где i ∈ {1, . . . , r}, соответствует некоторое

wi. Множество A одноточечно, значит wi = −nvi из равенства (11). Тогда

для любого k ∈ {1, . . . , r} выполнены следущие равенства

〈ui, vk〉 = −1

n
при i 6= k и 〈uk, vk〉 = 1. (17)

Поэтому

∂D◦ ∩ −1

n
∂K◦ = {vi}ri=1. (18)

Докажем, что {ui}ri=1 и {vi}ri=1 аффинно независимы.
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• Предположим, что набор {ui}ri=1 — аффинно зависим. То есть суще-

ствует k, такой что

uk =
∑
i6=k

ciui и
∑
i 6=k

ci = 1.

Тогда

−1

n
= 〈uk, vj〉 =

∑
i6=k

ci〈ui, vj〉 =
∑

i6=k,i 6=j

ci〈ui, vj〉+ cj〈uj, vj〉 =

= −1

n

∑
i 6=k,i6=j

ci + cj = −1

n
(1− cj) + cj = cj

(
1 +

1

n

)
− 1

n
.

То есть cj = 0 для всех j.

Поэтому r 6 n+ 1. Применяя лемму 8 к U = −nK и V = D, получим, что

0 ∈ conv{vi}ri=1. Докажем, что

0 ∈ relint conv{vi}ri=1.

• Предположим противное и, не умаляя общности, считаем, что

0 =
r−1∑
i=1

civi и
r−1∑
i=1

ci = 1.

Тогда для любого k ∈ {1, . . . , r − 1} верны равенства

0 =
r−1∑
i=1

ci〈uk, vi〉 = ck〈uk, vk〉+
r−1∑

i=1,i 6=k

ci〈uk, vi〉 =

= ck −
1

n
(1− ck).

То есть ck = 1
n+1 . Если

r−1∑
i=1

ci =
r − 1

n+ 1
= 1,

то r = n+ 2 — противоречие.

35



Докажем, что r = n+ 1. Пусть

C := ({vi}ri=1)
◦.

Допустим, что r 6 n. Тогда C = T × Y — цилиндр, в котором T =

C ∩ span{vi}ri=1 — симплекс размерности r − 1 и Y ⊂ Rn — линейное

подпространство размерности n − r + 1. Заметим, что vk — нормаль к

соответствующей грани T . Из условия (17) cледует, что uk принадлежит

относительной внутренности этой грани (аналогично предыдущему рас-

суждению). По условию (18), −nK ⊂ C. Из того, что {ui}ri=1 ⊂ K, следует

включение

{ui}ri=1 ⊂ −
1

n
C. (19)

Пусть {u′i}ri=1 — ортогональная проекция {ui}ri=1 на (r− 1)-мерное под-

пространство, порожденное T. Тогда u′i принадлежит относительной внут-

ренности каждой грани T с нормалью vi соответственно для любого 1 6

i 6 r. Более того, из условия (19), {u′i}ri=1 ⊂ − 1
nT. Применяя лемму 9 к

симплексам T и − 1
nT размерности r− 1, получим, что r− 1 > n. Следова-

тельно, r = n+ 1.

Пусть S := conv{ui}ri=1. По определению,

S ⊂ K.

Условие (17) влечет, что {x ∈ Rn | 〈x, vi〉 6 1} для всех 1 6 i 6 r является

опорным полупространством для граней −nS, а значит −nS = C. Так как

−nK ⊂ C,

K ⊂ S.

То есть K = S и, значит, K — симплекс.

Следствие 7. Если L — строго выпуклое или гладкое тело и расстояние

Банаха–Мазура между телами K и L равно n, то K — симплекс.
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Доказательство. Применяя аффинное преобразование, если нужно, счи-

таем, чтоK в положении максимального объема в L. Из теоремы 5 следует,

что существуют x, z ∈ Rn, такие что

Kz ⊂ Lz ⊂ −nKz. (20)

Если d(K,L) = n, то коэффицент гомотетии в (20) нельзя улучшить. Сле-

довательно, наименьшая отрицательная гомотетияKz, содержащая Lx, это

−nKz.
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7. Заключение

В данной работе описано разложение аффинного преобразования T при

помощи пар касания двух выпуклых тел K и L, когда T (K) в позиции

максимального объема в L. Приведены примеры применения такого пред-

ставления к некоторым задачам.

В работе Палмона [10] доказано, что выпуклым телом с наибольшим

расстоянием Банаха–Мазура от шара является симплекс. Теорема 9 явля-

ется обобщением этого утверждения.
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