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Введение

В представленной работе рассматривается проблема защиты населе-
ния от ежегодного подъема заболеваемости гриппом и ОРВИ (острыми
респираторно-вирусными инфекциями), которые остаются наиболее массо-
выми инфекционными заболеваниями в России [1]. Одним из подходов к
решению этого вопроса является ежегодное проведение плановой противо-
гриппозной вакцинопрофилактики.

Целью настоящей работы является исследовать влияние инаппарант-
ной формы заболевания гриппом, которую в своих работах [5] описывал
А.А. Смородинцев. Инфекция в таком случае не проявляет симптомов, то-
гда как в крови у такого носителя можно обнаружить специфические ан-
титела, титр которых значительно превосходит нормальный уровень для
здорового человека. Длительность такой формы заболевания может дости-
гать 40 дней, после чего инфицированный приобретает иммунитет. Имму-
низированные таким образом не получают медотвод при проведении вак-
цинации, вследствие чего доля от общего числа вакцин теряет свою эф-
фективность. Объектом исследования является разработанная управляе-
мая модель развития эпидемического процесса среди населения, охваты-
вающая группы граждан наиболее подверженных риску заболеваемости, в
основе которой модель Кермака - Мак Кендрика [6]. Предложенный метод
оптимизации проведения вакцинации позволяет наблюдать влияние доли
скрытых носителей на стоимость проведения профилактических мер. По-
строение функционала основано на экономической составляющей, основ-
ными моментами которой являются стоимость проведения профилактиче-
ских мер и стоимость лечения заболевающих манифестной формой. Эпиде-
мическая составляющая выражена в необходимости использовать вакцину
наиболее эффективно. Наиболее важным фактором является скорость раз-
вития эпидемического процесса. В представленной работе будет рассмот-
рено два случая: в случае медленно растущей заболеваемости вакцинация
будет проходить в конце предэпидемического подъема, в случае быстро
растущей заболеваемости вакцинация будет проходить, начиная с первых
дней.
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Постановка задачи

Основной задачей является минимизация общих затрат на проведе-
ние вакцинации и лечение больных при достижении требуемого числа им-
мунных рассматривая два случая: а) медленно растущий уровень забо-
леваемости; б) быстро растущий уровень заболеваемости. Воспользуемся
описанной выше моделью Кермака-МакКендрика и построим систему диф-
ференциальных уравнений [2], учитывая бессимптомных (инаппарантных)
носителей инфекции: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝑎𝑆(𝐼𝑚 + 𝐼𝑐)− 𝑐𝑠𝑢,

𝑑𝐼𝑚
𝑑𝑡

= 𝑎𝑘1𝑆(𝐼𝑚 + 𝐼𝑐)−𝑚𝐼𝑚,

𝑑𝐼𝑐
𝑑𝑡

= 𝑎𝑘2𝑆(𝐼𝑚 + 𝐼𝑐)− 𝑐𝐼𝑐,

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝑚𝐼𝑚 + 𝑐𝐼𝑐 + 𝑐𝑠𝑢,

(1)

где 𝑆 — число восприимчивых, 𝐼𝑚 — число инфицированных с манифест-
ной формой, 𝐼𝑐 — число инфицированных с инаппарантной формой, 𝑅 —
число иммунных. Коэффициенты 𝑘1, 𝑘2 определяют доли в соотношении
форм инфекции, 𝑘1 + 𝑘2 = 1,0 < 𝑘1 < 1, 0 < 𝑘2 < 1; 𝑚 и 𝑐 — ко-
эффициенты, обратнопропорциональныые длительности носительства ин-
фекции, определяющие скорость выздоровления для манифестной и скры-
той форм соотвествтенно, 0 < 𝑚 < 1, 0 < 𝑐 < 1; 𝑐𝑠 — эмпирический коэф-
фициент определяющий долю вакцин, приходящихся на восприимчивых,
0 < 𝑐𝑠 < 1; 𝑎 — эмпирический коэффициент заболеваемости, определяю-
щий скорость распространения возбудителя, в случае А — 𝑎𝑎, для случая
Б — 𝑎𝑏, 0 < 𝑎𝑎 < 𝑎𝑏 < 1.

𝑆(0) > 0, 𝐼𝑚(0) > 0, 𝐼𝑐(0) > 0, 𝑅(0) > 0,

𝑆̇ + ˙𝐼𝑚 + 𝐼𝑐 + 𝑅̇ = 0,

𝑆 + 𝐼𝑚 + 𝐼𝑐 +𝑅 = 𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,𝑁 > 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

(2)

Кусочно заданная функция управления 𝑢 = 𝑢(𝑡) имеет вид в случае: А)

𝑢(𝑡) =

⎧⎨⎩0, 0 6 𝑡 < 𝑡*,

𝑢, 𝑡* 6 𝑡 6 𝑇 ;
(3)

4



в случае Б)

𝑢(𝑡) =

⎧⎨⎩𝑢, 0 6 𝑡 6 𝑡*,

0, 𝑡* < 𝑡 6 𝑇 ;
(4)

и имеет ограничения:

0 < 𝑅 ≤ 𝑢𝑇 ≤ 𝑉, , (5)

где 𝑉 — имеющееся в наличии число доз вакцин, 𝑅 — требуемое число
имунных, такое что

𝑅 = 𝑅(𝑇 ). (6)

Введем замену 𝐼 = 𝐼𝑚 + 𝐼𝑐, 𝑚 = 𝑐, тогда система примет следующий
вид: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝑎𝑆𝐼 − 𝑐𝑠𝑢

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝑎𝑆𝐼 − 𝑐𝐼

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝑚𝐼 + 𝑐𝑠𝑢.

(7)

𝑆(0) > 0, 𝐼(0) > 0, 𝑅(0) > 0 (8)

𝑆̇ + 𝐼 + 𝑅̇ = 0,

𝑆 + 𝐼 +𝑅 = 𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,𝑁 > 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]
(9)

Построим целевую функцию, определяющюю суммарные затраты на
проведение вакцинации, и затраты на лечение инфицированных с мани-
фестной формой заболевания.

𝑀(𝑢) =

𝑇∫︁
0

(𝑐𝑣𝑢(𝑡) + 𝑐ℎ𝜆𝑚(𝑡)) 𝑑𝑡 → min
𝑢

, (10)

где 𝑐𝑣 — удельная стоимость вакцины, 𝑐ℎ — удельная стоимость лечения
больных манифестной формой, 𝜆𝑚(𝑡) = 𝑎𝑘1𝑆(𝑡)𝐼(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] — заболевае-
мость манифестной формой. Дополним (11) требованием (7).

Необходимо найти решение задачи (7,8,5,10).
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Метод решения задачи

Для отыскания задачи (7,8,5,10) воспользуемся принципом максиму-
ма Понтрягина[3]. Составим Гамильтониан:

𝐻(𝑢) = −(𝑐𝑣𝑢+ 𝑘1𝑎𝑆𝐼𝑐ℎ) + 𝑝1(−𝑎𝑆𝐼 − 𝑐𝑠𝑢) + 𝑝2(𝑎𝑆𝐼 −𝑚𝐼). (11)

Подинтегральное выражение из (8) входит со знаком минус в силу
сформулированной задачи минимизации. Продифференцировав (11) по фа-
зовым переменным 𝑆(𝑡) и 𝐼(𝑡) получим:

𝑑𝐻

𝑑𝑆
= −𝑘1𝑎𝐼𝑐ℎ − 𝑝1𝑎𝐼 + 𝑝2𝑎𝐼,

𝑑𝐻

𝑑𝐼
= −𝑘1𝑎𝑆𝑐ℎ − 𝑝1𝑎𝑆 + 𝑝2(𝑎𝑆 −𝑚),

(12)

Прирванивая правые части полученных выражений к производным 𝑝1, 𝑝2

по времени с отрицательным знаком получим сопряженную систему:

𝑝1 = (𝑘1𝑐ℎ + 𝑝1 − 𝑝2)𝑎𝐼,

𝑝2 = (𝑘1𝑐ℎ + 𝑝1 − 𝑝2)𝑎𝑆 +𝑚𝑝2,
(13)

Дифференцируя (11) по 𝑢 = 𝑢(𝑡):

𝑑𝐻

𝑑𝑢
= −𝑐𝑣 − 𝑝1𝑐𝑠 (14)

и приравнивая полученное выражение к нулю получаем:

𝑝1 = −𝑐𝑣
𝑐𝑠
. (15)

Производная Гаммильтониана по 𝑢 = 𝑢(𝑡) меняет свой знак на про-
тивоположный [4], когда вектор-функция 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2), пересекает (12).

𝐻(𝑢)<0, p1(𝑡) > −𝑐𝑣
𝑐𝑠
,

𝐻(𝑢)>0, p1(𝑡) < −𝑐𝑣
𝑐𝑠
.

(16)

Решением задачи (7,8,5,10) в виде необходимо найти такие траекто-
рии 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2), что
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Случай А. Случай Б.

Численные эксперименты

Численное решение задачи (7,8,5,10) реализованно в прикладном па-
кете MATLAB. В каждом из последующих экспериментов некоторые, при-
веденные ниже начальные данные остаются неизменны: 𝑆(0) = 990, 𝐼(0) =

10, 𝑅(0) = 0; 𝑐 = 1
15 , 𝑘1 = 0.5, 𝑐𝑣 = 500, 𝑐ℎ = 4000

Случай А

Рассмотрим несколько фазовых траекторий в близи (14) для выбо-
ра области начальных значений вектор-функции 𝑝(𝑡) = (𝑝1, 𝑝2). Варьируя
начальные данные, получим необходимое значение времени 𝑡*, определя-
ющее момент начала вакцинации. Коэффициент заболеваемости примем
𝑎𝑎 = 0.000099.

Далее приведены графики, отображающие изменения в группах вос-
приимчивости.
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Рис. 1. Фазовый портрет для случая А.

Рис. 2. Случай А: 𝑐𝑠 = 85%, 𝑢 = 15.

𝑐𝑠,% 𝑚(𝑢), тыс. р. Момент переключения 𝑡* 𝑅(𝑇 ), тыс. ч.

0.95 384620 15.6533 700.5933

0.90 383200 12.9645 700.6901

0.85 381460 9.9386 700.5989
Случай А: 𝑢 = 15.
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Рис. 3. Случай А: 𝑐𝑠 = 90%, 𝑢 = 15.

Рис. 4. Случай А: 𝑐𝑠 = 95%, 𝑢 = 15.

𝑐𝑠,% 𝑚(𝑢), тыс. р. Момент переключения 𝑡* 𝑅(𝑇 ), тыс. ч.

0.95 399690 47.3253 700.7112

0.90 399420 46.6129 700.6264

0.85 399230 45.8092 700.7847
Случай А: 𝑢 = 50
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Рис. 5. Случай А: 𝑐𝑠 = 85%, 𝑢 = 50.

Рис. 6. Случай А: 𝑐𝑠 = 90%, 𝑢 = 50.

Случай Б

Рассмотрим несколько фазовых траекторий в близи (14) для выбо-
ра области начальных значений вектор-функции 𝑝(𝑡) = (𝑝1, 𝑝2). Варьируя
начальные данные, получим необходимое значение времени 𝑡*, определя-
ющее момент начала вакцинации. Коэффициент заболеваемости примем
𝑎𝑎 = 0.00012.

Далее приведены графики, отображающие изменения в группах вос-
приимчивости.
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Рис. 7. Случай А: 𝑐𝑠 = 95%, 𝑢 = 50.

Рис. 8. Фазовый портрет для случая Б.

𝑐𝑠,% 𝑚(𝑢), тыс. р. Момент переключения 𝑡* 𝑅(𝑇 ), тыс. ч.

0.95 383660 44.8854c 702.6317

0.90 385020 47.1471 702.5429

0.85 385380 49.5566 700.1450
Случай Б: 𝑢 = 15.
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Рис. 9. Случай Б: 𝑐𝑠 = 85%, 𝑢 = 15.

Рис. 10. Случай Б: 𝑐𝑠 = 90%, 𝑢 = 15.

𝑐𝑠,% 𝑚(𝑢), тыс. р. Момент переключения 𝑡* 𝑅(𝑇 ), тыс. ч.

0.95 365300 14.1461 700.0297

0.90 366140 14.9247 701.0149

0.85 366560 15.7894 701.0317
Случай Б: 𝑢 = 50.
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Рис. 11. Случай Б: 𝑐𝑠 = 95%, 𝑢 = 15.

Рис. 12. Случай Б: 𝑐𝑠 = 85%, 𝑢 = 50.

Заключение

В представленной работе было выполнено:
1) Построение модели развития эпидемического процесса среди населения
с учетом бессимптомных носителей инфекции.
2) Предложен подход к реалезации сформулированной задачи оптимиза-
ции.
3) Отражено влияние инаппарантной формы заболевания гриппом на сто-
имость проведения профилактических мероприятий.
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Рис. 13. Случай Б: 𝑐𝑠 = 90%, 𝑢 = 50.

Рис. 14. Случай Б: 𝑐𝑠 = 95%, 𝑢 = 50.
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Приложение

main.m

clear

global a;

global cs; global cv;

global key;

global ch;

global u; u=50;

ch=2000;

a=0.00012; T=[0 60];

t_win=-1;

cv=500;

cs=0.85;

key =-cv./cs;

R=700; q=1;

f=0;

for p1=-600:0.3:500

if f==1

break;

end;

q=q+1;

[l,Z]=ode15s(’model’,T, [990 10 p1 4700 0 0 0]);

disp(q);

if Z(length(Z),5)>=R

for i=1:1:length(Z)

disp(i);

if Z(i,3)<=key

t_win=l(i);
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f=1;

break;

end;

end;

end;

end;

disp(Z(length(Z),5));

cost=Z(length(Z),6).*500+Z(length(Z),7).*2000;

disp(cost);

plot(l,Z(:,[1,2,5,6]));

legend(’S’,’I’,’R’,’u’);

disp(t_win);

phase.m

function xdot = phase (t,x)

global a;

xdot = [-a.*x(1).*x(2);

a.*x(1).*x(2) - 1/15.*x(2);

];

end

virul.m

global a_t;

function vir = virul (s0,i0, s1)

vir_temp=0;

T=[0,60];

for i=0.00001:0.000001:0.0001

a_t=i;

[n,Y]=ode45(’model3’,T, [s0 i0]);

if Y(length(Y),1)<s1

vir_temp=Y(n,1);

end;

end;

vir=vir_temp;

end

basic model
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function xdot = basic_model (t,x)

global a_t;

xdot = [-a_t.*x(1).*x(2);

a_t.*x(1).*x(2) - 1/15.*x(2);

]

end

phase syst.m

function xdot = phase_syst (t,x)

global a;

global ch;

xdot = [-a.*x(1).*x(2);

a.*x(1).*x(2) - 1/15.*x(2);

a.*x(2).*(ch + x(3)-x(4));

a.*x(1).*(ch + x(3)-x(4)) + x(4).*1/15;

];

end

main vir.m

global a_t;

for i=0.000001:0.000001:0.001

Y=[];

n=[];

a_t=i;

T=[0 60];

[n,Y]=ode45(’basic_model’,T,[990 10 ]);

if Y(length(Y),1)<700

a=i; break;

end;

end;

plot(n,Y);

disp (a);

main phase.m

clear;

global a;

global cv;

global cs;
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global ch;

global key;

ch=2000; cv=500; cs=0.95;

a=0.00012;

T=[0 60];

grid on

hold on

opt=odeset(’OutputSel’,[3 4], ’OutputFcn’, ’odephas2’);

for p1=-5000:200:-3000

[n,Y]=ode45(’phase_syst’,T, [1000 10 -600 p1 ],opt);

end;

y=-7000:2:000;

x=key;

plot(x,y,’LineWidth’,10,’Marker’,’.’);

model.m

function xdot2 = model (t, x)

global a;

global cv;

global cs;

global ch; global key;

global u;

if x(3)<=key

xdot2 = [-a.*x(1).*x(2);

a.*x(1).*x(2) - 1/15.*x(2);

a.*x(2).*(ch + x(3)-x(4));

a.*x(1).*(ch + x(3)-x(4)) + x(4).*1/15;

1/15.*x(2);

0;

0.5.*x(2).*1/15;

];

else

xdot2 = [-a.*x(1).*x(2) - u.*cs;

a.*x(1).*x(2) - 1/15.*x(2);

a.*x(2).*(ch + x(3)-x(4));

a.*x(1).*(ch + x(3)-x(4)) + x(4).*1/15;

1/15.*x(2) + u.*cs;

u.*cs;

0.5.*x(2).*1/15;

];
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end;

end
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