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Èçâåñòíî, ÷òî âîçäåéñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ýëåêòðîí ïðèâîäèò ê ïðåöåñ-

ñèè åãî ñïèíà. Îäíàêî, åñëè îïèñûâàòü ýòî âîçäåéñòâèå â ðàìêàõ ïðîñòðàíñòâà

Ìèíêîâñêîãî, òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòîì âîçäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ íå ïðå-

öåññèÿ ñïèíà ýëåêòðîíà, à âðàùåíèå ýëåêòðîíà ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ−(e/mc)H,

êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò îïûòíûì äàííûì (e è m � çàðÿä è ìàññà ýëåêòðîíà,

c � ñêîðîñòü ñâåòà, H � íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ).

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äæ.Óëåíáåê è Ñ. Ãàóäñìèò â ðàáîòå [1], îïóáëèêîâàííîé â 1925 ã.,
ââåëè ïîíÿòèå ñïèíà ýëåêòðîíà è, ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì î ïðåöåññèè
ñïèíà â ìàãíèòíîì ïîëå, îáúÿñíèëè ðÿä ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ
ïî âîçäåéñòâèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà âåùåñòâî. Ýòî îáúÿñíåíèå ÿâëÿåòñÿ
ñ òåõ ïîð îáùåïðèíÿòûì. Îäíàêî ïðè îïèñàíèè âîçäåéñòâèÿ ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ íà ýëåêòðîí â ðàìêàõ ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ðåçóëüòàòîì âîçäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ íå ïðåöåññèÿ ñïèíà ýëåêòðîíà, à
âðàùåíèå ýëåêòðîíà.

2. ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÌÀÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÒÎ×ÊÈ Â ÒÅÎÐÈÈ
ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎÑÒÈ

Ìîäåëè ìàòåðèàëüíûõ òåë è çàêîíû äèíàìèêè â êëàññè÷åñêîé ìåõà-
íèêå è â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íû.
Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ òåëà ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè-
÷åñêàÿ òî÷êà, âîçäåéñòâèå íà êîòîðóþ îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì (âåêòîðîì
ñèëû). Â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè âîçäåéñòâèå, ïî êðàéíåé
ìåðå ýëåêòðîìàãíèòíîå, îïèñûâàåòñÿ äâóõâàëåíòíûì òåíçîðîì. Òåíçîð
íå ìîæåò äåéñòâîâàòü íà òî÷êó, à òîëüêî íà âåêòîð. Ïîýòîìó ïðîñòåéøåé
ìîäåëüþ òåëà (â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû) ÿâëÿåòñÿ â ñïåöèàëü-
íîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè íå òî÷êà, à òî÷êà âìåñòå ñî ñêðåïëåííûìè

1



ñ íåé âåêòîðàìè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòî ôàêò, âûòåêàþùèé íåïîñðåäñòâåí-
íî èç ñâîéñòâ òåíçîðîâ.

Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñ ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé
ñêðåïëåíî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, èìåþùèõ íà÷àëà â ýòîé òî÷êå. Äâèæåíèå
è âðàùåíèå òàêîé êîíñòðóêöèè è áóäåì èññëåäîâàòü. Äàëåå ïîä ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êîé ïîíèìàåòñÿ êàê ñàìà òî÷êà (êîãäà ðå÷ü èäåò î åå ìå-
ñòîïîëîæåíèè èëè ìèðîâîé ëèíèè), òàê è âñÿ óêàçàííàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ
êîíñòðóêöèÿ (êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ åå âðàùåíèå).

Èòàê, â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå âîçäåéñòâèå íà òåëî, ìîäåëèðóåìîå
ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé, çàäàåòñÿ âåêòîðîì ñèëû, ïðèëîæåííûì ê òî÷êå
è âûçûâàþùèì åå óñêîðåíèå. Â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè
âîçäåéñòâèå çàäàåòñÿ òåíçîðîì, ïîâîðà÷èâàþùèì âåêòîðû, ñêðåïëåííûå
ñ ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé. Âîçäåéñòâèå íà 4-ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êè i (åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ìèðîâîé ëèíèè) ïðèâîäèò ê åãî
ïîâîðîòó, ÷òî âëå÷åò èñêðèâëåíèå ìèðîâîé ëèíèè. Â îïûòå ýòî ïðîÿâëÿ-
åòñÿ êàê óñêîðåíèå òåëà. Âîçäåéñòâèå íà äðóãèå âåêòîðû, ñêðåïëåííûå
ñ ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî èõ ñîñòàâëÿþùèå, îðòî-
ãîíàëüíûå âåêòîðó i, ïîâîðà÷èâàþòñÿ âîêðóã i (òî åñòü âîêðóã ìèðîâîé
ëèíèè). Ýòî îçíà÷àåò âðàùåíèå òåëà. Îòìåòèì, ÷òî ïðè îïèñàíèè âðà-
ùåíèÿ òåëà â ïðèíöèïå íåâîçìîæíî ìîäåëèðîâàòü åãî ãåîìåòðè÷åñêîé
òî÷êîé, òàê êàê âðàùàþùàÿñÿ òî÷êà íåîòëè÷èìà îò íåâðàùàþùåéñÿ.

Îáùèì â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå è â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëü-
íîñòè ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè âîçäåéñòâèÿ íà òåëî åãî
äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîëèíåéíûì.

Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî M . Áóäåì ìîäå-
ëèðîâàòü åãî ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé (ñî ñêðåïë¼ííûìè ñ íåé âåêòîðàìè).

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå, êàê èç-
âåñòíî [2] (§ 23), èìååò âèä

di

dl
= a1F · i, (2.1)

ãäå i � åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ìèðîâîé ëèíèè L (4-ñêîðîñòü
ýëåêòðîíà); l � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà L (l = ct′, c � ñêîðîñòü ñâåòà;
t′ � ñîáñòâåííîå âðåìÿ ýëåêòðîíà); a1= e/(mc2); e è m � ýëåêòðè÷åñêèé
çàðÿä è ìàññà ýëåêòðîíà (e < 0, m > 0); F � òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ; òî÷êà � çíàê ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ.

Ðàñïðîñòðàíèì óðàâíåíèå (2.1) íà âñå âåêòîðû, ñêðåïëåííûå ñ ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êîé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çàêîí äâèæåíèÿ è âðàùåíèÿ
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ýëåêòðîíà:
du

dl
= a1F · u, (2.2)

ãäå u � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, ñêðåïëåííûé ñ ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé; îñ-
òàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî â (2.1).

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà (2.1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çà-
êîíà (2.2) ïðè u = i. Óðàâíåíèå (2.1) èññëåäîâàíî âî ìíîãèõ ðàáîòàõ
(íàïðèìåð, â [3, 4]), ïîýòîìó íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà íåì. Íàñ áóäåò
èíòåðåñîâàòü âðàùåíèå ýëåêòðîíà, îïèñûâàåìîå çàêîíîì (2.2).

Îòìåòèì, ÷òî çàêîí (2.2) ìîæåò áûòü îáîáùåí íà äðóãèå ýëåìåíòàð-
íûå ÷àñòèöû è ìàòåðèàëüíûå òåëà, à òàêæå íà ñëó÷àé âîçäåéñòâèÿ, èìå-
þùåãî íå ýëåêòðîìàãíèòíóþ ïðèðîäó. Äëÿ ýòîãî íóæíî çàìåíèòü â íåì
òåíçîð a1F ñîîòâåòñòâóþùèì òåíçîðîì. Â îáùåì ñëó÷àå îñíîâíîé çàêîí
äèíàìèêè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè èìååò ôîðìó

du

dl
= K · u, (2.3)

ãäå K � äâóõâàëåíòíûé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð, õàðàêòåðèçóþùèé
âîçäåéñòâèå íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó; u � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, ñêðåï-
ëåííûé ñ ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé.

3. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÏÏÀÐÀÒ

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò è îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿ-
òûå â ìåõàíèêå [5 � 7] è äð.

Òåíçîð âòîðîãî ðàíãà (äàëåå ïðîñòî òåíçîð) åñòü êîíå÷íàÿ ñóììà âèäà

αab + βcd + . . . + ωyz, (3.1)

ãäå α, β, . . . , ω � ÷èñëà; a,b, . . . , z � âåêòîðû; ab, cd, . . . ,yz � òåí-
çîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ; òåíçîðíîå óìíîæåíèå � àññîöèàòèâíàÿ,
íåêîììóòàòèâíàÿ, ëèíåéíàÿ ïî êàæäîìó ñîìíîæèòåëþ îïåðàöèÿ, îáî-
çíà÷àåìàÿ â ìåõàíèêå áåç ñèìâîëà óìíîæåíèÿ (â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòå-
ðàòóðå îíà îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì ⊗, íàïðèìåð, ab = a⊗ b). Ïðîñòåéøèé
òåíçîð èìååò âèä ab è íàçûâàåòñÿ äèàäîé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òåíçîð, êàê
è âåêòîð, � ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò, íå çàâèñÿùèé îò ñèñòåì îòñ÷åòà è
ñèñòåì êîîðäèíàò.
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Òåíçîð A∗, ïîëó÷àþùèéñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåìåíû ìåñòàìè âåêòîðîâ
â êàæäîé èç äèàä, îáðàçóþùèõ òåíçîð A, èìåíóåòñÿ òåíçîðîì, òðàíñïî-
íèðîâàííûì èëè ñîïðÿæåííûì ê òåíçîðó A. Íàïðèìåð, òåíçîð, òðàíñ-
ïîíèðîâàííûé ê òåíçîðó (3.1), åñòü αba + βdc + . . . + ωzy. Òåíçîð A
íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè A∗ = A, è íàçûâàåòñÿ àíòèñèììåò-

ðè÷íûì èëè êîñîñèììåòðè÷íûì, åñëè A∗ = −A. Òàê, òåíçîð ab + ba
ñèììåòðè÷íûé, à òåíçîð ab − ba àíòèñèììåòðè÷íûé. Àíòèñèììåòðè÷-
íûå òåíçîðû íàçûâàþòñÿ áèâåêòîðàìè.

Ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå òåíçîðà íà âåêòîð è íà òåíçîð ïðîèçâîäèòñÿ
ïî ï ð à â è ë ó, ÿñíîìó èç ñëåäóþùèõ ïðèìåðîâ:

(αab+ βcd) · u = αa(b · u) + βc(d · u) = α(b · u)a+ β(d · u)c;
(αab+ βcd) · (yz) = αa(b · y)z+ βc(d · y)z =

= α(b · y)az+ β(d · y)cz,
(3.2)

ãäå b · u, d · u, . . . , d · y � ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ (÷èñëà).
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðà íà âåêòîð åñòü âåêòîð. Ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå äâóõ òåíçîðîâ � òåíçîð.

Òåíçîð A ïîðîæäàåò ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà âåêòîðû
â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì:

A(u) = A · u äëÿ âñåõ âåêòîðîâ u. (3.3)

Ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ è ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðîâ èçîìîðôíû, ïðè-
÷åì ñóïåðïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ ñîîòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ
òåíçîðîâ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó, ïîíÿòèÿ òåíçîðà è îïåðàòîðà ìîãóò èñïîëü-
çîâàòüñÿ êàê ñèíîíèìû.

Òåíçîð I, îïðåäåëÿåìûé çàêîíîì: I · u = u äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u,
íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì, ìåòðè÷åñêèì èëè ôóíäàìåíòàëüíûì òåíçîðîì
(èëè òîæäåñòâåííûì îïåðàòîðîì). Îí ìîæåò áûòü îïðåäåëåí òàêæå
ýêâèâàëåíòíûì çàêîíîì: A · I = I · A = A äëÿ ëþáîãî òåíçîðà A.

Òåíçîð A íàçûâàåòñÿ îñîáåííûì èëè âûðîæäåííûì, åñëè ñóùåñòâóåò
âåêòîð u ̸= 0 òàêîé, ÷òî A · u = 0 (ãäå 0 � íóëåâîé âåêòîð). Òåí-
çîð A íàçûâàåòñÿ íåîñîáåííûì èëè íåâûðîæäåííûì, åñëè îí íå ÿâëÿåò-
ñÿ îñîáåííûì. Íåîñîáåííûå òåíçîðû ïåðåâîäÿò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
ðàçìåðíîñòè n â ïðîñòðàíñòâî òîé æå ðàçìåðíîñòè; îñîáåííûå òåíçîðû
ïåðåâîäÿò åãî â ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè ìåíüøåé n.

Òåíçîð A−1 íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê òåíçîðóA, åñëè

A · A−1 = A−1 · A = I;
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îáðàòíûé òåíçîð èìåþò òîëüêî íåîñîáåííûå òåíçîðû.
Òåíçîð (îïåðàòîð) A íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì, åñëè îí íå ìåíÿåò

ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ. Ñîãëàñíî (3.3), ýòî îçíà÷àåò âûïîë-
íåíèå óñëîâèÿ

(A · u) · (A · v) = u · v äëÿ âñåõ âåêòîðîâ u,v.

Òåíçîð A ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A∗ = A−1,

ãäå A∗ � òåíçîð, òðàíñïîíèðîâàííûé ê A; A−1 � òåíçîð, îáðàòíûé ê A.

Ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî M åñòü ÷åòûðåõìåðíîå âåùåñòâåííîå
ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñèãíàòóðû (+−−−).

Èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà â ïðîñòðàíñòâå M ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïàðó {T, Γ}, ãäå T � îñü âðåìåíè � íåïîäâèæíàÿ îòíîñèòåëüíî M
âðåìåíèïîäîáíàÿ ïðÿìàÿ, âäîëü êîòîðîé îòñ÷èòûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîå
âðåìÿ t (ct � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà T ); Γ � ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî � òðåõìåðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíàÿ ê îñè T è äâèæóùà-
ÿñÿ âäîëü íåå ïîñòóïàòåëüíî â íàïðàâëåíèè îò ïðîøëîãî ê áóäóùåìó
(êîíêðåòíûé âèä ñèñòåìû êîîðäèíàò â Γ çà÷àñòóþ íå èìååò çíà÷åíèÿ).
Òàê îïðåäåëåííàÿ èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà {T, Γ} ñëóæèò ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ìà ò å ð è à ë ü í î é èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà,
èñïîëüçóåìîé â îïûòå, ïðè ýòîì îñü âðåìåíè T ÿâëÿåòñÿ ìèðîâîé ëèíèåé
öåíòðà ìàññ òåëà îòñ÷åòà.

Ïóñòü íåêîòîðîìó òåëó ñîîòâåòñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå ÌèíêîâñêîãîM
ìèðîâàÿ ëèíèÿ L. Îíà íåïîäâèæíà îòíîñèòåëüíîM , ïîýòîìó ïðè äâèæå-
íèè â M ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Γ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ íèì ìèðîâîé
ëèíèè L ïðî÷åð÷èâàåò â Γ íåêîòîðóþ êðèâóþ. Ýòà êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ
òðàåêòîðèåé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Èìåííî åå ïðîîáðàç â ðåàëüíîì ìè-
ðå, òàêæå íàçûâàåìûé òðàåêòîðèåé, ìû îïðåäåëÿåì â îïûòå. Ìèðîâàÿ
ëèíèÿ, áóäó÷è ôèêñèðîâàííîé â ïðîñòðàíñòâå M , íå çàâèñèò îò ñèñòåìû
îòñ÷åòà, òðàåêòîðèÿ ëåæèò â Γ è ïîýòîìó çàâèñèò îò ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà (â îòëè÷èå îò íåèíåðöèàëüíîé) òðà-
åêòîðèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñîâïàäàåò ñ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ìè-
ðîâîé ëèíèè íà ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Γ ïðè ëþáîì åãî ðàñïîëîæåíèè
â M , ïðè÷åì ïðÿìîëèíåéíîé ìèðîâîé ëèíèè ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîëèíåé-
íàÿ òðàåêòîðèÿ (îáðàòíîå íåâåðíî, íàïðèìåð, ýëåêòðîí, êîëåáëþùèéñÿ
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âäîëü ïðÿìîëèíåéíîé àíòåííû, èìååò ïðÿìîëèíåéíóþ òðàåêòîðèþ, íî
âîëíîîáðàçíóþ ìèðîâóþ ëèíèþ).

Áàçèñ {e0, e1, e2, e3} â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî íàçûâàåòñÿ îðòî-

íîìèðîâàííûì, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

e0 · e0 = 1; e1 · e1 = e2 · e2 = e3 · e3 = −1;

ei · ej = 0 ïðè i ̸= j, i, j = 0, 1, 2, 3.

4. ÒÅÍÇÎÐ ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÃÎ ÏÎËß

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå çàäàåòñÿ äâóõâàëåíòíûì àíòèñèììåòðè÷íûì
òåíçîðîì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ F. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òåíçîð F, êàê è
âñÿêèé òåíçîð, íå çàâèñèò îò ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Ïóñòü {T, Γ} � êàêàÿ-ëèáî èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà, ãäå T �
îñü âðåìåíè; Γ � ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî � òðåõìåðíàÿ ãèïåðïëîñ-
êîñòü â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî M , îðòîãîíàëüíàÿ îñè T è èìåþùàÿ
ñèãíàòóðó (−−−). Òîãäà òåíçîð F ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ôîðìå

F = Eτ − τE + H · κ , (4.1)

ãäå E � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; H � íàïðÿæåííîñòü ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ (E � âåêòîð, H � ïñåâäîâåêòîð; E, H ∈ Γ ); τ � íàïðàâ-
ëÿþùèé îðò îñè âðåìåíè T, îðèåíòèðîâàííûé â ñòîðîíó áóäóùåãî; κ �
òðåõâàëåíòíûé ïñåâäîòåíçîð Ëåâè-×èâèòà íàä ôèçè÷åñêèì ïðîñòðàíñò-
âîì Γ ; ÷åðòà íàä ñèìâîëîì îáîçíà÷àåò ïñåâäîâåêòîð; òåíçîðíîå ïðîèçâå-
äåíèå âåêòîðîâ îáîçíà÷åíî áåç çíàêà óìíîæåíèÿ ìåæäó ñîìíîæèòåëÿìè
(ñì. ïîÿñíåíèå ê ôîðìóëå (3.1)). Íàïðÿæåííîñòè E è H, â îòëè÷èå îò
òåíçîðà F, çàâèñÿò îò ñèñòåìû îòñ÷åòà.1

Ïñåâäîòåíçîð Ëåâè-×èâèòà κ åñòü òðåõâàëåíòíûé ñîâåðøåííî àí-
òèñèììåòðè÷íûé åäèíè÷íûé ïñåâäîòåíçîð, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

κ = ∆(e1e2e3 − e1e3e2 + e2e3e1 − e2e1e3 + e3e1e2 − e3e2e1), (4.2)

1Ñîãëàñíî (4.1), âåëè÷èíû F, E è H èìåþò îäèíàêîâóþ ôèçè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü
(òàê êàê τ è κ áåçðàçìåðíû). Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ýëåêòðîäèíàìèêè óäîá-
íåå èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó ôèçè÷åñêèõ åäèíèö ÑÃÑ, â êîòîðîé ðàçìåðíîñòè E è H
îäèíàêîâû, à íå ÑÈ, â êîòîðîé îíè ðàçëè÷íû.
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ãäå {e1, e2, e3} � îðòîíîìèðîâàííûé áàçèñ â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Γ
(ei ·ei= −1,2 ei ·ej= 0 ïðè i ̸= j, i, j = 1, 2, 3); ∆ � åäèíè÷íûé ïñåâäîñêà-
ëÿð â Γ : ∆=1, åñëè áàçèñ {e1, e2, e3} ïðàâîîðèåíòèðîâàííûé, è ∆=−1,
åñëè áàçèñ ëåâîîðèåíòèðîâàííûé. Ïñåâäîòåíçîð κ èìååò âèä (4.2) â ëþ-
áîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà Γ.

Ôîðìóëà (4.1) âûðàæàåò òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ F ÷åðåç íà-
ïðÿæåííîñòè E è H. Ïîñëåäíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òåí-
çîð F ïîñðåäñòâîì ôîðìóë

E = F · τ ; H =
1

2
F · ·κ,

ãäå äâîåòî÷èå � çíàê áèñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ïî
ïðàâèëó, èëëþñòðèðóåìîìó ñëåäóþùèì ïðèìåðîì:

ab · ·xyz = a · (b · x)yz = (b · x)(a · y)z,

ãäå a,b, . . . , z � âåêòîðû; b ·x, a ·y � ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ
(÷èñëà).

5. ÂÐÀÙÅÍÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÍÀ ÌÀÃÍÈÒÍÛÌ ÏÎËÅÌ

Ïóñòü â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà {T, Γ} äåéñòâóåò ïîñòîÿííîå
è îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå, à ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îòñóòñòâóåò:

H = const ̸= 0; E = 0, (5.1)

ãäå 0 � íóëåâîé âåêòîð (îí ñîâïàäàåò ñ íóëåâûì ïñåâäîâåêòîðîì).
Òîãäà, ñîãëàñíî (4.1) è (5.1), òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ F èìååò

âèä:
F = H · κ, (5.2)

à óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà (2.1) ïðèíèìàåò ôîðìó

di

dl
= a1H · κ · i. (5.3)

Ïðîàíàëèçèðóåì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà öåíòð ìàññ ýëåêòðîíà
íåïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà {T, Γ}. Â ýòîì ñëó÷àå ìè-
ðîâàÿ ëèíèÿ ýëåêòðîíà L ïðÿìîëèíåéíà è ïàðàëëåëüíà îñè âðåìåíè T,

2Çíàê ìèíóñ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Γ èìååò ñèãíàòó-
ðó (−−−).
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à åäèíè÷íûé âåêòîð i, êàñàòåëüíûé ê L, ïîñòîÿíåí è ñîâïàäàåò ñ íàïðàâ-
ëÿþùèì îðòîì τ îñè T ; êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå κ · i = 0̂ (èáî ïñåâ-
äîòåíçîð Ëåâè-×èâèòà κ îïðåäåëåí íàä ôèçè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì Γ
è i ⊥ Γ ; 0̂ � íóëåâîé òåíçîð). Èç i = const è κ · i = 0̂ ñëåäóåò, ÷òî
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (5.3) âûïîëíÿåòñÿ.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð u, ñêðåïëåííûé ñ ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êîé. Îí ïðåîáðàçóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì (2.2). Ïîäñòàâèì â (2.2)
çíà÷åíèå (5.2) òåíçîðà F :

du

dl
= a1H · κ · u. (5.4)

Ðåøèì óðàâíåíèå (5.4). Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ðàçëîæèì âåêòîð u íà
âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå, ïðèíàäëåæàùèå îñè âðåìåíè T è
ôèçè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó Γ :

u = uT + uΓ (uT ∈ T ; uΓ ∈ Γ ). (5.5)

Âåêòîðû uT è uΓ ìîãóò áûòü íàéäåíû ïóòåì ïðîåöèðîâàíèÿ âåêòî-
ðà u íà îñü T è íà ãèïåðïëîñêîñòü Γ ñ ïîìîùüþ òåíçîðîâ (îïåðàòîðîâ)
ïðîåöèðîâàíèÿ ττ è I − ττ :

uT = (ττ ) · u; uΓ = (I − ττ ) · u, (5.6)

ãäå τ � íàïðàâëÿþùèé îðò îñè âðåìåíè T ; ττ � òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðà τ íà ñåáÿ; I � åäèíè÷íûé òåíçîð (òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð).3

Î÷åâèäíî, ÷òî èç (5.6) âûòåêàåò ðàâåíñòâî uT + uΓ = u.
Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðû uT è uΓ , îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (5.6), ïðè-

íàäëåæàò ïîäïðîñòðàíñòâàì T è Γ ñîîòâåòñòâåííî. Â ñàìîì äåëå, èç
öåïî÷êè ðàâåíñòâ uT = (ττ ) · u = τ (τ · u) = (τ · u)τ , â ñèëó τ ∈ T ,
èìååì: uT ∈ T (çäåñü èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî (3.2) ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ
òåíçîðà íà âåêòîð); èç

τ · uΓ = τ · [(I − ττ ) · u] = [τ · (I − ττ )] · u = (τ − τ ) · u = 0 · u = 0

ñëåäóåò uΓ ⊥ T , çíà÷èò, uΓ ∈ Γ .

3Ëèíåéíûé îïåðàòîð P íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîåöèðîâàíèÿ èëè ïðîåêòîðîì,
åñëè P 2= P . Îïåðàòîðû ττ è I − ττ ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè, òàê êàê (ττ ) · (ττ ) =
τ (τ · τ )τ = ττ è (I − ττ ) · (I − ττ ) = I − ττ , ãäå ó÷òåíî, ÷òî τ · τ = 1, I · I = I
è I · τ = τ · I = τ .
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Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (5.5) âåêòîðà u â óðàâíåíèå (5.4). Ñ ó÷åòîì
ðàâåíñòâà κ·uT = 0̂ (âûòåêàþùåãî èç òîãî, ÷òî ïñåâäîòåíçîð κ îïðåäåëåí
íàä Γ, uT ∈ T è Γ ⊥ T ) ïîëó÷àåì:

du

dl
=

duT

dl
+

duΓ

dl
= a1H · κ · uT + a1H · κ · uΓ =

= a1H · 0̂ + a1H · κ · uΓ = a1H · κ · uΓ = −a1H × uΓ ,

(5.7)

ãäå × � çíàê âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ â Γ (a× b = −a · κ · b äëÿ ëþáûõ
âåêòîðîâ è ïñåâäîâåêòîðîâ a,b ∈ Γ ).

Óìíîæèì ñêàëÿðíî êðàéíèå ÷àñòè öåïî÷êè ðàâåíñòâ (5.7) íà òåí-
çîð ττ . Ïîëüçóÿñü ïîñòîÿíñòâîì τ , îïðåäåëåíèåì (5.6) âåêòîðà uT è
îðòîãîíàëüíîñòüþ âåêòîðîâ τ ∈ T è H×uΓ ∈ Γ, ìîæåì çàïèñàòü:

(ττ ) · du
dl

=
d[(ττ ) · u]

dl
=

duT

dl
= −a1(ττ ) · (H × uΓ ) = 0,

îòêóäà
duT

dl
= 0. (5.8)

Èç (5.7) è (5.8) íàõîäèì:

duΓ

dl
= −a1H × uΓ . (5.9)

Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìèðîâàÿ ëèíèÿ L ïàðàëëåëüíà îñè
âðåìåíè T, òî ñîáñòâåííîå âðåìÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè t′= l/c ðàâíÿåòñÿ
(ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî) êîîðäèíàòíîìó âðåìåíè t, îò-
ñ÷èòûâàåìîìó âäîëü îñè T, ñëåäîâàòåëüíî, dl = c dt. Ïîäñòàíîâêà ýòîãî
çíà÷åíèÿ dl â (5.8) è (5.9) äàåò:

duT

dt
= 0; (5.10)

duΓ

dt
= ΩH × uΓ , (5.11)

ãäå îáîçíà÷åíî

ΩH = −a1cH = − e

mc
H (ΩH ∈ Γ ), (5.12)
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çäåñü ïðèìåíåíî ðàâåíñòâî a1 = e/(mc2); e è m � çàðÿä è ìàññà ýëåê-
òðîíà (e < 0); ÷åðòà íàä ñèìâîëîì îáîçíà÷àåò ïñåâäîâåêòîð.

Óðàâíåíèÿ (5.10) è (5.11) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó âûâîäó îòíîñè-
òåëüíî äåéñòâèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, ìîäåëèðóþ-
ùóþ ýëåêòðîí. Âðåìåíí�àÿ ñîñòàâëÿþùàÿ uT ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà u,
ñêðåïëåííîãî ñ ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé, íå èçìåíÿåòñÿ. À ïðîñòðàíñòâåí-
íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ uΓ âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ΩH , îäèíàêîâîé
äëÿ âñåõ âåêòîðîâ.

Èçíóòðè òðåõìåðíîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Γ èíåðöèàëüíîé ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà {T, Γ} ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ¾âûãëÿäèò¿ òàê: ïóñòü
â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Γ íàõîäèòñÿ ýëåêòðîí, öåíòð ìàññ êîòî-

ðîãî íåïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî Γ, òîãäà ïðè äåéñòâèè íà íåãî ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ ñ íàïðÿæåííîñòüþ H ýëåêòðîí âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðî-

ñòüþ ΩH âèäà (5.12) âîêðóã îñè, ïàðàëëåëüíîé H è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

åãî öåíòð ìàññ. Ýòîò ðåçóëüòàò ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàí-
íûì. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ çàêîíà (2.3) ìîæåò áûòü íàéäåíî
âðàùåíèå â ìàãíèòíîì ïîëå äðóãèõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è ìàêðîñêîïè-
÷åñêèõ òåë.

6. Î ËÀÐÌÎÐÎÂÑÊÎÉ ÏÐÅÖÅÑÑÈÈ ÑÏÈÍÀ ÝËÅÊÒÐÎÍÀ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèíÿòî îáúÿñíÿòü ðåçóëüòàòû îïûòîâ ïî âîçäåé-
ñòâèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ýëåêòðîíû ëàðìîðîâñêîé ïðåöåññèåé ýëåê-
òðîííûõ ñïèíîâ. Îáîñíóåì îòñóòñòâèå ýòîé ïðåöåññèè.

Èçâåñòíî, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìàãíèòíûé ìîìåíò ôè-
çè÷åñêîé ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ïîâåðíóòüñÿ â íàïðàâëåíèè ïîëÿ. Ýëåêòðîí
â àòîìå îáëàäàåò äâóìÿ ìàãíèòíûìè ìîìåíòàìè � îðáèòàëüíûì è ñîá-
ñòâåííûì, ñâÿçàííûì ñî ñïèíîì. Âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå H äåéñò-
âóþùàÿ íà ýëåêòðîí ìàãíèòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû Ëîðåíöà (e/c)v×H
ñòðåìèòñÿ èçìåíèòü äâèæåíèå ýëåêòðîíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïëîñ-
êîñòü îðáèòû ñòàëà ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïîëþ è îðáèòàëüíûé ìàãíèò-
íûé ìîìåíò îêàçàëñÿ íàïðàâëåííûì âäîëü ïîëÿ. Íî ýòîìó ïðåïÿòñòâó-
åò èíåðöèÿ. Â ðåçóëüòàòå ¾ïðîòèâîáîðñòâà¿ èíåðöèè è ñèëû Ëîðåíöà
ïëîñêîñòü îðáèòû è îðáèòàëüíûé ìàãíèòíûé ìîìåíò íà÷èíàþò ïðåöåñ-
ñèðîâàòü âîêðóã âåêòîðà H ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ΩL = − e

2mc
H. Ýòî �

ëàðìîðîâñêàÿ ïðåöåññèÿ îðáèòàëüíîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà.
Èíà÷å îáñòîèò äåëî ñ ñîáñòâåííûì ìàãíèòíûì ìîìåíòîì ýëåêòðîíà.

Äëÿ èçìåíåíèÿ åãî íàïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå íå òðåáóåòñÿ èçìåíÿòü
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òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà. Ïîýòîìó ïðåïÿòñòâîâàòü åãî ïîâîðîòó
ìîæåò òîëüêî èíåðöèÿ âðàùåíèÿ ýëåêòðîíà âîêðóã ñîáñòâåííîãî öåíòðà,
êîòîðàÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ èíåðöèåé îðáèòàëüíîãî äâè-
æåíèÿ.4 Âñëåäñòâèå ýòîãî, ñîáñòâåííûé ìàãíèòíûé ìîìåíò ýëåêòðîíà µ
è âìåñòå ñ íèì ñïèí s îðèåíòèðóþòñÿ âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå H
ïàðàëëåëüíî ïîëþ. Â ñèëó µ ∥ H, èç óðàâíåíèÿ ìîìåíòîâ

ds

dt
= µ×H

âûòåêàåò ds/dt = 0, îòêóäà s = const, à ýòî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ïðåöåñ-
ñèè ñïèíà. Â ìåõàíèêå ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîé êèíåòè÷åñêèé
ìîìåíò âîë÷êà (ãèðîñêîïà) íàïðàâëåí òî÷íî ïî âåðòèêàëè è ïðåöåññèÿ
îòñóòñòâóåò, íàçûâàåòñÿ ñïÿùèì âîë÷êîì. Áîëåå òîãî, â îòëè÷èå îò ñëó-
÷àÿ ñ âîë÷êîì, ãäå âåðòèêàëüíîå åãî ïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì,
îðèåíòàöèÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà µ â íàïðàâëåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ H
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, è ïðè ëþáîì îòêëîíåíèè ïñåâäîâåêòîðà µ îò ýòî-
ãî ïîëîæåíèÿ ìîìåíò ñèëû µ × H âîçâðàùàåò åãî îáðàòíî. Ê òîìó æå
ëàðìîðîâñêàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè â äâà ðàçà ìåíüøå óãëîâîé
ñêîðîñòè (5.12), ñîãëàñóþùåéñÿ ñ îïûòîì. Â ñâÿçè ñ ýòèì íåò îñíîâàíèé
ñ÷èòàòü, ÷òî ñïèíû ýëåêòðîíîâ ïðåöåññèðóþò. Ê ñîæàëåíèþ, ýêñïåðèìåí-
òàëüíàÿ òåõíèêà ïîêà ÷òî íå ïîçâîëÿåò íåïîñðåäñòâåííî óâèäåòü ýëåê-
òðîí è ïðîâåðèòü, âðàùàåòñÿ ñàì ýëåêòðîí èëè èìååò ìåñòî ïðåöåññèÿ
åãî ñïèíà.

7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äåéñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ýëåêòðîí îí âðàùà-
åòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ΩH = − e

mc
H. Ýòî èìåííî òî çíà÷åíèå óãëîâîé

ñêîðîñòè, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò äàííûì îïûòîâ. Îòñóòñòâèå ëàðìîðîâ-
ñêîé ïðåöåññèè ñïèíà ýëåêòðîíà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñïèí îðèåíòèðó-
åòñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå ïàðàëëåëüíî ïîëþ.

Â ñëåäóþùåé ñòàòüå áóäåò äîêàçàíî íà îñíîâå çàêîíà (2.2), ÷òî ñîá-
ñòâåííîå âðàùåíèå îðáèòàëüíûõ ýëåêòðîíîâ â àòîìå îáóñëîâëåíî äåé-
ñòâèåì íà íèõ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ÿäðà, à íå êîìáèíàöèåé ëàðìîðîâ-
ñêîé è òîìàñîâñêîé ïðåöåññèé, êàê ýòî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü.

4Ïîëàãàÿ ýëåêòðîí øàðîì ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì òàê íàçûâàåìîìó êëàññè÷åñêîìó
ðàäèóñó ýëåêòðîíà re, ïîëó÷àåì, ÷òî îòíîøåíèå ìîìåíòà èíåðöèè ýëåêòðîíà îòíîñè-
òåëüíî åãî öåíòðà 2

5mr2e ê ìîìåíòó èíåðöèè ýëåêòðîíà îòíîñèòåëüíî öåíòðà îðáè-
òû mr2B (ãäå rB � áîðîâñêèé ðàäèóñ) ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 10−9.
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